Mathematik: Infinitesimalrechnung

Ingo Blechschmidt

12. Juli 2005

Inhaltsverzeichnis
(1 Mathematik: Infinitesimalrechnung 4
(1.1 Schulheftl . ... ... ... ... ... ... ... 1
(LII Funktionl ...................... 4
(1.1.2 Typen von mathematischen Funktionen| 4
1.1.3 Monotonie von Funktionen| . . . . . . ... ... 10
(1.1.4 Einschub zur Symmetrie| . . . . ... ... ... 10
(1.1.5 Infimum und Supremum| . . . . ... ... ... 10
1.1 mkehrfunktionl . . ... ... ... ... ... 10
[1.1.7 Erweiterte Symmetriebetrachtung . . . . . . . . 12
1.1.8 Rationale FunKtionen| . . . . .. ... ... ... 12
(1.1.9 Folgen| . . . . .. ... ... ... .. ....... 13
l.1.10Rejhen| . . . . . .. .. ... L oL, 14
M.I.I1Grenzwerte . ... ... ... ... ... ..... 14
(1.1.12Differentialrechnung|. . . . . . ... .. ... .. 17
[1.1.13Eigenschaften von intervallweise stetigen Funk- |
[ tionenl . .. ... ... ... .l 22
[1.1.14Ndherung des Sinus fur kleine Winkel . . . . . 23
(1.1.15Krimmungsverhalten, Wendepunkte| . . . . . . 23

[1.1.16Zusammengesetzte Funktionen und Kettenregel 24

1



INHALTSVERZEICHNIS 2
(1.2 Hausaufgaben| . ... ... ... ............. 25
(1.2.1 1. Hausaufgabel. . ... ... ........... 25
(1.2.2 2. Hausauigabel. . . . . .. ... ... ...... 26
(1.2.3 3. Hausauifgabel. . . . . ... ... ... ..... 27
[1.2.4 4. Hausaulgabel. . . . . .. ... ... ...... 29
[1.2.5 5. Hausaulgabel. . . . . ... ... ... ..... 29
(1.2.6 6. Hausauigabel. . . . . ... .. ... ...... 30
(1.2.7 7. Hausaufgabel. . . . . ... .. ... ...... 31
(1.2.8 8. Hausaufgabel. . . . . .. ... ... ...... 32
(1.2.9 9. Hausaufgabel. . . . . . ... ... ....... 32
(1.2.1010. Hausaufgabe . . . . . ... ... ... .... 33
(1.2.1111. Hausaufgabe . . . . ... ... ... ..... 34
(1.2.1212. Hausauigabe . . . . . .. ... ... ..... 36
(1.2.1313. Hausauigabe . . . . . . ... ... ... ... 36
(1.2.1414. Hausauigabe . . . . . .. ... ... ... .. 36
[1.2.1515. Hausauigabe| . . . . .. ... ... ... ... 37
[1.2.1618. Hausauigabe| . . . . .. . ... ... ..... 38
(1.2.1719. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 39
(1.2.1820. Hausauigabe . . . . . .. ... ... ..... 40
(1.2.1921. Hausaufgabe . . . . ... ... ... ..... 41
(1.2.2022. Hausaufgabe . . . . . ... ... ....... 42
(1.2.2123. Hausaufgabe . . . . . ... ... ....... 42
(1.2.2224. Hausauigabe . . . . . . ... ... ...... 43
(1.2.2325. Hausaulgabe . . . . . .. .. ... ... ... 43
(1.2.2426. Hausauligabe . . . . . .. .. ... ... ... 43
[1.2.2527. Hausauigabe| . . . . .. ... .. ... .... 44
[1.2.2628. Hausauigabe| . . . . .. ... .. ... .... 44
(1.2.2729. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 45
(1.2.2830. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 45




INHALTSVERZEICHNIS 3

(1.2.2931. Hausaufgabe . . . . . ... ... ....... 46
(1.2.3032. Hausaufgabe . . . . . ... ... ....... 46
(1.2.3133. Hausauigabe . . . . .. ... ... ...... 47
(1.2.3234. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 47
(1.2.3335. Hausaulgabe . . . . . ... ... ... .... 47
[1.2.3436. Hausauigabe| . . . . ... ... ... ..... 48
(1.2.3537. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 48
(1.2.3638. Hausauigabe . . . . ... .. ... ...... 49
(1.2.3739. Hausauigabe . . . . ... .. ... ...... 50
(1.2.3840. Hausauifgabe . . . . . .. ... ... ..... 50
(1.2.3941. Hausaufgabe . . . . . ... ... ....... 51
(1.2.4042. Hausaufgabe . . . . ... ... ........ 52
(1.2.4143. Hausauigabe . . . . . . ... ... ...... 52
(1.2.4244. Hausaulgabe . . . . . ... ... .. ... .. 54
(1.2.4345. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 55
[1.2.4446. Hausauigabe| . . . . .. ... .. ... ... .. 56
[1.2.4547. Hausauigabe| . . . . .. ... .. ... ... .. 57
(1.2.4648. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 59
(1.2.4749. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 60
(1.2.4850. Hausauifgabe . . . . .. ... ... ...... 61
(1.2.4951. Hausaufgabe . . . . . ... ... ....... 61
(1.2.5052. Hausaufgabe . . . . . ... ... ....... 62
(1.2.5153. Hausauigabe . . . . . . ... ... ...... 63
(1.2.5255. Hausauligabe . . . . . .. .. ... ... ... 63
(1.2.5356. Hausauigabe . . . . . .. ... ... ... .. 64
[1.2.5457. Hausauigabe| . . . . .. ... ... ...... 66
(1.2.5558. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 66
(1.2.5659. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 67
(1.2.5760. Hausauigabe . . . . . ... ... ... .... 69




1 MATHEMATIK: INFINITESIMALRECHNUNG

[1.2.5861. Hausaufgabe| . . . . . ... ... .......
[1.2.5962. Hausaufgabe| . . . . .. .. ... .......
[1.2.6063. Hausauigabe| . . . . ... ... ... .....
[1.2.6164. Hausaufgabe| . . . . .. ... ... ......
[1.2.6265. Hausauigabe| . . . . . ... ... ... ....

[1.3.1 1. Extemporale aus der Mathematik| . ... ..

11.3.2 Ubungen zur 1. Schulaufgabe von 1337Ingo| . .
(1.3.3 1. Schulaufgabel . . ... ... ... .......

1 Mathematik: Infinitesimalrechnung

1.1 Schulheft

1.1.1 Funktion

76

Unter dem Begriff ,Funktion® versteht man eine eindeutige Zu-
ordnung einer Ausgangsmenge (Definitionsmenge D) auf eine Bild-

menge (Wertemenge W):

reEDr—yeW

1.1.2 Typen von mathematischen Funktionen

Polynomfunktionen:

Konstante Funktion: f (z) = ¢

Lineare Funktion: f (z) = mz +1t
Quadratische Funktion: f (z) = az? + bz + ¢
Kubische Funktion: f (z) = ax® + bx? + cx + d
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Exponentialfunktion:

f(x) = a*(a>0)

8 ! ! ! '

Py ARSI, e AR, R

-3 -2 -1 0 1 2 3
Logarithmusfunktion:
f(x)=log,x (be R\ {1})

Wurzelfunktion:

f(2) = V& (D =Rf = W)

Trigonometrische Funktionen:

e sinz,D=R
® cosz,D =R
e tanz, D=R\ {5 +k-mkecZ}

Gebrochenrationale Funktionen:

.1 2x 3257z
Z.B.: x’ z2—1° 5x3+4+2z+1

Lineare Funktionen: f (z) = mz +1¢

Steigung
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y-Abschnitt

Beispiel: f (r) = 2 — 2

2

1

0.5

me
m = ﬁ—i = tan«
Nullstellen:

f(x)=0=2=4= N (4;0)

Schnittpunkt mit y-Achse:
T (0;—2)

Aufgabe: Schnittpunkts- und Winkelberechnung zwischen f und
g(x)=-2x+1

Schnittpunkt:
fla)=g(@)=a=%
Winkel:

tan (arctanm, — arctanmy) = tan —7 = undefiniert

1
my’*

= [ steht senkrecht auf g (auch wegen m, = —
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Senkrechte Geraden

X

— Ay
mg Az
_ Ax
mp = _A_y
= m, - my, = —1 (Kennzeichen fiir senkrechte Geraden)
Geradenscharen

Beispiel: g, : x +y — k= 0;k € R; = y = —z + k; (Parallelenschar)
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-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Zusatzaufgabe zur 2. Hausaufgabe:

Nimmt der Flicheninhalt A (¢) beliebige Werte aus RS an?
Untersuchung fiir ¢t > 0:

Aty =Lt £ 0

Untersuchung der Wertemenge von A (¢):

Gibt es zu jedem Wert A € R* einen ¢-Wert?
A=BHl s 0= 2 DAt 4 1, = ¢ = 2AE/AL _ Ay /A2 1,

t
A2—1>0;= A>1;= W, = [1l;00]

= Bei A =1: t = 1 = Neigungswinkel 45°;

Stiickweise lineare Funktionen

T falls x > 0;

Die Betragsfunktion = — |z| =
—x falls z < 0;

Graph:
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12

10

-10

Abwandlungen:

—(r+2) furz < -2
T+ 2 far = > 2;

1. f(x):|x+2|:{

Die Signum-Funktion

1 wenn x > 0;
rrsgnr =1 0 wenn zr = 0;

—1 wenn z < 0;

Zusammenhang: z - sgnx = |z

, x = x| sgnu;

Quadratische Funktionen
Allgemeine Form: f (z) = az? + bz + ¢;a # 0;

Bestimme die Gleichung der Parabel durch die Punkte P (—2;—2),
Q (%, 0) und R (1; ;71)

= f () = 2® + 2z — 2; = Parabel nach oben geéffnet;
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1.1.3 Monotonie von Funktionen

f heit in einem Berech [a;b] monoton steigend (fallend), wenn fiir
alle z1, 2> € [a;b] mit 1 <y f(21) < f(x2) (f(21) = f(22)) folgt.

Gilt auBerdem f(z1) < f(z2) (f(z1) > f(z2)), so liegt strenge Mono-
tonie vor.

Methode zur Untersuchung: Man betrachtet die Vorzeichen von

f(x2) = f(aa).

1.1.4 Einschub zur Symmetrie

* f(—z) = f(z); = Symmetrie zur y-Achse

* f(—x) = —f(z); = Symmetrie zum Ursprung

1.1.5 Infimum und Supremum

Die grofite untere Schranke einer Menge heif3t Infimum.
Die kleinste obere Schranke einer Menge heif3t Supremum.
1.1.6 Umkehrfunktion

Ziel: Abbildung ruckginig machen, d.h.: f~! ( f (x)) = x;

-1
reD; LyeW, =D Iz eDy = Wy
Schritte:

1. Auflésen nach z=

2. Vertauschen von z mit y

Gy und G- sind spiegelbildlich bezuglich der Geraden y = .

f ist umkehrbar.
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Umkehrung einer quadratischen Funktion
Beispiel: f(z) = (z —3)* —2;D; = R; W, = [~2; 00];
Auflésen nach z: x =3 + /y + 2;

= f ist nicht umkehrbar.

Monotoniekriterium fiir Umkehrbarkeit:

Eine Funktion ist dann umkehrbar, wenn sie streng mo-

noton ist.

Zerlegung von [ in zwei streng monotone Teile:

* fi(z) = (z—3)* -2

IDfl = ]_OO; 3] ;
Wﬁ = [_25 OO[;
* folw) = (x—3)* =2
]sz = ]35 OO] ;
sz = ]_2§ 00[5

Umkehrung: y =3 £ V2 + x;

11
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° ffl(w):?)—\/x——i-Q;
Dy =Wy =[-2;00[;
W1 =Dy, =]—00;3];

* fill(x) =3+ +2;
D1 =Wy, =]-2;00[;
W, = Dy, = J3;00]

1.1.7 Erweiterte Symmetriebetrachtung

Symmetrie zur Achse = = 1
flzo—h) = f(xro+ h);h € RT;
Ansatz: f(xo—h) — f(zg+h)=...=0;

Symmetrie zu P(x;y)

f(fro+h);f($0*h) ==y

1.1.8 Rationale Funktionen

Rationale Funktionen haben die Form f(z) =

N(x) Polynome sind.
Dy =R\ {z|N(z) = 0};

Einteilung der Definitionsliicken

¢ Unendlichkeitsstellen (Polstellen)

mit VZW:
Linearfaktor mit ungerader Potenz

ohne VZW:
Linearfaktor mit gerader Potenz

12

wobei Z(z) und

¢ Lochstellen“: Linearfaktor des Nenners kommt im Zahler min-

destens mit gleicher Vielfachheit vor.
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1.1.9 Folgen

1. Naturliche Zahlen: 1,2,3,4,...,n,...
Ungerade Zahlen: 1,3,5,7,...,2v + 1 mit v € Ny
7,14,21,..., 7v mit v € N

9,16,23,30,...,7v+2mit v € N

ok W DN

1,3,9,25,...,3" ' mit v € N

Zahlenfolgen sind Funktionen mit der Definitionsmenge IN.
Zum Beispiel:
frvefw)=(-1)"Lrvel;

l—a =—1;
2+ a9 =
3P—>6L3:

4*—>CL4:—'

I

1.
3

»—ll[\’)l»—tl

W~

(a,) ist eine alternierende Folge.

* Bei arithmetischen Folgen gilt:
ay+1 = a, +d;d € R,
* Bei geometrischen Folgen gilt:

ayi1 = ay - q;q € R;

Geometrische Folgen
a1 =0y - q;q € R; = =2 =g,
= Allgemeines Glied der geometrischen Folge: a, = a; - ¢ !;

Y

Farg>1(0< g < 1) und a; > 0ist {(a,) = {a; -¢" v € N} sms und
nach oben nicht beschrankt (smf).

Der Luftdruck als geometrische Folge
p(h) = po - 0,8825;
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1.1.10 Reihen

Die Glieder einer (endl.) Folge werden aufsummiert:

n
A =a1+as+ ... +a, =Y. ay; n € IN;
v=1

Geometrische Reihen

n n
_ v—1 __ v—1 __ q"—1, .
Sn_zalq _al'zq _al'q_la q%la
v=1 v=1

1.1.11 Grenzwerte

Grenzwerte von Funktionen fiir |z| — c

Allgemein: f(x) hat fir z — co den Grenzwert 0, wenn |z| jede noch
so kleine positive Zahl (meist stellvertretend mit ¢ bezeichnet) un-
terschreitet, wenn man nur x gentigen grofs macht.

z, bezeichnet man auch als ,.Schwellenwert”.

f(z) hat fiir + — —oo den Grenzwert 0, wenn es zu jedem noch so
kleinen positiven ¢ einen Schwellenwert z, gibt, so dass fiir alle
r < xg gilt: |f(x)] < ¢

Def.: f(z) hat fir * — oo (r — —o0) den Grenzwert a, wenn es zu

jedem noch so kleinen positiven ¢ einen Schwellenwert z, gibt, so
dass fur alle x > z, (x < z) gilt: |f(z) — a| < &;

lim & =0; a€R;neN;

n
x—Foo T

Regeln fiir Grenzwerte

Sind f und ¢ Funktionen mit lim f(z) = ¢ und lim g(z) = b, dann

gilt: - B

1. lim (f(x) £ g(z)) = lim f(x) £ lim g(z) = a £ b;

T—00 r—00 r—00

2. lim (f(z) - g(z)) = lim f(z) - lim g(z) = a-b;

Tr—00

lim f(x
3. lim Lg _ am @ a. b+ 0; g(x) # 0 fur Jhinreichend* grofe z;

lim g(z)

T—00 g( T — 00
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Zusatz fiir Funktionen mit bestimmter Divergenz:

Aus f(z) — oo flir x — oo folgt: lim 7 =05

L
T—00 f(z
Analoge Satze gelten fiir + — —o0.

Es gibt drei Falle bei gebrochen rationalen Funktionen:

e Zahlergrad < Nennergrad = lim f(z) = 0;

Tr—00

e Zahlergrad = Nennergrad = [ ist konvergent;

e Zahlergrad > Nennergrad = f ist divergent;

Schrankenfunktion (Majoranten)

Beispiel: f(z) = 1 - sin;

Vermutung: lim f(z) = 0;
|f(z)] = |%-sinz| =1 -[sinz] <1 — 0 fiar z — oo;
= f(x) — 0 fir z — oo; (¢ ist Majorante fiir |f(z)|.)

f hat fiir z — oo die Asymptote y = g(x), wenn gilt: lim (f(x)—g(z)) =
0;

Grenzwerte von Zahlenfolgen

Allgemein gilt: Die geometrische Folge a, = a - ¢! ist fur |¢] < 1
konvergent mit dem Grenzwert Null.

Grenzwert der unendlichen geometrischen Reihe

Jig s = Jim 0% =25 m (@ - D =5 farlel <
Ergebnis: Fur |¢| < 1 hat die geometrische Reihe s, = Y a¢”! fur

v=1

n — oo den Grenzwert ﬁ
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Grenzwert bei Funktionen fiir + — z,

Def.: f hat fir * — z7 den Grenzwert a, wenn f in einer Umgebung
von z, definiert ist und wenn gilt: |f(z) — a| < € (mit £ > 0) falls nur
z ,genugend” nahe bei z, gewahlt wird.

Schreibweise: lim f(x) = q;

T—XT0

Methoden zur Berechnung:

~Kirzen*
lim =22 = lim(z + 1) =2+ 1 = 3;
z—2 T r—2

~h-Methode*

Untersuchung in der ,Nahe* von x, durch die Substitution

T = xo £ h (mit h > 0).

Im Beispiel: lim &2 = iy S22 — Jjy ShER? — (3
z—2+ T h—0 h—0 h—0

h)=3+0=3;

Zusammenfassung: Beim lim f(z) lassen sich folgende Falle un-

T—X0

terscheiden:

330€Df

a) lim f(x)# lim f(x);
Grenzwert existiert nicht, Divergenz, Sprungstelle
b) lim f(z)= lim f(z)7# f(zo);

Grenzwert existiert (Konvergenz), f ist an der Stelle z,
nicht stetig.

) lim f(z)= lim f(z)= f(zo);

Grenzwert existiert, f ist an der Stelle z, stetig.

xo & Dy

a) |f(x)| — oo flir x — xo+ oder v — xp—;
Unendlichkeitsstelle (mit bzw. ohne VZW), Divergenz
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b) lim f(z) = lim+f(a:);
Konvergenz, ,Lochstelle” (stetig ergdnzbare Definitionslticke)
c) lim f(z)# lim+ f(z); (aber beide Grenzwerte endlich)

Divergenz, gelochte Sprungstelle
Erganzungen:

* Eine Funktion f ist an der Stelle 2, € D, stetig, wenn gilt:

lim = lim = f(x);
T—To— T—x0+
* Fur die Grenzwerte x — x, gelten die bekannten Grenzwertsatze
in analoger Weise.

1.1.12 Differentialrechnung

Einfiithrung
Steigung einer Kurve im Punkt Fy(x¢;y,) — Tangente:

Wir wahlen einen benachbarten Punkt P(z;y) und bestimmen die
Steigung m, der Sekante FP.

m, = {¥ = =¥ (Differenzenquotient)

ST Az T—x0’
Wander der Punkt P auf der Kurve gegen den festen Punkt F, so
strebt die zugehorige Sekante einer Grenzlage zu, mit der Steigung
m; (Tangentensteigung).

) r = To; z — To; — iy J@—f(20).
P — Py & & = my = lim ———=%;
o0 {y — yo;} {f(x) — f(fvo);} b ase,  @R0
(Differentialquotient von f an der Stelle z)

Def.: Eine Funktion f : z — f(z) heif3t an der Stelle z, € D, dif-
ferenzierbar, wenn die zugehorige Differenzenquotientenfunktion
f@Jeo) mit ¢ € D¢\ {zo} an der Stelle z, stetig erganzbar

T—x0
%ﬁxo) (Differentialquotient) existiert. Der

mg —

ist, d.h. wenn m; = lim

T—x0

Grenzwert wird auch als Ableitung von f an der Stelle z, bezeich-
net und man schreibt dafir f/(z) = lim &=,
T—T(Q

xr—x0 )

Beispiele: Ableitung an der Stelle xy:
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¢ Quadratfunktion:
flz) = 2%

= f’(l’o) = 2£C0,

¢ Jdentische Funktion:

flz) = z;
= ['(x0) = 1;

¢ Konstante Funktion:
fl@)=c¢
= f'(z0) = 0;

¢ Kubische Funktion:
fla) =%

= f'(z0) = 3x%;
* Betragsfunktion an der Stelle z, = 0:
—x far x <0;
f(@) =l = {x far z > 0;
Rechtsseitige Ableitung: f/(0) = ... =1;
Linksseitige Ableitung: f/(0) = ... = —1;
|z| ist an der Stelle =, = 0 nicht diffbar (Knickstelle).

* Wurzelfunktion:
f(x) = V;
fll@wo) = ... = 5721

* Reziproke Funktion:

fla) = 3;

f(zo) = lim =— = lim 5
z—z0 & — Ty w0 TTo (T — XTg)  z—m0 T x}

1 1

ol . To— . 1 I

18
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Die Ableitungsfunktion

Def.: Ist die Funktion f fur alle x € D, diffbar, so heit f in D¢
diffbar. Man nennt dann die Funktion f': z — f/(x); x € Dy die
Ableitungsfunktion (kurz die Ableitung) von f. Die Rechenoperati-
on, die f iberfiihrt in f’, nennt man Ableiten oder Differenzieren.

Andere Schreibweisen fir f": v/, f'(z) = j—g; (,dy nach dz®), f'(z) =
£(®);

Merke: Ist f an der Stelle z, diffbar, so ist f dort auch stetig. (Not-
wendig fur die Diffbarkeit ist Stetigkeit.)

f diffbar; = f stetig;
f nicht stetig; = f nicht diffbar;

Ableitungsregeln

* Ableitung einer Summe: f(z) = u(z) + v(x);
u(z) + v(x) —u(zg) — v(xo)

f,(ilfo) = lim =
T—T0 T — xo
o [8@) =) o) — ()]
T—Io r — 2o r — 2o
= u(xg) + v'(x0);
(Summenregel)

¢ Konstanter Faktor: f(z) = k - u(x);
Fl(xo) = lim Fe@=kulmo) _ g0/ (2); (Faktorregel)

T—g T—x0

Ein konstanter Faktor bleibt beim Ableiten erhalten!

¢ Ableitung eines Produkts: f(z) = u(z) - v(x);

u(z)v(z) — u(xo)v(xg)

flaw) = Jm === — =
_ i M@)v@) = ulmo)v(a) + ulwo)o(x) + ulro)o(xo) -
= M%ﬁ“ + <>@ -
= u'(20)v(wo) + v'(x0)u(z0);

(Produktregel)

Kurz: (uw) = u'v + v'y;
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Tangente und Normale in einem Kurvenpunkt

Die Ableitung der Sinusfunktion

a) Im Ursprung
f(z) =sinz; sin(—z) = sinz; = Symmetrie zum Ursprung

vy o Sinz—sin0 . sinx .
FO=n = =, =mel)
sin(—z)  sin(x) )
o(—x) = = = p(z); = Symmetrie zur y-Achse

—T T
Abschétzung fur 0 < z < 7:

Flachenvergleich:

[Abbildung: sinz,  und tanz am Einheitskreis]

Aporg < Acorqg < Aroro;
1 g 2z 1 .
§S¥nx < mrigs < stanag
smze < z < tanuw;
1 < o= < o
s x Cos &
I > =2 > cosw;
. sinx o
= hn% = 1; (Wichtiger Grenzwert!)
xr— €T
Zusatz: lim —— = 1;
z—0 sin
. 2x . 3x-2
Beispiel: lim — = lim 3 _ %;

z—0 SIN 32 z—0 SIn 3z

b) Ableitung von f(z) = sinaxr an der Stelle z,

T — Zo T — T P,
2 cos [£ (x4 zo)] sin [ (z — x0)] .
(. —m9)%-2 ’
: SiIl e (x — xo)
['(xo) = xh—>n§;lo {a - COS [% (x — l‘o)} g[zx o } } — 0 cosazy:
2

Ergebnis: (sinaz)’ = a - cos az;
analog: (cosar) = —a - sinaz;

speziell: (sinx)’ = cosz; (cosz) = —sina;
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Ableitung von Bewegungsgleichungen

Momentangeschwindigkeit aus der Weg-Zeit-Gleichung

z(t) = sat’;
U= %;

A x(to— At) —x(te) .,
vito) = fim 37 = dmy At = #{to);

Allgemein: v(t) = @(t) = at;

Momentanbeschleunigung aus der Zeit-Geschwindigkeits-Gleichung

o Av o u(te + At) — v(to)
a(to) = lim - = lim/ Al

= a(t) = v(t) = Z(t) = const.;

= 0(to) = i(to);

Bestimmung von Parabelscheiteln

Der Scheitel liegt dort, wo die Tangente die Steigung m,; = f'(x) =0
hat.

Monotoniebereiche - relative Extrema

Merke: Ist f'(z) im Intervall I = |a, b] positiv (negativ), so ist f(z) ist
I streng monoton steigend (fallend).

Moégliche Kurvenverlaufe:

a) f'(xg) > 0;
b) f/(ZE()) < 0;
c) f'(xo) = 0;

f'(xzy) wechselt das Vorzeichen von — nach +: Rel. Minimum
(TIP)

f'(zo) wechselt das Vorzeichen von + nach —: Rel. Maximum
(HOP)

f'(xo) wechselt das Vorzeichen nicht: Terassenpunkt (TEP)

Notwendige Bedingung fiir ein relatives Extremum an der Stel-
le Xo- f/(l’()) = 0,
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Hinreichende Bedingung fur ein Extremum ist ein VZW von
(o).
Alternativ: Die Ableitung von f hat ein Extremum, d.h. f"(z() =

0 (notwendige Bedingung). Hinreichend fuir einen TEP ist, wenn
gilt: f"(z9) =0 und f”(zy) hat einen VZW.

Ergdnzung: Hinreichendes Kriterium fir ein Extremum an der
Stelle z, ist, wenn gilt: f'(z¢) = 0 und f"(xo) # 0, und zwar
Minimum fir f”(x¢) > 0 und Maximum fiir f”(z,) < 0.

[Stetigkeit: lim f(z) = lim = f();]

T—To+

[Diffbarkeit an der Stelle z, = Stetigkeit an der Stelle ]

[Grenzwert des Diffquotienten an der Stelle z, existiert = Diffbar-
keit an der Stelle ]

1.1.13 Eigenschaften von intervallweise stetigen Funktionen

Extremwertsatz

Ist f im abgeschlossenen Intervall [q,b] stetig, so ist f dort be-
schrankt und besitzt ein absolutes Maximum und Minimum.

Zwischenwertsatz

Ist f im abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig und ist f(a) # f(b),
so nimmt die Funktion jeden Zwischenwert y, zwischen f(a) und
f(b) mindestens einmal an. D.h., es gibt zu jedem y, € [f(a),{(d)]
mindestens ein z, € [a, b] mit f(zo) = yo.

.Von f wird kein Wert zwischen f(a) und f(b) ausgelassen.”

Nullstellensatz

Ist f in [a, b] stetig und sind die Vorzeichen von f(a) und f(b) verschie-
den, so gibt es in [a, b] mindestens eine Nullstelle x( mit f(z() = 0.
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Ist f im abgeschlossenen Intervall [q, b] stetig und im offenen Inter-
vall |a, 0] diffbar, so gibt es mindestens eine Stelle z, € ]a,b], fur die
: f(b) — f(a)
1t: {’ =7
gl (I’O) b —a )
Geometrische Deutung: Es gibt in |a,b[ eine Stelle z,, an der die
Tangente an G; parallel ist zur Sekante (a,f(a)) und (b, {(b)).

Anwendung zur linearen Approximation:

Sei I = [zg, 70 + h|. Dann gilt mit d € ]0, 1[:
/ . — .

fiwo +d-h) ro+h—xy

f(l‘() + h) = f(l‘()) +h- f,<l’0 +d- h), =

f(xo + h) = f(xg) + h - ' (x0);

1.1.14 Naherung des Sinus fiir kleine Winkel

sinh ~ sin0+ h - cos0 = h; (h klein)
Ergebis: Fur Winkel X 10° gilt die Naherung sin ¢ ~ ¢ (Bogenmafs).

1.1.15 Kriimmungsverhalten, Wendepunkte

Die Steigung von f wird durch {’ beschrieben, also ist das Abnahme-
bzw. Zunahmeverhalten von von ' zu beurteilen — Untersuchung
von (f') = f"

o {"(zg) < 0; = '(x9) ist smf; = f ist rechtsgekrimmt;

o {"(z9) > 0; = f'(z0) ist sms; = f ist linksgekrimmt;
Merke:

¢ f ist rechtsgekrimmt; < ,.f" ist negativ;

¢ f ist linksgekrimmt; < ,f" ist positiv;

Eine Stelle x, € Dy heist Wendepunkt von f, wenn der Graph an der
Stelle z, sein Krimmungsverhalten wechselt. {” wechselt damit an
der Stelle x, das Vorzeichen. An der Stelle z, selbst gilt: f’(xy) = 0,
falls f dort zweimal diffbar ist.
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1.1.16 Zusammengesetzte Funktionen und Kettenregel

Sei f(z) = h(g(x)) = h(u) mit u = g(z) und uy = g(xo);
Differenzenquotient an der Stelle z,:
f(x) —f(zo) _ h(g(z)) —h(g(zo)) _ h(u) —h(ug)  h(u) —h(uo)

D = = = =

(o) T — 2 T — T r — X U — U
u—uo _ h(u) —h(uo) g(x) — g(xo)
T — T u — U r—x9

Fur z — z, folgt:

N o .
z=z0 U — U T — X (o) - &'(20);

Die Kettenregel

Ist g(z) an der Stelle x, und h(u) and der Stelle ug = g(z) diffbar, so
ist auch die Verkettung f(x) = h(g(z)) an der Stelle z, diffbar und es
gilt:

f'(xz0) = h'(uo) - g'(x0) = h'(g(w0)) - &' (w0);

Ableitung von Quotienten

f(z) = (133)5:> f'(z) = _5(5)25

[@] _ {u . ! } _ (@) | —u(a)-v(@) _ (@)o(e) - u(@)(@),

v(@) vi@)] v v(w)? v(x)? ’

/
Kurz: (ﬂ)/ =

~ c

/ p—
- w; (Quotientenregel)
v

Merkregel: ,Z/W = (N*AZ - Z*AN)/N"2*

Die Regel von L "Hospital

Mittelwertsatz: In |a, b[ gibt es mindestens eine Stelle x( mit {'(zy) =

f(b) — f(a) .

b—a
= f(b) = f(a) + (b — a) {'(x0);
Mit b = a + h;

= f(a+ h) = f(a) + ht'(x0);
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ro=a+%h; OD<v<1)
= f(a + h) = f(a) + ht'(a + Jh);

~—

(x

o

Regel von L 'Hospital: f(z) =

I

=
g

Gesucht: lim f(z), wobei u(a) = v(a) = 0;

r—a

/
Falls lim u/<x§ existiert, so gilt
rz—a V(T

i 12) _ ),
P v(z) V(@)

Beweis: Aus dem Mittelwertsatz folgt

lim u(r) lim u(a+ h) _ lim u(x) + hu'(z)(a + 91h) — im hu'(x)(a + Y1 h)

T—a V(Q}) o T—a v(a + h) h—0 V(l’) -+ hV/(ZE)(CL + 192]’L) h—0 hV,(SL’) (CL + 192]1)

1.2 Hausaufgaben
1.2.1 1. Hausaufgabe

Buch Seite 20, Aufgabe 3a

Bestimme die Steigung und die Geradengleichung, wenn der Ab-
schnitt ¢ auf der y-Achse und ein Punkt P gegeben sind!

t=—-1,P(=2;5);

5= —2m—1;
= 2m = —6;=—m = —3;
= fix—y=—-3r—-1;

Buch Seite 20, Aufgabe 4a

Wie lautet die Gleichung der Geraden PQ? Welche Steigung hat
sie? Berechne den Neigungswinkel auf 0,01° genau!

P(2;2);Q(4;6);
2=2m—+t;—=t=2—2m;

6=4m+1t;=t =6 —4m;
m=2;

}:>2—2m:6—4m;:> 2m = 4, —
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—=t=2-2-2=-2
= fix—y=22r-2

arctan 2 =~ 63, 43°

Buch Seite 20, Aufgabe 7a
Zeige, dass ¢; und g, aufeinander senkrecht stehen!

g1:x—y=2x+ 3= m; =2;

gQ:xHy:—%x—7;:>m2:—l'

}:>m1m2:2—%:—1,
2

1.2.2 2. Hausaufgabe

Zettel, Aufgabe 52
hi(x) = —tx + t;t € R; Dy, = R;

a) Zeige, dass alle Graphen der Schar eine gemeinsame Nullstelle
haben.

—tr+t =

t-(1—2z) =

11—z

1 =

= N (1;0)

8 O O O

b) Bestimme den Inhalt der Dreiecksfliche, die von der y-Achse
und zwei zueinander senkrechten Schargeraden begrenzt ist.
lh(z) =12 — §;

= A(t) =

+|he (0) =1 (0)] -1 =

e 3= |52

I

N DO

c) Fur welches ¢ schlief3t die Schargerade mit der y-Achse einen
Winkel von 30° ein?

mp, = tang
—t = tanf%
- _ T
t = tan 3

t = —V3
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1.2.3 3. Hausaufgabe

Zettel, Aufgabe 58
fi(x) =tz +2vt2+1;Dy, = R;t € R;

a) Fur welches t ist der Graph parallel zur Winkelhalbierenden des
1. Quadranten? Zeichne den Graphen!

tr = «x
t = 1

b) Fur welches ¢ ist der Graph senkrecht zu einer Geraden mit der
Gleichung y = 2x + 333?

tr = —1

t = —

[N

c) Welche Graphen der Schar schlief3en mit der z-Achse einen Win-
kel von 60° ein?

tr = tan%-x

t = /3 sowie —+/3

d) Bei welchen ¢-Werten sind die Nullstellen vom Ursprung 22

entfernt?
d=+2v2
0 = td+2vVt2+1
—td = 2vt2+1

td> = 4t +4
t2(d*>—4) = 4
t2 _ 4
d2—4
2\/d2—4
d2—4
= +1

e) Welche Stellen der z-Achse sind keine Nullstellen von Scharge-
raden?

Nullstelle: tx + 2v12 +1=0;= z (t) = _2@5
Auflésen nach ¢:

t = ﬁ;ﬁDtZWI:R\[—QQ];
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f) Bestimme die Entfernung d, die die beiden Achsenabschnitt-
punkte der Geraden zum Parameterwert ¢ = 5 haben.

P (—Q—V iH;O) ;
Q(0; f:(0)) = Q (0;2v2 + 1) ;
1~ JPIEQI-
= Al A 4=
= 2y /B +2 1=
_ 26 _ 26 _ 676 _ o026 __ 52,
— \JAZ 4104 =2, /20 4 26 =2, /676 — 226 _ 22,

g) Bestimme die Entfernung der Achsenabschnittpunkte einer Schar-
geraden allgemein.

Siehe f)

h) Fur welches ¢ betragt die Entfernung der Achsenschnittpunkte
genau 47

4 = \/4ti—‘;1+4t2+4
16 = 454 + 4% +4
10 = 458 442

1062 = 4t° + 4+ 4t
0 = 4t" —6t*+4
0 = 4u®>—6u+4

D,=3—-4-4-4<0=1L,={}
i) Zeichne die zu ¢ € {0;+31;+1;+1;4+2;+4} gehérenden Graphen

(Anm.: Ich habe fiir ¢t Werte von —2 bis +2 mit einer Schritt-
weite von 0,1 genommen).
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1.2.4 4. Hausaufgabe

Zettel, Aufgabe 58g
Siehe 3. Hausaufgabe.

1.2.5 5. Hausaufgabe

Zettel, Aufgabe 58i
Siehe 3. Hausaufgabe.

Zettel, Aufgabe 56
Die Geraden einer Schar haben folgende Eigenschaft:

Die Koordinatenachsen und eine Schargerade bestimmen jeweils
ein rechtwinkliges Dreieck im ersten Quadranten mit dem Flacheninhalt
A=28.

a) Bestimme die Scharfunktionen f;.
fitx— —tr + td;

a:xw— td;
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—tr4+td=0—=d=x;,—=0b: 2+ d,
tdd = Ay= &> = 24, = d = V24,
fi i x— —te + V2At;

b) Welche Nullstelle hat f;?
Siehe a) (Variable d)

30

c) Bestimme die Schar der Funktionen ¢;, deren Graphen durch
(4;4) verlaufende Geraden sind; dabei soll G, auf G, senk-

recht stehen.
gs 1 X — %x + ¢

Lgpe—di—sc—d— 1
4

gt:xr—>%x—|—4— 5
9 T T T T T T T T
: : : f},x
! ! g1 x
e R I i .
: : L g(2ex) o
. . . y X))~ -
/4 nARRRR SRR SRR AR AR 79(3,x).7 - 1]
R R R SR AT =
5 —‘\ """" """"""" '—'.":'.:"'_';;'f""""f"': """"
4 ko---o S RRREEEREREREE BT el SEEEEE EEEPEPE PR -
RUPEEE L Rbte :
| ;\\ i i | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1.2.6 6. Hausaufgabe

Buch Seite 20, Aufgabe 9

Gegeben ist die Geradenschar g : ko —y+3 —k =0;k € R;
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(1)
Zeige, dass der Punkt P (1;3) allen Geraden der Schar gemein-
sam ist und daher ein Geradenbiischel vorliegt!

kr—y+3—k = 0
k—3+3—k = 0

0 =0
(2)
ZelChne do> 9o,5» 91> 93, 9—1 und g—2!
6 ™ - T N T T ((l)
! ! ] ! X
AN : T
N o 1, x) ----
[ SR S R N R L E3,X -
> ~ : ‘. y{_;! X) — __/_/
~ : RAN R
~ . e
A L \Eg """"""""" /';"/ """"""
B ~N N ’ P4
~N . . -
N . P
N o770
3 e
.- /’/ RN
//// N N N
2 """"""""""""""""""" /'/'/' """""""""" \:'i """""
R N
e ~
e ~
1 .................... /_/_./_/_ ....................................... §_
0 L7 | L | |
-3 -2 -1 0 1 2 3
(3)
Welche Gerade durch P wird von der Gleichung g, nicht er-
fasst?
r=1;

1.2.7 7. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe
Gib die betragsfreie Form der Funktion f (z) = | + 1| + |z — 1] an!
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fl@) = |lz+1f+|z—1]=
— 2z farz < —1;
= 2 fur -1 <z < 1;
2x far = > 1;

1.2.8 8. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

fla) = o] =]z =1 +]z -2 =
—r4+r—1—-o+2=—x+1 furz <0
+r+r—1—-z+2=x+1 fur 0 <z < 1;
+r—r+1l—zx+2=—2x+3 furl <z <2
+r—z+1+z-2=2-1 far x > 2;

1.2.9 9. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe
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f(x) = 2-sgn(x®—4)—|r+2|=

(4 + 2 far » < —2;
0 far = = —2;
= —4—2x fur —2<2x<2;
—4 fiir x = 2;
—x far z > 2;

1.2.10 10. Hausaufgabe

Buch Seite 22, Aufgabe 2

Bestimme die Nullstellen folgender Funktionen:

b) f(l")=$3—3x2+x=x-(x2—3$2+1):x<x—%g> (x—?“fT\@>

— 0 gy — 3=V5. . 345,
:>SC1—O,SU2— 2 71‘3—7,

fla) =a" =52 + 4
% =
—x=-219=—1;23=1; 24 = 2;

c) = f(z) =u® —bu+ 4= uy = 1;uy = 4;
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Buch Seite 22, Aufgabe 6

Wo liegt der Scheitel der Parabel, wo sind die Funktionswerte ne-
gativ?

e) fx)=(xz—-1)(z+2)=2*+2—-2

2
— =t =4
= 5 (=371
]DN:]_271[7

f) f(z)=—2*+22+1=
= [ (z) = =22 + 2;

— =1
= 5(1;2);

=12 20 =1+ 2
Dy =R\ [1-v2;1++v2];

1.2.11 11. Hausaufgabe

Blatt, Aufgabe 10

Gegeben ist die Schar der Funktionen
foix— folz) =az?+ (1 —2a)z;2 € R;
mit dem Parameter a« € R und den zugehorigen Graphen G,.

a) Zeichne die Graphen G;, Gy und G_;.
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b) Zeige, dass genau zwei Punkte allen Graphen der Schar an-

gehoren.
far (2)
a1r® + (1 —2a1)
arr+1—2a
x (a1 — ag)
x
x

= P1(0;0); Py(2;2);

far ()

asr?® + (1 — 2ay) @

asr + 1 — 2as
1—2as — 1+ 2a4
ai—az

a1 —az

2

cx =11 =0;

—asr — (1 — 2ay)

c) Wie muss a gewahlt werden, damit G, durch den Punkt P(4;0)
geht? Zeichne den zugehorigen Graphen.

yp = fa(xP)
0 = 8a+14
_ % = a

d) Bestimme allgemein fir a # 0 die Nullstellen von f,,.

folz)=0=ax+1-2a=0= 2z =

= N(22;0);

a

2a—1.

a I

e) Fur welchen Wert von « beruhrt GG, die z-Achse?
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2a—1.

L= 2a

falz) =az’+ (1 —2a)z = arx + 1 — 2a = 0; }:>
¥t +1—-2a = 0]-2

20—1+2—4a =

—2a+1 =
1

2

+2a: 2

S O O

1.2.12 12. Hausaufgabe

Buch Seite 26, Aufgabe 2e

Untersuche, ohne den Graphen zu zeichnen, die folgenden Funkti-
on auf ihr Monotonieverhalten:

frx— %; reR™;

21 < 951,70 € RT3 = f(1o) — flan) = o5 — - = 822 <0,

= f ist streng monoton fallend.

1.2.13 13. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe
flz) =32 eR;

24’
T, 29 € Ry < 29, =
_ _ 4dtwmo 44w _ 9zizo+3wo+321+48.
f(l’g) f(xl) T 24ao 24wy 2I19E2+2$2+2IB1+4’

1.2.14 14. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

flz) = 25

y = x241)
= 77y — 220 +y = 0;
1+£4/1—y2
— r = ;
:>y7é071_y2>07
= W =[-1;1];
Infimum ist y = —1, Supremum ist y = 1. Maximum ist (1; 1), Mini-

mum ist (—1;—1).
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1.2.15 15. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

Untersuche f auf Symmetrie, Monotonie fuir > 0 und Beschranktheit
(Wertemenge)!

flx) = 54

Symmetrie
f(=z) = ;‘im = f(z); = Symmetrie zur y-Achse

Monotonie

r1, 22 2 0;21 < @95
_ 44z 44x1 _ 8+4xi1+2xo+x1x0—8—4r0—2T1—T1T2
= f(z2) — f(z1) - = HN -

- 2412 24x1
(z1—22)(4-2)
HN

= smf fir = > 0;

< 0;

Beschrianktheit
_ Atz
Y = (.0)
2y +lzly = 4+ o] | —|z[ -2y
[zl (y—1) = 4—2y|:(.)

4—2
z| = yle
=y #L
> 0] ()
4—-2y > 0| +2x:2
2 >y

y>lundy <2 oder
y<lundy>2

= W =]1;2];
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1.2.16 18. Hausaufgabe

Zettel, Aufgabe 1

Errate eine Nullstelle und berechne die tibrigen:

a) fz)=a"+2*—92—9; = 21 = =320 = —1; 23 = 3;

b) f(z) =223 - 622+ 62 —2;, =z, = 1;

Zettel, Aufgabe 2c
Faktorisiere:

flx) = —2° + 1323 — 36x; = 71 = —3;09 = —2;23 = 0; 04 = 2,05 = 3; =
f@)=—z(z=3)(x—2)(z+2)(z+3);

Zettel, Aufgabe 3a

Die Graphen der Funktionen f; und f; schneiden sich an der Stelle
x1 = 2. Bestimme die tibrigen Schnittpunkte!

In welchem Bereich gilt fi(x) > fo(x)?

filz) = 2* + 14;
fo(x) = ax;
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fi(x1) = fo(m1); = a = 9= fo(r) = 9z;
fi(@) = fol@); = 22 = T;
= fi(z) > fa(z);= v € R\ |2;7];

Zettel, Aufgabe 4a
Wo gilt f(x) > g(x)?

fx) = 2% g(x) = 2%
f(x)>gx);= 2> = 1>2%0#40,= |z| < 1;

1.2.17 19. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

f(@) = =

Dy=R\{-1;1}; W; =R\]-1;0;

f(—=z) = = = f(z); = Symmetrie zur y-Achse;

Bei x = —1 und z = 1 liegen Unendlichkeitsstellen mit VZW vor.

6

4
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1.2.18 20. Hausaufgabe

Buch Seite 35, Aufgabe 1d

Bestimme Nullstellen, Unendlichkeitsstellen und erkennbare Sym-
metrieeigenschaften der Graphen folgender Funktion:

. _ o a?—a2-6 _ (z=3)(x+2) _  x-3 . _ 011 .
frxe— flx)= = D) = x(m—l)’Df =R\ {-2;0;1};

3432 -2z

Nullstellen
N(3;0);

.Lochstellen*
L(-2;-3);

Unendlichkeitsstellen
Bei x = 0 und z = 1 mit VZW;

Asymptoten
r=0x=1y =0;

Symmetrie
fEG+h) —fE—-n)=-= —;_—’;12; = Keine Symmetrie zu z = i;
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Buch Seite 35, Aufgabe 2k

Skizziere im wesentlichen ahand der Nullstellen und Unendlich-
keitsstellen den groben Verlauf des Graphen folgender Funktion:

rz—1)(z—2)(x—3 z—1)(z—2)(x—3
f C T f( ) (13 )6(x2+1)1(ac 6) - §x7135x72ggag*3§ = ]"Df = R\ {172’3}7

= Keine Nullstellen, Lochstellen P;(1;1), P(2;1), P5(3;1), keine Un-
endlichkeitsstellen;

1.2.19 21. Hausaufgabe

Buch Seite 46, Aufgabe 1
Gib das v-te Glied der Folge (a,) an fir:

a) al,:1+%;1/:7;:>a7:1+%;

b) a, =12 - 5v=2=ay, = —1;

Buch Seite 46, Aufgabe 3

Aus den ersten vier Gliedern dieser Folgen lasst sich jeweils ein Bil-

dungsgesetz erraten. Wie lautet der Term fiir das allgemeine Glied

a,? Beachte, dass es u.U. mehre Moglichkeiten geben kann (An-

merkung von mir: lol wtf es gibt sogar unendlich viele Moglichkeiten,
aber mom, ich schreibe kurz alle auf, bin gleich wieder da SCNR).

1 1 1 1
a) 17§a§71a' oy
1 2 3 4 v
b) 5,505 o
. 1,23 11 1.3,
(oder z.B. auch: al,—5+ 35 120” +120 3)
c) L4916 v2
273747 50 gl
.o _1.37 o2 1
(oder z.B. auch: a, = +60y+120y 1201/)
v—1
d) 07374757"'7,/+1

e 1,—1,1,—1,... (-1
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1.2.20 22. Hausaufgabe

Buch Seite 48, Aufgabe 1
Berechne das n-te Glied der nachstehenden geometrischen Folgen:

a) (a,) = %,3,6,...};:>ayz%-2”’1;:>a10:768;

2592,

B (o) = 22— a2 () 0=

Buch Seite 48, Aufgabe 3

Von einer geometrischen Zahlenfolge (a,) = {a1,as,as,...} ist be-
kannt: a3 = 4 sowie a5 = 8. Berechne ¢; und ag!

ay

a, = a1 ¢" = a1 =
— =g
= g = v2;
:>a1:%:2;
—a,=2- (iﬁ)y_l;
:>a6:8\/§; vV a6:—8\/§;

(=}

1.2.21 23. Hausaufgabe

Buch Seite 48, Aufgabe 6

Berechne

a) den Luftdruck in 8km und 12km Meereshohe.
p(8km) = 0,4bar;
p(12km) ~ 0,23bar;
b) die ungefidhre Hohe, in der der mittlere Luftdruck p, = 175mbar
betragt.
h =~ 14,1km;
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1.2.22 24. Hausaufgabe

Buch Seite 51, Aufgabe 1

Eine geometrische Reihe besteht aus zehn Gliedern. Der Anfangs-
wert ist a; = 2, der Quotient ist ¢ = 3. Wie lautet das 10. Glied und
wie grof ist die Summe aller Glieder?

a, =ay-q" " =2-3"1

ajp = 39366,

s10 = a1 - L5+ = 59048;

Buch Seite 51, Aufgabe 2

Berechne folgende Summen:

b) 1—44+16—64+... —4°=1.0°1 909715,

—4-1

1
Q) 42l k=4 ) 2—8'[(%)13_1]:%;

1.2.23 25. Hausaufgabe

Buch Seite 51, Aufgabe 2d

Berechne folgende Summe:

3, 3 3 (—l)g—l 976563 .
3=5+25 -+ 35060 = 3 _5%_1 390625’
1.2.24 26. Hausaufgabe
Selbstgestellte Aufgabe
Weise nach: lim —% = 0;

r,e € RT;
4oy, < rle+e; | — (22 +¢)
2 (—e)+4z,—e < 0 Losungsformel...
T < 2+v4—e2 .
s € ’
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1.2.25 27. Hausaufgabe

Buch Seite 56, Aufgabe 1

Kennzeichne das Verhalten der Funktion f : z — f(z) fir immer
grofier werdende x-Werte!

Skizziere den Graphen!

a) f(z) =115 Dy =Ry;

’— 4 <€;:>—§—1<x8;

14z

b) f(z) = 5Dy =R";

E3 <6;:>x3>\/§;

1.2.26 28. Hausaufgabe

Buch Seite 59, Aufgabe 5a

Bestimme ein z; so, dass flir alle  mit = > x, gilt:
5 5x—6 1 .
‘5 - 2x—2| < 1000’

= ... =z, =35 =501,
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Buch Seite 59, Aufgabe 6a

Lose die Ungleichung in Aufgabe 5 fiir z > 1 allgemein durch Ein-
setzen der positiven (als klein zu denkenden) Zahl ¢ an Stelle von
055~ Bestimme dann:

50—6 __ 5.

lim 37— = 3;

Buch Seite 63, Aufgabe 3b
Von welcher Stelle x ab gilt gegebenfalls f(x) > 1000 = a?

flx) > a
ver+1l > a;
r+1 > a?

r > 10%—1;

1.2.27 29. Hausaufgabe

Bestimme mit Hilfe der Grenzwertsatze die folgenden Grenzwerte!
Es liegt jeweils der Definitionsbereich des Terms zugrunde.

Q lim (3+1) =3 m) lim L=t _ _j,
1 1 — . . xr—
°) 5011_)1(20(5 TV =5 n) :Elggo el T
f) lim —Z==0; . 3z-10 _ 3.
pm eV o) }HEO 1+5c 5
g) lim 277 =0 '
v p) lim £802 — 1
h) lim loéx =0;
e o 2eo 1 6a2-Ty _ 4.
D 1 @ ) =
- : z3—1 x+1 _n.
: 1 Q. r) lim (57 - 555) = 0;
k) Ih_)rgo Ntz 0, T—00 +
in(7rz
D Jim(+s -2 =0 8) Jim (55555 SE) =0

1.2.28 30. Hausaufgabe

Buch Seite 70, Aufgabe 6
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Bestimme fiir die Folgen (a,) den Grenzwert lim a, nach geeigneter

V—00

Umformung des Terms:

a) lim a, = lim % = lim

v—00 V—00 V—00

1+v _ 0+

1_ 1.
= = o1~ b

b) lim a, = lim 3% = 0;

V—00 V—00 2v

/11
¢) lim a, = lim Y22 =V% — im Vit ol o1 0;
v—00 vooo VVHIEVY V—00 1+%+1 1+1

Buch Seite 70, Aufgabe 9

Bestimme fur die Folge (a,) den Grenzwert « und ermittle eine
nattirliche Zahl » so, dass |a, — a| < 0,001 wird fir alle v > n:

v+17
= n = 1000;

a)a,=2+-:= lima,=2+0=2;

— 1 — 1000001;

1.2.29 31. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

2 2
T e ) I T o) T +|h£1];
h—0+

ey
U oy 1ERL h—o0+ Eh

/) = S

= hlir&f(l +h)=+|0+1] ==+1 :xliqlif(a:);

1.2.30 32. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

f(x):{x fur —1 <2 <1,

22—z furaz > 1;

lim =lim f(1+h)=1lim14+2h+h*—1—h=1lmh*+h=0+0=0;

lim =lim f(1—h)=liml-h=1-0=1,

rz—1— h—0 h—0
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1.2.31 33. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe
1+2? farz < —1;
fz) = ) _
1—2 firaxz> —1;
lim f(z)= lim 14+22=1+(-1)°=2;

T——1— r——1—

1.2.32 34. Hausaufgabe

Buch Seite 91, Aufgabe 1
Gegeben ist die Funktion f : 2 +— 2? — 2; D; = R;

47

Berechne den Differenzquotienten bzgl. der Stelle z;, = 1 und den

zugehorigen Differentialquotienten!
v —x—axd+ Zo
ms = )
T — 2o

my = 2x — 1;

Buch Seite 91, Aufgabe 3
i

Gegeben ist die Funktion f : z — : i Dy =[-3;1];

Berechne f'(0)!

£/(0) = lim =2 o=

1.2.33 35. Hausaufgabe

Buch Seite 118, Aufgabe 7
Berechne (1) :
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) fx) = o - 3F - &
:>f’(x):3x2—ﬁ5+

€) fz) == = g2 4 g4 L
= fl(z) =20+4+1- ;
= f)=2+1-1=2;
1.2.34 36. Hausaufgabe
Selbstgestellte Aufgaben
 f@) = Vori= f(x) = 35 = 4

2. f(x)=z-(22% +3) =223 + 3x;= f'(x) = 622 + 3;

P

1.2.35 37. Hausaufgabe

Buch Seite 116, Aufgabe 6
Wie lautet die Gleichung der ,Halbtangente” an den Graphen der

Funktion f : z — 23; 2 € [~1; 00[ im Punkt P(—1; —1)? Welche Flichenmaf3zahl

hat das Dreieck, das die Halbtangente mit den Koordinatenachsen
bildet?

- 1
£ LTI YT =3y =30 +3-1=3z+2,
r—Tp r+1

t(0) = 2;t(-2) = 0;
A=3:2

I

N
[SYIN)
wirN
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Buch Seite 116, Aufgabe 8

Fuar den Graphen der Funktion f : z — +/z;x € R{ ist zu bestimmen:

a) Der Neigungswinkel der Tangente im Punkt P(3;7?);

?J—\/g 1
Yy—Yyp 4
t: = —=f0E)=—F==
T —Tp r—7 9 %
4 _ V3 3.
P =L - P

r—< \/’
arctan ‘[ = arctan % = I

3 6

b) Die Abszisse jenes Kurvenpunktes (), fiir den die Tangente unter
a = 60° = 7 gegen die z-Achse geneigt ist.

Flo) = gtz =t = Vi gy = V=

1.2.36 38. Hausaufgabe

Buch Seite 122, Aufgabe 7a

Wo und unter welchem Winkel schneiden sich die Kurven mit den
Gleichungen y; = 2z — 3 und y, = 2? + 2x — 7? Wie lauten die Tan-
gentengleichungen in den Schnittpunkten?

v == 20 -3 =2+ 20 - Tid=a% =[x =2
S1(—2,-7),52(2,1)
Fl(£2) = 2 f5(£2) = 2- £2+ 2= f5(2) = 6; f3(—2) = —2;

p1 = arctan6 — arctan 2 ~ 17°;
o = arctan —2 — arctan 2 + 180° ~ 53°;

y+7
t1: ——=2;= =2r — 3;
1,1 x—l—% ; Y11 X ;
tLQ : y :2;:>y1’2 :21'—3,
xr— 2
y+7
toq: = -2:= = 2z —11;
2,1 12 ; Y2.1 X ;
y—1
too: =6;= Y20 = 62 — 11;

r— 2
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1.2.37 39. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

Bestimme zur Kurve f : f(z) = az? + bz + ¢ die Koeffizenten a, b, ¢ so,
dass f durch den Punkt A(2,1) geht und die Gerade g(x) = 2z +4 in
B(1,6) beruhrt.

l=4a+20b+c;=c=1—4a — 20
6=a+b+c=a+b+1—4a—-20;=5=—-3a—b;= b= —3a—5;
f(1)=2a+b=2;=b=2— 2a;

—3a—5=2—-2a;,= —7=a;

=b=-3(-7)—5=16;

=c=1—-4(-7)—-2-16 = —3;

= f(z) = —72* + 162 — 3;

1.2.38 40. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

f(x) = az®+bx? + cx + d bertihrt die Gerade g(z) = 122+ 13 in A(—1,1)
und hat in B(1,5) eine waagrechte Tangente.

f(=1)=1=—-a+b—c+d;

=d=14a—-b+g
f)=6=a+b+c+d=a+b+c+1+a—-b+g

=4 = 2a + 2c¢;

=>c=2—aq;
f(=1)=0=3a+2b+c=3a+2b+2— a;

= —2 = 2a + 2b;

=b=—-1—aq;
ff(=1)=12=3a—2b+c=3a+2+2a+2—a=4a+4;

= 8 = 4a;

= a=2;

=b=-1-2=-3;

=c=2-2=0;

=d=14+2+3=6;

= f(z) =223 — 32% + 6;
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1.2.39 41. Hausaufgabe

Buch Seite 116, Aufgabe 12

Berechne den Neigungswinkel der Tangente der ,Sinuslinie® mit
der Gleichung y = sinx auf 0,01° genau:

Buch Seite 116, Aufgabe 13

Fiir den Graphen der Funktion f : x — sinz;z € [0,27] sollen die
Abszissen jener Kurvenpunkte auf eine Dezimale genau berechnet
werden, fur die

a) die Steigung 1 ist.

fl(x) = % =cosx;= 11 =60°=%; xp=3m
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c) die Tangente parallel ist zur Geraden g : 2x — 3y — 6 = 0.
= g:y= %x — 2
fl(x) = % =cosx;= 21 ~ 0,8 xy~5,4;

1.2.40 42. Hausaufgabe

Buch Seite 122, Aufgabe 7b

Welchen Punkt haben die Graphen von f : z +— cosx +sinz und g :
sinz — 2cosz in [0, 7] gemeinsam? Man berechne den Schnittwinkel

in diesem Punkt!

cosxt+sinx = sinx—2cosx; = 3coswr = 0;= cosx =0; =z = 7;= P(g, 1);
f(5)=—sin§ +cosf =—-1+0=—1;

g(3) =cosf+2sinf =0+2=2;

= ¢* = arctan 2 — arctan(—1) ~ 108°;

= = 180° — * ~ 72°;

G REEEEEELEEREEEE REEEEEEEEEREEE e .

1.2.41 43. Hausaufgabe

Buch Seite 123, Aufgabe 15
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Gegeben ist die Schar von Funktionen f, : z — y = az? — 2z + 1,
wobei der Scharparameter a eine beliebige reele Zahl vertritt.

a) Fur welche Belegung von a geht die Tangente in P(1,7) € Gy,
durch den Ursprung des Koordinatensystems?

ta(®) — f(1)  to(x) —a+2-1 ty(z)—a+1 - .
x—1 N x—1 N x—1 =fLl)=2a-2%=

to :to(z) =2ax =20 —2a+24+a—-1=2(a—1)az+1—a; =

l—a=0;=a=1;

b) Wie lautet die Gleichung der Normalen durch P fur beliebige
Werte von a?

no(@) = f(1) _maw)—at1l_ 1 1
r—1 -1 (1) 2a-2
r—1 1 202 — 4a + 3
na(z) = =5 —5 +a 224" 2- 24 o7

c) Fur welche a-Werte bilden Tangente und Normale durch P mit
der y-Achse ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenusenlange
2? (Vier Losungen)
20> —4a+3
2—2a
gy = o0 = {2,2};
ag = .. = {0,%};

ta(o) =1- a; na(()) =
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1.2.42 44. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe
f(x)=a%—3z; D;=TR;
fx)=322-3=3(x+1)(z—1);

f'<x>>o-:s3<x+1><x_1>>o-:,{f’<x>>0;;‘fistsms; fir v € R\ |

fz)=0;=3(x+1)(z—1)=0;=
Pi(=1,2); A(1, =2);
f'(x) > 0; = f steigt.

f(x) < 0; = f fallt.
f'(x) = 0; = f hat eine waagrechte Tangente.

f'(x) < 0;= fistsmf; furaze]-1,1];
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1.2.43 45. Hausaufgabe

Buch Seite 127, Aufgabe 5

Zeige, dass die Funktion f : r — f(x) = 2* — 423 an der einen Null-
stelle der Ableitung einen Extremwert hat, an der anderen aber
nicht.

fl(z) =42 =122 =0;= 2, = 0; 4oy = 12;= 29 = 3;
f"(z) = 1222 — 24x;
f"(0) Prep(0,0);

(0)=0
f//(3) 7é O; PTIP(3> —27);
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1.2.44 46. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe
fa) =2t —da? =22 (22 —4) =2 (¢ + 2) (¢ — 2);
Nullstellen

Symmetrie
f(=z) = 2* — 422 = f(x); = Symmetrie zur y-Achse

Extrema
) = 129 — 8 = do (2 ~2) = di (o4 V2) (o~ v2) =0
f"(z) = 1222 — 8; =
T = —\/5;
f(@1) = f"(=V?2) > 0;= Prip(—V2, —4);
f"(@2) = f"(0) < 0;= Puor(0,0);

f'(x3) = f'(V2) > 0;= Prip(v2, —4);
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Monotoniebereiche

fl(z) =4z (2 4+ V2) (z — V2) > 0; =

fistin smsin |—v/2,0[U]Vv?2,00[;

fist in smf in |—oco, —v2[U]0,v2[;
Graph

1.2.45 47. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe
f(x) = —22° 4 323 = — 228 (:U > (:c 215> ;

Nullstellen
Ny (—=¥35,0);  Ny(0,0);  Ns(¥23,0);

Symmetrie
f(—z) = 22° — 32 = —f(z); = Symmetrie zum Ursprung;

Extrema und Terassenpunkte
f'(z) = —42* + 922 = 0; =

_ 3. _N- _ 3.
€T = Y XTo = 0; xr3 = 29

t"(z) = —162% + 18z;
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a0} =2 0 (-

e {’(zy) = ”(0) = 0; = Vorzeichenanalyse notwendig: {'(x)
wechselt das Vorzeichen in der Umgebung von z, nicht;
= Prep(0,0);

° f’l(Ig) — f”(%) =-27T<0;= PHOP(%7 g_é)’

Selbstgestellte Aufgabe
f(z) =22° — &y Dy =Ry;

Nullstellen
N1(0,0);  No(3v/2,0);
Symmetrie

f ist in R~ nicht definiert; = Keine Symmetrie zur y-Achse
oder zum Ursprung;

Extremum

f'(zo) = dxo — —2\}70 =0;= 20 = i;

t'(x) wechselt in der Umgebung von z, das Vorzeichen von —
nach +; = PTIP(%U —%),
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Monotonie
fistin [0,1[ smf, in [, o0

[ sms.

1.2.46 48. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

f(z) =22%—8x; D;=[-25|;

fl(xs) =4y — 8 =0;= zs = 2;
flzs) = f(2) = =8

(—2) =8 —8(—2) =24;
(5) = 50 — 40 = 10;

= Wy =[-8,24];

xkﬁ

59
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D

1.2.47 49. Hausaufgabe

Buch Seite 107, Aufgabe 1

Fur die Funktion f : z — f(z) = 2? + 2 trifft beztglich des Intervalls
I = [-1,2] die Aussage des Extremwertsatzes zu. Warum? Gib das
Maximum und das Minimum an!

f istin I stetig = Anwendung des Extremwertsatzes moglich

zs = 0;

f(=1) =3,

f(2) =6;

= PHOP(27 6), PTIP(O, 2),

Buch Seite 108, Aufgabe 5

Hat f in I = [-1,2] eine Nullstelle? Begriinde, warum man den
Nullstellensatz anwenden darf bzw. warum nicht!

a) f:x f(r)=—-2%+4x+1; D;=R;
f istin I stetig = Anwendung des Nullstellensatzes moglich

f(=1) = —4
f(2) =17



1 MATHEMATIK: INFINITESIMALRECHNUNG 61

= Ja, f hat in [ eine Nullstelle.

b) f:z— flx)=2*—2; D;=R;
f istin [ stetig = Anwendung des Nullstellensatzes moglich

f(=1)=~-1;
f(2) =2

= Ja, f hat in [ eine Nullstelle.

1.2.48 50. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

a) V41~ V440,11 =2025
b) 3,9 ~ 4% —0,1-3-4% =592

1 o1 1 _ 61 o .
©) Lalt0l-L =2 ~01694;

1.2.49 51. Hausaufgabe

Buch Seite 159, Aufgabe 2

Welches Krummungsverhalten zeigt die Funktion f{ in einer Umge-
bung der Stelle z(?

a) f:x— f(x) =2'—32% z0=-1;

= f'(z) = 42® — 6ux;
= "(z) = 122 — 6;
= {"(zg) =1"(—1) = 12 — 6 = 6;

= f ist an der Stelle z( linksgekrimmt.

b) f:z—f(z)=a2%—4z; z0=2;
= {'(x) = 322 — 4;
= {"(z) = 6x;
= {"(zg) =1"(2) = 12;
= f ist an der Stelle z, linksgekrimmt.
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Buch Seite 159, Aufgabe 1

Bestimme fir die folgende Funktion f : z — f(z); =z € R die z-
Werte der Extrema und die Wendepunkte (soweit vorhanden) des
Graphen.

f(z) = 2* — 62 + 5;
= t'(zmp) = 207p — 6 = 0; = Trp = 3;
= f'(z) = 2;

= f hat in D; keine Wendepunkte.

1.2.50 52. Hausaufgabe

Buch Seite 162, Aufgabe 3a

Bestimme Extremwerte und Wendepunkte von Gy! Wie lauten die
Gleichungen der Kurventangenten, die mit der positiven z-Achse
einen Winkel von 45° bilden?

f:2— f(z) = 5% — 227 + 16 — 42;

= f'(v) = 122 — 4z + 16 = 1 (z — 8)*;

> @) = fo—4 = - 8)

T = 8: f’(xl) = 0 A Kein VZW, = PTEP(87 %),

f'(z) = 1;= P5(6,0); P3(10, 3);

Yo

x—64
Ys — 3
x — 10

=

=1;= y» =z — 6;

. _ 26.
:17:>y3—95—§»
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1.2.51 53. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe
f(z) = x* + 823 + 1822, Py(—1,11);
= f'(xy) = 4a3 + 2423 + 3629 = —16;

~1
= 16,2y = —160 — 5;
r+1

= —16x — 5 =2 + 82° + 182%; = x, = —5;

1.2.52 55. Hausaufgabe

Buch Seite 163, Aufgabe 14

Gegeben ist f: z — f(z) = £ |2 4 3z — 10].

Ty =g = —1;

Wo ist f nicht differenzierbar? Zeichne G; und Gy in [—6, 6]! Welche
sprunghafte Richtungsanderung erfahrt die Tangente beim Uberschreiten
jener Stellen, an denen die Funktion keine Ableitung hat? Wo ist

fz) <12

22 +32—-10=0;= 21 = —5; 29 =2;

(z) = {7(2x+3)

firz < -5Vvz > 2
—1(2z+3) furze]-52[;
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hn%i t'(x) = F¥1; = f ist an —5 nicht diffbar;

lim f'(z) = +1; = f ist an 2 nicht diffbar;

r—2+

Die Richtungsanderung betragt jeweils 90°.
TV2+3 7[—3[\{ 3}_

1@ +3r—-10)< ;= L=

1.2.53 56. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

f(x) = £ |2 —4]; D =R;

Nullstellen
f(z) =0;

Symmetrie

fo) = (-2 = 4] = ~§ a7 — 4 = ~f(a); >

Punktsymmetrie zum Ursprung;

64
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Extrema
o) = {3 - =g — g fiar z € |00, ~2] U [2, o0
| -2 -4)=— (2 - d2) furze]-2,2[;
= f'(z) = vt =3 ftir = € ] —o0, ~2[U ]2, oo ;
- (@2 ) fiarzel-2,2

=+ (23— 3) =0;=> 23 =3;

Vorzeichenanalyse von {”:

_ 2 3
T1 = —3V9I;
Vorzeichenwechsel von ' von — nach +; = Prip1(—2v/3, —151/3);
Ty = %\/5,

Vorzeichenwechsel von {' von + nach —; = Pyop1(2V/3, £1/3);

T3 = —2;

Vorzeichenwechsel von {' von + nach —; = Pyop2(—2,0);
T4 = 2;

Vorzeichenwechsel von {f' von — nach +; = Prip2(2,0);

Wendepunkte
() = {Qx fl?_rxe}—oo,—2[u]2,oo[;
— 2z furze|-2,2[;
+2x5 = 0;= x5 = 0;
= Pwep,1(0,0);
Sowie: Pygpa(—2,0);  Pweps(2,0);
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D

1.2.54 57. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

fa) = (o2 — 20)"
= f'(z) =2 (2% — 22) - (22 — 2) = 42°
= f'(z) = (2 — 4a® + 42?) = 42° — 1

1.2.55 58. Hausaufgabe

Bilde fur den angegebenen Term f(x) der Funktion f: x — f(z);

.................................

— 822 — 42% 4 8z = 42> — 1222 + 8ux;
222 + 8u;

x €

D¢ den Ableitungsterm {'(z)! Bei welchen Aufgaben stimmt Dy nicht

mit D; tiberein?

Buch Seite 144, Aufgabe 1f

f(z) = (sinz + 2cosz)’; Di = R;

= f'(z) = 3 (sinz + 2cosz)? (cosz — 2sinz) ;

Buch Seite 144, Aufgabe 2

Dy = Dy;
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1
¢ fz)= ——— - D/ =R
) f(z) (22 + 2+ 1) '
2
0 PR G A L Co o W W
(2242 +1)
1
d f(r)= —— D =R;
) f(@) (2 — sinx)? !
92— sing) -
:>f’(x):2( smy‘c) C(ZSI? Dy — D
(2 —sinz)
e) f(z) ! D = R{
r) = ————; Dy =R{;
Geva)t T

Buch Seite 145, Aufgabe 5e
f(x) =va? +2x+3; Df=R;

2 + 2

212 + 25+ 3’

= f/(SC) = Dy = Df;

Buch Seite 145, Aufgabe 6b
flx) =x-vVa2+1; Df=R;

2x
= 1'(zx)=Va?+1+ ———=x; Dy = Dy;
(0) = Vi H T+ s Do =Dy

1.2.56 59. Hausaufgabe

Buch Seite 145, Aufgabe 14

Gegegen ist die Funktion ¢ : z — ¢(z) =y = v4 — 22,

a) Gib D, an!
4—22>0;=4>2%=2>|1;
= Dmax = [_272]a

2T € Diax;

67
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b) Differenziere ¢ und bestimme den Differenzierbarkeitsbereich
D!

2z T

A Rk
= Dy = Diax \ {—2,2} =]-2,2[;

c) Stelle die Gleichung der Normalen in einem beliebigen Punkt
P(x,y0) des Funktionsgraphen G, auf und zeige, dass sie
durch den Ursprung geht!

n(w) —pr) 1 A4—af

r—x90  ¢(x0)  x
= n(r) = /4 = af;
n(0) = ;-/4 — zj = 0; = Die Normale in einem beliebigen Punkt
P(x¢,y0) des Funktionsgraphen G, geht durch den Ursprung;

d) Zeichne G, und erkldre das Ergebnis von Teilaufgabe c) geome-
trisch! Hinweis: Berechne z? + 32!

2?2 +n(x)? =2 + (fﬂ)Z =224+ 4 — 2% =22

= Bei ¢(x) handelt es sich um einen Halbkreis mit dem Radi-
us 2;
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1.2.57 60. Hausaufgabe

Buch Seite 164, Aufgabe 22c mit |V; und Graph

Bestimme die Wertemengen der folgenden Funktion mit Hilfe der
Extremwerte und des Verhaltens an Unendlichkeitsstellen sowie
fir z — +o0!

1132

f:xr—>f(x):$4—+1; Dy = R;

f(x) — 0 fir x — o0;

(z) = (x4—|—1)-2x—2:102-4m3 :2x5—|—2x—24x5 _ —2x5—|—2x:_ . zt—1
(zt4+1) (x*+1) (z*+1) (zt4+1)

Vorzeichenwechselanalyse gibt:

e fist sms in |—oco, —1] und [0, 1];

f ist smf in |—1,0[ und |1, oo|;
Puor(—1, 3);

Puor(1,3);

Prip(0,0);

2
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1.2.58 61. Hausaufgabe

Aufgabe 2 der Test-SA

Bestimme die ganzrationale Funktion f dritten Grades, deren Graph
im Ursprung einen Wendepunkt hat. Au3erdem hat der Graph im
Punkt P(2,0) eine Tangente, die parallel zur Geraden y = —8z + 1
verlauft. (Kontrolle?)

f(z) = az® + ba® + cx + d;
f'(x) = 3ax® + 2bx + ¢;
f"(x) = 6ax + 2b;

. f(0)=0; = d=0;

I. f(0)=0; = 2b=0;=0b=0;

1. £(2) = 0; = 8a+2c=8a—16—24a=0;=a=—1;

IV. f'(2)=-8 = 12a+c=-8=c=-8—12a;=>c=—-8+12=4;

= f(x) = —23 + 4u;

AR v S
| f—

. £

[ S N "".4—“ """"""""""" f?---- -
----------------------------- "';‘- B s UL L L LT T
.............................. R
................................ ¥ ‘4!_

|

Aufgabe 4 der Test-SA

Betrachtet wird die Funktionenschar f;(x) = £2* + 32% — 5z mit ¢ # 0.

a) Fur welche Werte des Parameters ¢ besitzen die Funktionen f;
keine, genaue eine, zwei waagrechte Tangenten?
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fi(z) = ta® + 6z — 5 = 0;

—6 £ /36 + 20t
2t ’
= 36420t =0; =t = —%;

= T12 =

* Fur ¢ < —2: Keine waagrechten Tangenten
e Furt = —%: Genau eine waagrechte Tangente

e Furt > —%: Genau zwei waagrechte Tangenten

b) Zeige, dass die Kurven G;, genau einen Wendepunkt W besitzen
und bestimme dessen Koordinaten in Abhangigkeit von ¢.

£/ (xw(t)) = 2tzw(t) + 6 = 0;= zw(t) = —3;
w(t) = £(=3) = ¥+ = 283+ 5%
c) Bestimme die Gleichung der Ortslinie, auf der alle Wendepunkte

der Schar liegen. Welcher Punkt dieser Kurve ist kein Wende-
punkt der Schar? (Begrindung!)

aw(t) =—3=t= —#(t); x # 0;

= yw(rw(t)) = yw(x) = 22% — bw; = # 0;
(0,0) ist kein Wendepunkt der Schar f;.
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1.2.59 62. Hausaufgabe

Aufgabe 3 der Test-SA

513'2

Gegeben: f: x — f(z) =

a) Bestimme die Monotoniebereiche von f und schliefSe damit auf
die Art und Lage der Extrema von f.

T —2
(20 — 2)2;
f ist sms in |—o0, 0] und ]2, oo[ ;
f ist smf in ]0, 1] und |1, 2[;
Puop(0,0);  Prip(2,2); Uendlichkeitsstelle mit VZW bei = = 1;

f'(x)=...=2x

1
b) Gegeben ist ferner die Funktion g : = — g(x) = % + 5 Berechne

lim [f(x) — g(z)] und deute dieses Ergebnis geometrisch!

b o5 [ - 5]

lim = lim
T—00 r—00

g(x) ist eine Asymptote von f(z);




1 MATHEMATIK: INFINITESIMALRECHNUNG 73

1.2.60 63. Hausaufgabe

Selbstgestellte Aufgabe

Einem Kreis mit Radius r soll das Rechteck mit maximalen Flacheninhalt
einbeschrieben werden.

2402 =12 = a =12 — 0%
A L v } = A(b) = 4bV/iT — %,

= A'(by) = 4y/7% — b3+4bﬁ (—2bg) = 4y/r2 — BT—4b? (m) o
VT =%

1.2.61 64. Hausaufgabe

Buch Seite 177, Aufgabe 1

Gesucht ist eine reelle Zahl, fur die die Summe aus Quadrat und
Kehrwert so klein wie moglich wird.

1
f — 2 .
() =2 + —;

1
= f'(x) :2x—P;:>:L‘: i/g;
Aber: f hat bei z = 0 eine Unendlichkeitsstelle mit VZW!
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1.2.62 65. Hausaufgabe

Buch Seite 178, Aufgabe 16

Einem geraden Kreiskegel wird ein gerader Kreiszylinder einbe-
schrieben. Man zeige, dass das Zylindervolumen nicht grof3er sein
kann als § des Kegelvolumens.

g(z) = F;
=h=g(R—r)=H(1-%);
= v(r) = 7TT’2H( — %) =ar’H — WTB%,

= v/(r) =2arH = 3mr? % = 0;= r = 2R;

= Umax = V(5R) = §rR*H (1 = 5) = 7 R*H:
V = s7R?H;

= e = ‘51;

1.3 Tests
1.3.1 1. Extemporale aus der Mathematik

Gruppe A, geschrieben am 30.9.2004.
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filx) =tz —(2t+1);te Rz eR;

1a) (4 Punkte)
Welche Schargerade steht auf der Schargeraden mit dem Pa-
rameterwert ¢ = 1 senkrecht? Funktionsgleichung und zu-
gehorigen Parameterwert bestimmen!
m = %; m = —4;
=4 =1t=-16

fo6 () = -4 — (2. — 16+ 1) = —4a + 31,

1b) (3 Punkte)
In welchem Punkt S schneiden sich diese beiden zueinander
senkrechten Geraden? Rechnung!

%L:c—3 = —4r+31 |44z +3
%x = 34 ~%
r = 8
y=1-8-3=-1;
S(8—1);

2) (3 Punkte)
Bestimme die Achsenschnittpunkte S, und S, der Schargera-
den in Abhdngigkeit von ¢.
Sy (0; =2t —1);
tr—(2t+1) = 0 4;(215—1—1)
t

t
4$

I
[\
~
_|_
—_

8t+4

r = 1

Sy (3:0) ;

t 3

3) (5 Punkte)
Bei welchem Parameterwert sind die Nullstellen 2 Langeneinheiten
vom Ursprung entfernt?

S = 42 -t
8t+4 = t-£2 | —t-+2—4
t(8—+2) = —4 ()
t = -5
8—%2
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4) (4 Punkte)
Untersuche, ob alle Stellen der z-Achse Nullstellen von Schar-
geraden sind!

8t+4 = 't

t
& +4 = tx —tx — 4
t8—z) = —4 ()
t = —4
8—x
8—x # 0| +x

8 # x

z = 8 kann keine Nullstelle sein.

1.3.2 Ubungen zur 1. Schulaufgabe von 1337Ingo

Gegeben sei die Parabelschar f;(z) = 42% — 4kx + k* — 3 mit k£ € R.

a) Gib den Scheitel S in Abhéangigkeit von & an!
S(5;-3);

b) Gib die Definitions- und Wertemenge an!
D =R,
W = [-3;00];

c¢) Gib, wenn vorhanden, Maxima und Minima an!
Prin = S7

d) Gib die Nullstellen N;, N, in Abhéangigkeit von & an!

Nl(k_gﬁ);

Nz(%);

e) Gib den Negativbereich D,, und den Positivbereich D, in Abhéngigkeit
von k an!

— | k=VB. k+VB .

D, = |55, 0]

D, =R\ |:k_2\/§; k+2\/§} ;

f) Gib die Geradengleichung g
Parabel fir £ =3 und z =
f3(x) = 42* — 122 + 6;
fs(3) =1;
g(x) = —8x + 5;

—

x) an, die eine Tangente durch die
beschreibt!

N |
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g) /i wird mit der Geraden h : x — h(z) = x — 3 geschnitten. Welche
Werte sind fir k£ moglich, damit es mindestens einen Schnitt-
punkt gibt?

ke [—5iool;

h) Was ist dann der ,am weitesten links* gelegende Schnittpunkt
S¢n, der moglich ist?

th(O; —3);

i) Gib das Geradenbiischel i, durch den Scheitel von f in Abhangigkeit
von k an!
im(z) =mz — 3 — Em;

j) Eine Gerade wird durch dieses Biischel nicht erfasst. Wie lautet
ihre Geradengleichung und wieso ist das so?

1.3.3 1. Schulaufgabe

Geschrieben am 21.10.2004

1. (4 Punkte fiir die Rechnung, 4 auf den Graph)
Gegeben ist die Funktion f(z) = |z + 3| — |3 — 32| mit D; =
[—5; 5].
Bestimme eine betragsfreie Darstellung von f(z) und zeichne
den Graphen fur z € Dy.
—%x—l fﬁr]])faxg—%;

= f(x) = %w fur — 1 <z <1;

%x—i—l far Dy > = > 1;
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3.5

3

2.5

2

1.5

1

0.5

0

fix—y=—-1*+22+6;D; =R;

a) (3 Punkte)
Bestimme einen moglichst grofen Teilbereich Dy, von Dy
so, dass f in Dy umkehrbar ist und die Null in Dy, liegt.
(Scheitel bestimmen!)
fllx)=—-224+2=0—= 2 =1;,= S(1;7);
= Dy = |]—o0; 1];

b) (6 Punkte)
Bestimme Term, Definitionsbereich und Wertemenge der
Umkehrfunktion f;'(z) von f in diesem Teilbereich Dy,.

0=—2>+20+6—y;—o=14+"1Y
= fille)=1-VT—u
Ifol =Wy =]—00;7];
Wi =Dy, =]—o00;1];
c) (7 Punkte)
Gegeben ist zusatzlich die Geradenschar ¢, : y = az + 7.

Zeige, dass genau zwei Geraden aus der Schar den Gra-
phen von f (mit Dy = R) bertihren! Bestimme dazu die
Gleichungen der Bertihrgeraden.
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ar +7=—-2>+20+6,=—= 0= —2’+2(2—a)—1,= D =
4—4a+a*—4--1-—1=a®—4a=0;

= a1 = 0;a9 = 4;

= 00:yY="7;94:y=4x+T,;

f:w'—>y—2|x|+3,]Df R;

a) (3 Punkte)
Zeige: f ist symmetrisch. (Nachweis und Bestimmung der
Symmetrieart!)
f(—2) = —Q‘_Qx% = —f(r); = Symmetrie zum Ursprung;
b) (6 Punkte)
Untersuche f fur x > 0 auf Monotonie. Welche Monotonie-
eigenschaft hat f demnach im ganzen Definitionsbereich
D;? (Symmetrie!)
1,32 2 071 < @9y == f(a2)—f(a1) = g — gy = nmtinmmnsin o
62t gt0; = f ist fur 2 > 0 streng monoton steigend.
Symmetrle, = f ist in ganz D, streng monoton steigend.
c) (3 Punkte)
Begrunde, dass f in D; beschrankt ist.

[Ergebnisse aus a) und b) sollen hier verwendet werden!]

y = 2$+37:> 2xy—|—3y 2r;— 2y —2) = -3y;— v =
2y2gt0:>y7é1— 5>20=y<0=(y<0ny>0)U

(y>0Nny<1);

= Wy =]-1;1[;

1.3.4 Estels Problem

g = 0] -(=1)
g < 0 -(2y-1)
y < 0;]-(2y—1)
= (y<0Ay>3)V(y=0Ay<3i);
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1.3.5 Estels 2. Problem

lmlwh+1—1__mn(vh+1—n(vh+1+n__im h+1-1
h—0+ h  h0+ h(Vh+1+1) =0+ h (VR F141)
1 1 1

Vori+1 2

lim
=0+ A+ 1+ 1
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