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Einleitung

Im Schulunterricht wird tiblicherweise nicht dartiber gesprochen, was Zahlen eigentlich sind. Oft werden die Zahlen mit
ihren Dezimalreprasentationen identifiziert, wodurch die originellen Ideen, die hinter der Formalisierung der verschiedenen

Zahlenmengen stecken, untergehen.

An ihrer Stelle lehrt man algorithmisches Denken: Wie multipliziert man zwei ganze Zahlen schriftlich? Wie addiert man

zwei Briuiche?

Fragen seitens der Schiiler kommen, wenn tiberhaupt, erst bei der Einfiihrung der irrationalen Zahlen - ,was ist /27
Dass sie genausowenig wissen, was schon lange bekannte Zahlen sind - ,was ist 2?* —, ist vielen von ihnen nicht mehr
bewusst.

Ich habe dieses Facharbeitsthema deswegen gewahlt, weil ich die zugrundeliegenden Ideen aufdecken wollte; die Art und
Weise, wie bekannte mathematische Konzepte formalisiert werden und so Informationen sehr dicht ,gepackt® werden
koénnen, fasziniert mich sehr.

Diese Arbeit ist in fiinf Abschnitte gegliedert. Im ersten Abschnitt stelle ich die nattirlichen Zahlen vor. Dazu gehoéren
Definitionen der Zahlen, Rechenregeln und Relationen, wobei ich besonders auf die Ideen, die hinter den Definitionen
stecken, eingehen werden. Dabei wird sich herausstellen, dass kleine Kinder noch viel ndher an der mathematischen
Formalisierung liegen als der Schulunterricht.
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Im zweiten Abschnitt werden die ganzen Zahlen behandelt. Dabei werde ich zwei Formalisierungsansitze vorstellen und
ihre Vor- und Nachteile abwigen. Einen Ansatz werde ich genauer ausfiihren und auf ihm auch die Operatoren und
Relationen definieren.

Eine Realisierung der rationalen Zahlen wird im dritten Abschnitt vorgestellt. Verglichen mit den ganzen Zahlen kommen
dabei keine neuen grundlegenden Ideen vor.

Die Vorstellung von zwei Formalisierungen der reellen Zahlen erfolgt im vierten Abschnitt und ist sehr kurz, da fur ei-
ne eingehende Behandlung der reellen Zahlen ein ausgescharfter Formalismus notwendig ist, der in der Schule nicht
behandelt wird.

Den letzten Abschnitt bildet die Behandlung der surrealen Zahlen, einem alternativen Ansatz, der einige Unzuldnglichkeiten
des konventionellen Aufbaus der Zahlenbereiche 16st. Da Rechnungen bei den surrealen Zahlen vergleichsweise lang sind,

werde ich mich vor allem auf Anwendungen der surrealen Zahlen konzentrieren, deren Darlegung nur Grundlagen der

surrealen Zahlen erfordert.

1 Natiirliche Zahlen

In diesem ersten Teil der Facharbeit soll der Aufbau der natirlichen Zahlen mathematisch formalisiert werden. Fragen
wie ,was ist 1?7, ,was bedeutet es, wenn man zu einer Zahl Eins addiert?*, ,woran erkennt man, ob eine Zahl kleiner als
eine andere ist?‘ werden in diesem Teil beleuchtet.

Die erste Frage, was 1 sei, ist ein Spezialfall der allgemeineren Frage ,was sind die Elemente von N?“.

Um diese Frage mathematisch rigoros zu klaren, darf man nur wenig voraussetzen. Beispielsweise ist die denkbare Defi-
nition von N als die Menge der ganzen Zahlen, die grofer oder gleich Eins sind - N = {n € Z|n > 1} —, unpraktisch, da sie
bereits Definitionen von Z und der Groéfiergleichrelation (>) voraussetzt.

Wie sich herausstellen wird, gibt es mehrere Moéglichkeiten, die natiirlichen Zahlen zu realisieren. Von diesen ist keine
besonders ausgezeichnet; je nach Situation und personlichem Geschmack kann man frei zwischen den verschiedenen
Realisierungen wahlen.

Im Folgenden schliee ich die Null mit ein, wenn ich von ,nattrlichen Zahlen® spreche.

1.1 Natiirliche Zahlen nach Peano

Der italienische Mathematiker Giuseppe Peano (1858-1932) entdeckte/erfand 1889 eine Formalisierung der nattrlichen
Zahlen ([4], S. 4), die man heute als Standardformalisierung begreift. Spater bettete Richard Dedekind (1831-1916) [16],
deutscher Mathematiker, die Arbeit Peanos in die Mengenlehre ein.

Bei der Definition der natirlichen Zahlreprisentanten nach Peano legt man zunichst fest, dass es einen kleinsten
nattirlichen Zahlreprasentanten gibt. Diesem Reprasentanten gibt man die Bezeichnung ,Null* und verwendet zur No-
tation den ublichen Glyphen fir Null, ,0".

Dann fordert man eine Nachfolgerfunktion S (engl. successor function), die jedem Repréasentanten einer nattirlichen Zahl,
n, ihren eindeutigen Nachfolgerreprdsentanten S(n) (manchmal schreibt man auch ,Succ(n)“ oder ,n'“; Ubliche Schreib-
weise: ,n + 1) zuordnet. [14]

(Man kann an dieser Stelle noch nicht ,n + 1 schreiben, da man weder definiert hat, was unter ,1“ zu verstehen ist, noch
was die Bedeutung des Pluszeichens ist.)

Die Forderung an die Nachfolgerfunktion S, dass der Nachfolger jedes Zahlreprasentanten eindeutig ist, kann man in
Symbolen schreiben: S(n) = S(m) = n =m.

Diese zwei Objekte — einen kleinsten nattirlichen Zahlreprasentant, den man mit ,0* bezeichnet, und eine Nachfolgerfunk-
tion S - gentigen bereits, um die Menge der Reprasentanten nattirlicher Zahlen zu formulieren:

No = {0,.5(0), 5(5(0)), S(S(5(0))), ...}
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Der besseren Lesbarkeit halber gibt man den Zahlreprasentanten S(0), S(S(0)), ...noch zusatzliche Bezeichnungen: S(0)
schreibt man auch als ,1%, S(S(0)) als ,2*, usw.

Wie sich herausstellen wird, sobald man Rechenoperationen eingefiihrt hat, haben die Objekte, denen man die Bezeich-
nungen ,0°, ,1%, .2, usw. gegeben hat, auch tatsédchlich die Eigenschaften, die ihre Bezeichnungen suggerieren. Ohne
Definition der Rechenoperatoren sind es aber lediglich Elemente einer Menge, denen man bekannte Namen gegeben hat.

Definition der Zahlensymbole fiir natiirliche Zahlen

0 wird vorausgesetzt
1 = S5(0)

2 = S(1) =5(500)

3 = 5(2)=5(5(5(0)))

4 = 5(3)=5(5(5(5(0)))

Die Nachfolgerfunktion druckt die Idee des Zahlens aus: S(n) ist der Reprasentant der Zahl, die man erhalt, wenn man
von n ausgehend eins hochzahlt.

Ny definiert man dann als die Menge der Zahlreprasentanten, die man erreicht, wenn man, von 0 beginnend, schrittweise
hochzahlt, also sukzessive die Nachfolgerfunktion anwendet.

Meine Arbeit hat keinen absoluten Anspruch; ich definiere nicht die Zahlen selbst, sondern moégliche Reprasentanten der Zahlen. Dement-
sprechend beantwortet diese Arbeit auch nicht, wie in der Einleitung vereinfachend geschrieben, Fragen wie ,was ist 2?*, sondern Fragen
wie ,wie kann 2 mathematisch reprasentiert werden?".

Fir die Praxis ist die Unterscheidung zwischen dem Reprasentanten einer Zahl und der Zahl selbst bei den nattirlichen Zahlen von
geringem Belang. Da aber die Unterscheidung bei den ganzen, rationalen und surrealen Zahlen eine wichtige Rolle spielen wird, nutze
ich schon hier die sprachlich sauberere Darstellung.

1.1.1 Rechenoperatoren

In den folgenden Abschnitten sollen die Definitionen der Grundrechenarten und der Relationen fiir natarliche Zahlen
aufgestellt werden. Von vornherein problematisch ist dabei die Frage, inwieweit man sicher gehen kann, dass die hier

vorgestellten Vorschriften auch wirklich zu den Vorschriften dquivalent sind, die man kennt und im Alltag benutzt.

Genauer liegt das Problem darin, dass die normalen, bekannten Vorschriften zundchst nicht axiomatisch préazisiert vor-
liegen: Die Symbolmanipulationsvorschriften wie beispielsweise schriftliche Addition und schriftliche Subtraktion erlernt
man in der Grundschule nicht tiber formale, abstrakte Definitionen, sondern ,spielerisch“ und anhand konkreter Beispie-
le. Auch sind die Regeln, die Taschenrechner benutzen, im Allgemeinen nicht einsehbar.

Man kénnte meinen, dass die Uberpriifung vieler Einzelfalle die Korrektheit der hier vorgestellten Definitionen, also die
Ubereinstimmung der Ergebnisse der Anwendung der Definitionen mit der Erfahrung, also mit den Ergebnissen der An-
wendung der erlernten Symbolmanipulationsvorschriften oder dem Taschrenrechner, bezeugt.

Fiir einen mathematischen Beweis geniigt das jedoch nicht, da man durch Uberpriifung von Einzelfillen nur die Kor-
rektheit dieser Einzelfdlle bestitigen kann — nicht aber der unendlich vielen anderen Féille, die man nicht tiberprifen
konnte.

Alternativ kénnte man versuchen, die bekannten Vorschriften zu formalisieren, wobei man die Korrektheit jedes Schritts
einzeln beweisen misste. Man muisste also Schritt fiir Schritt die bekannten Vorschriften, die auf der sehr hohen Ebene
der Symbolmanipulation von Ziffern vorliegen, auf das Zahlkonzept, also auf bestimmte Arten und Weisen der Anwendung
der Nachfolgerfunktion, zurtickfithren — ein umstandlicher Prozess.

Umstéandlich ware dieses Vorgehen deswegen, da man kompliziertere Konzepte, die es in der Realisierung der nattrlichen
Zahlen nach Peano nicht gibt, wie beispielsweise die Dezimalreprdasentation, formalisiert einflihren mitisste. Das Dezi-
malsystem vereinfacht zwar den alltdglichen Umgang mit Zahlen in der Hinsicht, dass sich das Rechnen mit Dezimalre-
prasentationen schneller gestaltet als direkt mit der Peano-Reprasentation, wie gleich klar werden wird, erlaubt jedoch
keine grundlegend neuen Operationen und ist insofern, was die Darstellung der Ideen hinter den Definitionen angeht,

unnotig.
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In dieser Arbeit wird es gentigen mussen, die Definitionen tiber bereits bekanntes Wissen tiber Termumformungen herzu-
leiten und stellenweise die Gultigkeit bestimmter Gesetze zu beweisen.

Da das Muster der Eigenschaftsbeweise bei den nattirlichen Zahlen immer das Prinzip der vollstindigen Induktion ist
und die Beweise in vielen anderen Quellen bereits ausfiihrlich dargelegt werden (beispielsweise [1]), werde ich bei den
nattirlichen Zahlen weitgehend auf Beweise verzichten. Die Beweise bei den ganzen Zahlen dagegen bringen einen echten
Erkenntnisgewinn und fungieren dartiberhinaus als Beispiele der Anwendung der Rechengesetze, weswegen ich bei den
ganzen Zahlen Beweise nicht aussparen werde.

Addition

In diesem Abschnitt wird eine mogliche Definition der Addition hergeleitet. Diese Additionsvorschrift wird von einer fiir den
Schulunterricht ungewoéhnlichen Form sein; weswegen ich die Zulassigkeit der Vorschrift genauer thematisieren werde.

Schlieflich wird die hergeleitete Definition der Addition mit den Rechenmethoden von Kindern und Erwachsenen vergli-
chen.

- Herleitung der Additionsvorschrift

Um eine mathematische Formalisierung der Addition auf den naturlichen Zahlen herzuleiten, kann man zunéchst den
einfachen Fall der Addition von Null betrachten. Die Addition von Null soll, bildlich gesprochen, ohne Auswirkung sein;
man definiert daher:

n+ 0:=n mit n € Np.

Erst ab dieser Stelle hat das Element aus Ny, dem man den Namen ,Null‘ gegeben hat, auch wirklich die Bedeutung der
Null.

Zur Herleitung der Definition der Addition einer Zahl ungleich Null kann man das bekannte Wissen tiber Termumformun-
gen nutzen. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werde ich 6fter das ,bekannte Wissen tiber Termumformungen” nutzen; diese
Rechnungen finden auferhalb des bereits definierten Formalismus statt — beispielsweise nutzen sie Operatoren, die noch
nicht definiert wurden, oder Umformungsregeln, deren Gultigkeit ohne Beweis vorausgesetzt werden. Diese Rechnungen
dienen nur der schriftlichen Fixierung des Herleitungswegs.

n+k= (Schreiben von k als Nachfolger von m)
n+(m+1)= (Anwenden des Assoziativgesetzes)
= (n+m)+1

Addiert man also zu einem Zahlreprasentanten n den Nachfolgerrepriasentanten S(m) eines Zahlreprisentanten m, so
erhilt man als Ergebnis den Nachfolgerreprasentanten S(n + m) der Summe n + m; man fiihrt die Addition aufs Zahlen
zurtlick. In Symbolen:

Definition der Addition auf den natiirlichen Zahlen

. n + 0 = n
I n + Sim) = Sh+m)

mit n, m € Np.

Es mag zunachst ungewohnt erscheinen, dass man, obwohl man die Bedeutung der Addition gerade erst definiert, auch
auf der rechten Seite der Definition addiert — in der Schule kommt diese Art von Definition (,rekursive Definitionen®)

ublicherweise nicht vor; formal zulassig ist sie aber durchaus.

— Nutzbarkeit der Definition als Arbeitsvorschrift

In diesem Abschnitt werde ich zeigen, dass die angegebene rekursive Definition der Addition nicht nur formal zuldssig ist,
sondern auch nutzt — dass sie also nicht nur n+ .S(m) mit S(n+m) in Beziehung setzt, sondern die Addition auch wirklich
aufs Zahlen zurtckfihrt.

Ein Beispiel fir eine Definition, die lediglich formal zulassig ist, aber nicht nttzt, ist n + m := m + n. Mit dieser Definition
wilsste man zwar, dass die Summationsreihenfolge unerheblich ist, eine konkrete Arbeitsvorschrift — ein Algorithmus -,
wie man zwei Zahlreprasentanten addieren sollte, liefert die Vorschrift jedoch nicht.
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+/0 1 2 3 4. o012 3 4-
0j0 1 2 3 4-- 0j0o 0 0 0O O--
111 2 3 4 5-- 1/0 1.2 3 4-.
212 3 4 5 6-- 210 2 4 6 8-
313 4 5 6 7-- 3]0 3 6 9 12--
414 5 6 7 8- 410 4 8 12 16--

Abbildung 1: Grundlagen der Symbolmanipulationen des Alltags

Um als Arbeitsvorschrift einsetzbar zu sein, muss die Additionsregel, unabhingig von der Wahl der Summanden, nach
einer endlichen Anzahl wiederholter Anwendungen ,terminieren“, d.h. jede Rechnung muss einen Schluss haben.

Ein Zahlenbeispiel verdeutlicht diesen Sachverhalt:

2+4+3= (Schreiben des zweiten Summanden als Nachfolger)
= 245(2)= (Anwenden der Additionsvorschrift)
= S(2+42) = (Schreiben des zweiten Summanden als Nachfolger)
= S(24+51)= (Erneutes Anwenden der Additionsvorschrift)
= S(S2+1))= (Schreiben des zweiten Summanden als Nachfolger)
= S(S(2+5(0)) = (Erneutes Anwenden der Additionsvorschrift)
= S(S(S(2+0))) = (Anwenden von Regel I. der Additionsvorschrift)
= S5(5(5(2))) = (Schreiben als Dezimalzahl)

= S(S@3)=S4) =5

Schrittweise wird also die Anwendung der Nachfolgerfunktion S aus dem zweiten Summanden ,herausgezogen” und auf
die gesamte Summe bezogen, bis eine Summe auftritt, bei der zweite Summand 0 ist.

Man kann beweisen, dass, egal welche zwei Zahlreprasentanten n,m € Ny man addiert, nach einer endlichen Anzahl von
Schritten immer die Addition von Null auftritt und so eine endlose Wiederholung der Additionsvorschrift verhindert wird:

Die problematisch erscheinende, rekursive Regel II. der Definition greift, wenn der zweite Summand nicht Null, sondern ein
Nachfolger ist. Der Definition zufolge addiert man dann zum ersten Summanden den Vorginger des zweiten Summanden;
jede wiederholte Anwendung der Additionsvorschrift ergibt eine Summe, bei der der zweite Summand Kkleiner ist als der
jeweils urspriingliche Summand.

Da jede naturliche Zahl selbst nur endlich grof3 ist, ist nach einer endlichen Anzahl Schritte eine Rechnung erreicht,
bei der der zweite Summand Null ist, und die einfache Vorschrift n + 0 := n greift; .die Rekursion ist gebrochen”, die
Additionsvorschrift kann daher sinnvoll als Arbeitsvorschrift eingesetzt werden.

- Vergleich der Idee hinter der Definition mit den Rechenmethoden von Kindern und Erwachsenen

Die Idee hinter dieser Definition ist, dass das Zahlen ,herausgezogen” wird, dhnlich wie es kleine Kinder machen: Um
beispielsweise zu 2 3 zu addieren, beginnen Kinder zunéchst bei Null (geschlossene Hand).

Dann zdhlen sie zweimal, also bis zu S(S5(0)) = 2. Bei der 2 angelangt zdhlen sie schlieflich noch dreimal weiter und
gelangen auf diese Weise zu S(S( S(S(S(0))) )) = 5.

_3,_/
Altere Kinder und Erwachsene dagegen nutzen nicht mehr direkt das Zahlen bzw. die Nachfolgerfunktion zur Addition,
sondern betreiben Symbolmanipulation: Tabellen wie in Abb. [1| (oben) dargestellt sind verinnerlicht, und kompliziertere
Rechnungen denkt man sich als aus den auswendig gelernten Rechnungen mit bekannten Ergebnissen zusammengesetzt.

— Addition mehrerer Summanden

Die Addition mehrerer Summanden muss man nicht eigens definieren, da sie sich aus der Definition der Addition zweier
Summanden ergibt:



1 NATURLICHE ZAHLEN 7

r+ytz=(r+y) +=z

Bei der Addition ist die Wahl der Klammerung beliebig, da die No-Addition assoziativ ist. (Diese Eigenschaft habe ich hier
jedoch nicht bewiesen; ein Beweis findet sich in [1] auf S. 4.)

Subtraktion

Eine mogliche Definition der Subtraktion wird in diesem Abschnitt vorgestellt. Wie auch die Additionsvorschrift wird die
hergeleitete Subtraktionsvorschrift rekursiv sein.

- Herleitung der Subtraktionsvorschrift

Zur Herleitung der Subtraktionsvorschrift fiir die nattirlichen Zahlen kann man wie bei der Herleitung der Additionsvor-
schrift vorgehen und zunichst den einfachen Fall der Subtraktion von Null betrachten. Die Subtraktion von Null soll
(bildlich gesprochen) keine Auswirkung haben; man definiert daher:

n—0:=nmitn € Np.

Zur Herleitung des anderen Falls, der Subtraktion eines Zahlreprasentanten v ungleich Null von einem nattirlichen Zahl-
reprasentanten v, kann man den Term u — v ansetzen und dann das bereits bekannte Wissen tiber dquivalente Termum-
formungen nutzen:

u—v= (Schreiben von u als Nachfolger von n)
= (n+1)—-v= (Schreiben von v als Nachfolger von m)
= (n+1)—(m+1)= (Ausmultiplizieren der Klammern)
= n+l-m-1= (Vereinfachen)
= n—m

Zieht man also vom Nachfolgerreprasentanten S(n) eines Zahlrepriasentanten n den Nachfolgerreprasentanten S(m) eines
Zahlreprasentanten m ab, so ist das Ergebnis das gleiche, als wenn man von n m abzieht. In Symbolen:

Definition der Subtraktion auf den natiirlichen Zahlen

I. n - 0 = n
. S(n) — S(m) := n—m @nurfarn > m definiert)

mit n,m € Np.

Die Angabe, der Ausdruck auf der rechten Seite von Regel II. sei nur fir n > m definiert, ist rein informeller Natur. Wiirde man diese An-
gabe als Bestandteil der Definition ansehen, so wéare die Definition an dieser Stelle ohne Sinn, da die Bedeutung des Grofergleichzeichens

noch nicht definiert wurde.

Diese Definition ist, wie auch die Additionsvorschrift, rekursiv — auf der rechten Seite von Regel II. der Definition steht das
Minuszeichen, dessen Bedeutung erst durch die Definition selbst definiert wird.

Die Art und Weise, wie die Subtraktionsvorschrift ,arbeitet‘, verdeutlicht ein Zahlenbeispiel:

5—-3= (Schreiben als Nachfolger)
= SM4)-52) = (Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= 4-2= (Schreiben als Nachfolger)
= SB)-5(1)= (Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= 3-1= (Schreiben als Nachfolger)
= S(2)-5(0) = (Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= 2-0= (Anwenden von Regel I. der Subtraktionsvorschrift)
= 2

— Nutzbarkeit der Definition als Arbeitsvorschrift

Anders als die Additionsvorschrift, die fir alle Paare naturlicher Zahlen anwendbar ist, ergibt die Subtraktion auf den
natirlichen Zahlen nur dann Sinn, wenn der Minuend grofergleich dem Subtrahend ist.
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Um zu Uberprifen, ob die soeben hergeleitete Subtraktionsvorschrift auch diese Eigenschaft hat, und nicht etwa auch
fur Differenzen, bei denen der Minuend kleiner als der Subtrahend ist, Ergebnisse liefert, ist es hilfreich, vor einem
allgemeinen Beweis zunidchst ein Zahlenbeispiel zu betrachten:

1-4= (Schreiben als Nachfolger)
= S(0)-5(3) = (Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
0-3=7

Auf den Ausdruck der letzten Zeile, 0 — 3, passt weder die Vorschrift n — 0 := n, da der Subtrahend nicht Null ist, noch die
Vorschrift fiir den zweiten Fall, da man den Minuenden, 0, nicht als Nachfolger schreiben kann.

Allgemein: Setzt man die Differenz n — m an, wobei n grof3ergleich m ist, so sind Minuend und Subtrahend der sich durch
wiederholte Anwendungen der Subtraktionsvorschrift ergebenden Folgerechnungen jeweils um eins kleiner.

Nach einer endlichen Anzahl Schritte ergibt sich eine Differenz, bei der der Subtrahend Null ist; Regel I. greift und die
Rekursion ist gebrochen. Die Subtraktionsvorschrift entspricht also fiir den Fall, dass der Subtrahend kleinergleich dem

Minuend ist, der Erwartung, ist in diesem Sinne also korrekt.

Ist nun aber der Subtrahend grofier als der Minuend, so tritt nach einer endlichen Anzahl Schritte ein Fall der Form ,0 — &*
(mit k € NT) auf, fiir den keine Regel definiert ist; die Subtraktion einer grofieren Zahl von einer kleineren Zahl ist also der
hergeleiteten Subtraktionsvorschrift nach (wie auch gewtinscht) nicht definiert.

Somit ist die hergeleitete Definition der Subtraktion nicht nur formal zulédssig, sondern auch als brauchbare Arbeitsvor-
schrift verwendbar.

— Idee hinter der Definition

Hinter der hergeleiteten Definition der Subtraktion steckt die Idee der ,Relativitat® der Subtraktion: Der Unterschied — die

Differenz — zweier Zahlen ist von den absoluten Zahlwerten unabhangig.

Kleine Kinder subtrahieren, indem sie zundchst zum Minuenden hochzihlen und dann so oft, wie der Subtrahend grof
ist, riickwérts zdhlen. Dieses Vorgehen wird Grundlage der Realisierung der ganzen Zahlen sein, spiegelt sich in der
hergeleiteten Definition der Subtraktion auf den nattirlichen Zahlen jedoch nicht unmittelbar wieder.

— Subtraktion mehrerer Zahlen

Die Subtraktion mehrerer Zahlen muss man, analog zur Addition mehrerer Summanden, nicht eigens definieren, da sie

sich aus der Definition der Subtraktion einer Zahl ergibt:
a—b—c=(a—b)—c

Anders als bei der Addition ist bei der Subtraktion die Klammerung nicht frei wiahlbar; man hat daher definiert, dass man

von links nach rechts rechnet (in der Informatik sagt man, das Minuszeichen ,assoziiere nach links®):

a—b—c—d=(a—-b)—c—d=[la=-b)—c—d

Multiplikation

In diesem Abschnitt wird die Multiplikation auf den naturlichen Zahlen vorgestellt. Drei Interpretationsvorschlage der
Vorschrift werden gegeben.

— Herleitung der Multiplikationsvorschrift

Zur Herleitung der Multiplikationsvorschrift fiir die nattrlichen Zahlen kann man wie bei der Herleitung der Addition und
der Subtraktion zwischen dem einfachen Fall der Multiplikation mit Null und dem komplizierteren Fall der Multiplikation
mit einer Zahl ungleich Null unterscheiden.

Die Multiplikation eines jeden Zahlreprasentanten n € No mit Null soll Null ergeben. In Symbolen:

n-0:=0mitn € No.
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Zur Herleitung der Vorschrift fiir den anderen Fall — der zweite Faktor ist ungleich Null — kann man das bereits bekannte
Wissen tiber Termumformungen, insbesondere tiber das Distributivgesetz nutzen:

n-k= (Schreiben von k als Nachfolger vonm)
= n-(m+1)= (Ausmultiplizieren)
= n-m+n-1= (Vereinfachen des zweiten Summanden)
= n-m+n

Dieses Ergebnis deckt sich mit der Art und Weise, wie Multiplikation in der Grundschule [7] eingefiihrt wird:

n - k = n4+n+---+n+n =3 (Schreiben von k als Nachfolger vonm)
k Mal
& no- (m+1) = n+n+--+n+n & (Herausziehen eines Summanden)
(m+1) Mal
& n - (m+1) = n+n+---+n+n+n & (Schreiben als Produkt)
m Mal

(m+1) Summanden

& no- (m+1) = nm+n
Also:

Definition der Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen

L. n - 0 = 0
I n - Sim) = n-m+n

mit n,m € Np.

— Nutzbarkeit der Definition als Arbeitsvorschrift

Auch diese Definition ist rekursiv, da auf der rechten Seite von Regel II. das Malzeichen verwendet wird, dessen Bedeutung
aber erst durch die Definition festgelegt wird.

Wie auch die rekursiven Definitionen der Addition und Subtraktion terminiert auch die Definition der Multiplikation far
alle n,m € Ny, da der sich ergebende zweite Faktor mit jeder wiederholten Anwendung der Multiplikationsvorschrift jeweils
um eins kleiner ist; nach einer endlichen Anzahl von Schritten ergibt sich ein Produkt, dessen zweiter Faktor Null ist,
womit Regel 1., n -0 := 0, greift und die Rekursion gebrochen ist. Die Definition kann man also als Arbeitsvorschrift
einsetzen.

Ein Zahlenbeispiel demonstriert das:

2-3= (Schreiben des zweiten Faktors als Nachfolger)
= 2-5(2)= (Anwenden der Multiplikationsvorschrift)
= 2.2+42= (Schreiben des zweiten Faktors als Nachfolger)
= 2-5(1)+2= (Erneutes Anwenden der Multiplikationsvorschrift)
= 2. 142+4+2= (Schreiben des zweiten Faktors als Nachfolger)
= 2-50)+24+2= (Erneutes Anwenden der Multiplikationsvorschrift)
= 2:-04+24+2+2= (Anwenden von Regel I. der Multiplikationsvorschrift)
= 0+24+24+2= (Ausrechnen der Summe tiber mehrmaliges Anwenden der Additionsvorschrift)

— Idee hinter der Definition

Hinter der Definition steckt die Auffassung der Multiplikation als wiederholte Addition, wobei der zweite Faktor angibt, wie
oft der erste wiederholt wird.

Genauso moglich ist eine Definition der Multiplikation, bei der der erste Faktor angibt, wie oft der zweite wiederholt wird:
I Sm) - n = m-n+m
Der Beweis, dass diese alternative Definition der Multiplikation zu der zuvor hergeleiteten dquivalent ist, 1iuft tGber

vollstdndige Induktion tiber zwei Variablen und ist daher recht lang, weswegen ich ihn hier nicht ausfiihre. Finden kann
man den Beweis beispielsweise in [2].
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Division
In diesem Abschnitt wird eine Definition der Division hergeleitet und ihre rekursive Natur genauer thematisiert. Anschlie-
Bend wird die hergeleitete Vorschrift mit der Art und Weise, wie kleine Kinder dividieren, verglichen.

— Herleitung der Divisionsvorschrift

Auch zur Herleitung der Definition der Division auf den natiirlichen Zahlen kann man zwei Falle, Dividend gleich Null und
Dividend ungleich Null, unterscheiden.

Die Division von Null durch jede positive nattirliche Zahl soll Null sein. In Symbolen:
0:m:=0mitm e N*.

Zur Herleitung der Divisionsvorschrift fiir den anderen Fall, Dividend ungleich Null, kann man das bereits bekannte

Wissen tber dquivalente Umformungen von Briichen nutzen:
= (Hinzuftigen und Abziehen von m im Zéihler)
= —7 = (Stellen von (+m) an den Beginn)

= — 7t = (Aufspalten des Bruchs nach dem ersten Summanden)

m
= % + n ;Lm = (Vereinfachen des ersten Summanden)
- 14 n—m
m
Also:
Definition der Division auf den natiirlichen Zahlen
I. 0 : m = 0
II. n : m := 14 (n—m):m (nurfar n > m definiert)

mit n,m € NT.

— Nutzbarkeit der Definition als Arbeitsvorschrift

Die rekursive Definition terminiert unabhéangig von der Wahl von Dividend und Divisor. Um diese Aussage zu Uberprtfen,
ist es zweckmaglig, zwei Falle zu unterscheiden — den Fall, bei dem der Divisor ein Teiler des Dividenden ist, die Division
also ,aufgeht‘, und den Fall, bei der die Division nicht aufgeht.

Die Unterteilung in zwei Félle ist nur eine Darstellungshilfe; formal ist sie problematisch, da an dieser Stelle das Teilerkonzept noch nicht

definiert wurde und dartiberhinaus sich das Teilerverhéltnis ja gerade aus der Eigenschaft der Division, entweder aufzugehen oder nicht
aufzugehen, ergibt.

Folgendes Zahlenbeispiel demonstriert die Anwendung der Divisionsvorschrift fir den ersten Fall:

4:2= (Anwenden der Divisionsvorschrift)
= 14+4(4-2):2= (Ausrechnen des Dividenden durch mehrmaliges Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= 14+2:2= (Anwenden der Divisionsvorschrift)
= 1414(2-2):2= (Ausrechnen des Dividenden durch mehrmaliges Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= 1+140:2= (Anwenden von Regel 1. der Divisionsvorschrift)
= 14+41=1+5(0) = (Anwenden der Additionsvorschrift)

= S(140)=5(1)=2
Fir den zweiten Fall — die Division geht nicht auf - terminiert das Verfahren ebenfalls, 1l4sst aber, anders als bei der
Anwendung der Divisionsvorschrift auf Divisionen, die aufgehen, das Ergebnis undefiniert:

4:3 = (Anwenden der Divisionsvorschrift)
= 14(4-3):3= (Ausrechnen des Dividenden durch mehrmaliges Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= 141:3= (Anwenden der Divisionsvorschrift)

= 1+1+ (1-3) :3
——

nicht definiert
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Allgemein: Bei jeder wiederholten Anwendung der Divisionsvorschrift ergibt sich ein kleinerer Dividend. Ist der Divisor ein
Teiler des ursprunglichen Dividenden, so ist nach endlich vielen Schritten ein Quotient erreicht, dessen Dividend Null ist,
womit Regel I. der Divisionsvorschrift greift und die Rekursion gebrochen ist.

Im anderen Fall tritt nach endlich vielen wiederholten Anwendungen der Divisionsvorschrift eine Subtraktion auf, deren
Wert (wie gewlnscht) nicht definiert ist.

Da also unabhéngig von Dividend und Divisor die Rekursion nach endlich vielen Schritten gebrochen wird, ist die herge-
leitete Definition als Arbeitsvorschrift verwendbar.

- Vergleich mit der Divisionsmethode von Kindern

Kinder veranschaulichen sich das Dividieren durch Aufteilen einer gegebenen Menge mit so vielen Gegenstianden, wie der
Dividend grof ist, auf so viele Platze, wie der Divisor grof ist. Geht die Division auf, liegen nach Abschluss des Verfahrens
auf jedem Platz gleich viele Gegenstinde; die Anzahl der Gegenstédnde pro Platz ist das Ergebnis der Division.

Diese Divisionsmethode spiegelt sich, mit einer kleinen Verdnderung, auch in der hergeleiteten Divisionsvorschrift wieder:
Wahrend Kinder tblicherweise bei jedem Schritt nur einen einzigen Gegenstand auf einen Platz verteilen, kann man sich

die hergeleitete Vorschrift so veranschaulichen, als ob sie pro Schritt auf alle Pliatze jeweils einen Gegenstand verteilt.

Die Division n : m bedeutet also, dass insgesamt n Gegenstdnde auf m Platze verteilt werden. Die rechte Seite der Regel II.,
1+ (n —m) : m, bedeutet dann, dass m Gegenstande verteilt wurden, und fiir den néchsten Schritt dementsprechend nur
noch n — m Gegenstdnde tibrig sind. Dass jeder Platz jeweils einen Gegenstand erhalten hat, begriindet das Hinzustellen
des Summanden 1.

1.1.2 Relationen

In den folgenden Abschnitten wird definiert, was es bedeutet, wenn zwei Zahlreprasentanten zueinander kleinergleich,
kleiner, gleich, grofer oder gréfergleich sind.

Die Definition der Gleichheit ist oberflachlich betrachtet trivial, fihrt jedoch das Konzept der ,strukturellen Gleichheit®
ein, das bei den ganzen, rationalen und surrealen Zahlen eine wichtige Rolle spielt.

Bei der Definition der Kleinergleichrelation wird sich eine bemerkenswerte Symmetrie zeigen.

Gleichheit

Bei den natitirlichen Zahlen wie hier vorgestellt ergibt sich die Gleichheit aus der sog. strukturellen Gleichheit (structural
equality). ,Strukturelle Gleichheit* bedeutet, dass man die Gleichheit nicht etwa tiber bestimmte Eigenschaften der Zahlen
festlegt (man koénnte beispielsweise definieren: ,Zwei Zahlen sind genau dann &dquivalent, wenn ihre Quersummen gleich
sind.”), sondern dass die Gleichheit unmittelbar aus dem Aufbau der Objekte — aus ihrer Identitat — folgt.

Zwei Zahlen sind also genau dann gleich, wenn die Nachfolgerfunktion gleich oft angewendet wurde. In Symbolen:

0 = 0 < (wahr)
Sn) = Sm) & n=m

Das mag zundachst trivial erscheinen; bei der Definition der ganzen, rationalen und surrealen Zahlen aber muss man um

die strukturelle Gleichheit wissen, da dort die strukturelle Gleichheit keine sinnvolle Aquivalenzrelation darstellt.

Kleiner-, Kleinergleich-, Grofiergleich- und Grofierrelation

Weniger trivial als die Definition der Gleichheitsrelation sind die Definitionen von Kleiner-, Kleinergleich-, Grofergleich-

und Groferrelation.

Anstatt die Definitionen der Relationen alle eigens herzuleiten, ist es praktischer, zunichst zu untersuchen, in welcher

Beziehung die Relationen zueinander stehen — insbesondere, ob man einige Relationen durch andere ausdriicken kann.

Dabei erkennt man, dass man alle Relationen durch die Kleinergleichrelation ausdriicken kann ([11], S. 10):
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Ausdruck der Kleiner-, Grofier- und Grofiergleichrelation der natiirlichen Zahlen durch die Kleinergleichrelation
< m = n<mundn#m
> m & ng€m
> m = n>modern=m

mit n, m € Np.

Definiert man also die Kleinergleichrelation (<), so ergibt sich die Bedeutung der anderen Relationen ,automatisch”.

Zur Herleitung der Kleinergleichrelation kann man &dhnlich wie zur Herleitung der Rechenoperatoren verfahren; man

betrachtet also zunéchst einfache Falle, auf die man den komplizierten Fall zurtickftihrt.

Im Fall der Kleinergleichrelation sind die Vergleich von und mit Null einfach; man definiert:

0 < n :< (wahr) mit n € No.

n £ 0 :& (wahr) mit n € N, oder, umgeformt: S(n) £ 0 mit n € Ny — jeder Nachfolger ist grofer als Null.

Zur Herleitung der Definition fur die anderen Falle kann man u < v ansetzen und dann das bereits bekannte Wissen tiber

Aquivalenzumformungen von Ungleichungen nutzen:

U < v & (Schreiben von v und v als Nachfolger)
s n+l < m+1 & (Abziehen von 1 auf beiden Seiten)
& on < m

Anders geschrieben:

Definition der Kleinergleichrelation auf den natiirlichen Zahlen

m &< (wahr)
& (wahr)
S(m) = n<m

2
S

IA A IA
o

. S(n)

mit n,m € Np.

Beispiele:
1 < 3 & (Schreiben als Nachfolger)
& S0 < S2) < (Anwenden der Kleinergleichrelationsvorschrift)
=3 0 < 2 < (wahr)
3 > 1 = (Schreiben als Kleinergleichrelation)
= 3 £ 1 & (Schreiben als Nachfolger)
< S2) £ S0 < (Anwenden der Kleinergleichrelationsvorschrift)
& 2 £ 0 < (wahr)

Die hier definierte Kleinergleichrelation ist, wie sie es auch sein sollte, reflexiv (n < n far alle n € Ny), antisymmetrisch (aus
n < m und m < n folgt n = m) und transitiv (aus z < y und y < z folgt x < 2). Da sich die Beweise dieser Eigenschaften
aus vollstandiger Induktion tiber mehrere Variablen ergeben, sind sie vergleichsweise lang, weswegen ich sie hier nicht
ausfiihre.

— Idee hinter der Definition

Die Idee, die hinter der hergeleiteten Kleinergleichrelationsvorschrift steckt, ist die gleiche wie die der Subtraktionsvor-
schrift, die ,Relativitit*: Ob zwei Zahlen zueinander kleinergleich sind, hangt nicht von ihren absoluten Zahlenwerten
ab.

Dass der Subtraktions- und der Kleinergleichrelationsvorschrift die gleiche Idee zugrundeliegt, kann man schon an der
Symmetrie der Notationen der Definitionen erkennen:

Regel 1. der Subtraktionsvorschrift: S(n)—S(m) = n—-m
Regel III. der Kleinergleichrelationsvorschrift: S(n) < S(m) < n<m
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1.1.3 Natur des Anfangselements und der Nachfolgerfunktion

Die Existenz eines Anfangselements, das man mit ,Null* bezeichnet, und einer Nachfolgerfunktion S gentigen, um eine
Menge der Reprasentanten natirlicher Zahlen zu konstruieren.

An das Anfangselement stellt man dabei keinerlei Forderungen - es ist lediglich ein Symbol, 4hnlich wie es die Elemente
von Ergebnisrdumen in der Kombinatorik sind.

Die einzige Bedingung, die eine Funktion erfillen muss, damit man sie als Nachfolgerfunktion zur Konstruktion der
nattrlichen Zahlrepriasentanten nutzen kann, ist, dass der Nachfolgerreprasentant S(n) eines Zahlrepriasentanten n ein-
deutig ist — fir jeden Nachfolgerreprasentant S(n) gibt es genau einen Zahlreprasentanten n, von dem S(n) der Nachfolger

ist. In Symbolen: S(n) = S(m) = n=m

Uber die Identitit des Anfangselements und der Nachfolgerfunktion habe ich in den vorhergehenden Abschnitten keine
Aussagen getroffen, 0 und S blieben also abstrakt. Insbesondere habe ich nirgendwo den Term S(n) definiert.

Man kann aber auch 0 und S konkrete Werte zuweisen. Bekannt ist dieses Vorgehen aus der analytischen Geometrie, bei
der man - je nach Vorliebe und Einsatzzweck — Vektoren beispielsweise konkret als Dreiertupel reeller Zahlen, Polynome
bis zum Grad 3, oder Mengen parallelgleicher Pfeile begreift, oder aber abstrakt bleibt und allgemein rechnet — ohne Bezug
auf eine bestimmte Realisierung der Axiome.

Der Vorteil der Konkretisierung liegt darin, dass man moglicherweise einfacher denken kann oder dass sich rechneri-
sche Vorteile ergeben. Ein solcher rechnerischer Vorteil ergibt sich beispielsweise bei der tiblichen mengentheoretischen
Realisierung der nattrlichen Zahlen, die ich im néchsten Abschnitt beschreiben werde.

Wichtig ist, dass einem bewusst ist, dass es keinesfalls notwendig ist, 0 und S zu konkretisieren. Anfangselement und
Nachfolgerfunktion abstrakt zu lassen, ist genauso moglich und hat (je nach persénlichem Geschmack) den Vorteil, dass
man die natirlichen Zahlen nicht in eine bestimmte Realisierung ,zwingt".

1.2 Mengentheoretische Realisierung der natiirlichen Zahlen

Um 1900 herum war es den Mathematikern besonders wichtig, die Erkenntnisse der letzten Jahrhunderte zu formalisie-
ren. Als zugrundeliegendes Axiomensystem nutzte man die Mengenlehre. ([20], S. 1)

Die nattirlichen Zahlen ergeben sich in den mengentheoretischen Umgebung dadurch, indem man das Anfangselement 0
und die Nachfolgerfunktion S sinnvoll konkretisiert. Eine fir die Mengenlehre niitzliche Konkretisierung enteckte/erfand
Richard Dedekind [16] und lautet wie folgt:

Mengentheoretische Definition der natiirlichen Zahlen
0:={}
S:Mw+— S(M):=MU{M}

Damit ergeben sich fiir die Zahlensymbole folgende Definitionen:

0 = {} (nach Definition)

1L = S0)=5})={u{{}}={{}={0}

2 = 5(1)=5(0}) = {0} u{{0}} = {0,{0}} = {0,1}

3 = 8(2)=5(0,1}) = {0,1}u{{0,1}} = {0,1,{0,1}} = {0,1,2}
4 = S3)=---={0,1,2,3}

Die Menge der Reprdsentanten nattirlicher Zahlen ist dementsprechend:

No = {075(0)75(5(0))7S(S(S(O)))7} = {{}7{0}7{071}’{07172}7"'}

Man begreift Reprasentanten natirlicher Zahlen also als die Menge ihrer Vorgdngerreprasentanten.

Beispiel: 6 = {0,1,2,3,4,5} = {n € Ng |n < 6}.
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Die Definitionen der Rechenoperatoren und Relationen kann man analog wie die Zahlensymbole in den Formalismus der
Mengenlehre tberfiihren; man also lediglich ,0* durch ,{}* ersetzen und statt ,S(M)* ,M U {M}" schreiben. Beispielsweise
lautet die auf diese Weise tibergefiihrte Definition der Addition wie folgt:

Mengentheoretische Definition der Addition auf den natiirlichen Zahlen
I. N + {} = N

I N + (Mu{M}) = S(IN+M)=(N+M)U{N+ M}

mit N, M € No.

Dadurch, dass 0 und S jetzt nicht mehr rein abstrakt sind, sondern konkretisiert wurden, kann man einige der tibertragenen
Definitionen vereinfachen.

Beispielsweise kann man die Kleinergleichrelation (<) auf die (unechte) Teilmengenrelation (C) reduzieren. Diese Vereinfa-
chung ist zulédssig, da ein Reprasentant einer nattirlichen Zahl in der mengentheoretischen Realisierung der Peano-Axiome

die Menge der Reprasentanten all ihrer Vorganger ist; ein Zahlenbeispiel verdeutlicht den Zusammenhang:

2 < 5 = (Schreiben als Mengen)
< {0,1} < {0,1,2,3,4} < (Ausnutzen von (<) =(Q))
< {0,1} C {0,1,2,3,4} < (wahr)

1.3 Verallgemeinerung der mengentheoretischen Realisierung der Peano-Axiome

Verbreitet ist auch noch eine Verallgemeinerung der im letzten Abschnitt vorgestellten mengentheoretischen Realisierung
der natuirlichen Zahlen. Betrachtet man die Anzahl der Elemente der mengentheoretischen Reprasentanten nattrlicher
Zahlen (die ja Mengen sind). . .

0 = {h keine Elemente

1 = {0} ein Element

2 = {0,1}: zwei Elemente

3 {0,1,2}: drei Elemente

...so fallt auf, dass der Repriasentant jeder Zahl genau so viele Elemente enthalt, wie die Zahl, die er reprasentiert, grof3
ist.

Als Verallgemeinerung liegt nun nahe, einen Repriasentant einer nattirlichen Zahl als die Menge aller Mengen, die so viele

Elemente enthalten, wie die Zahl, die er reprasentiert, grof ist, zu begreifen. In Symbolen:

Verallgemeinerte mengentheoretische Definition der Zahlensymbole fiir natiirliche Zahlen

:= {M| M ist eine Menge und M enthélt keine Elemente}

= {M| M ist eine Menge und M enthilt ein Element}

= {M | M ist eine Menge und M enthalt zwei Elemente}
{M | M ist eine Menge und M enthalt drei Elemente}

w N = O

Die im letzten Abschnitt vorgestellten Reprasentanten nattrlicher Zahlen der speziellen mengentheoretischen Realisierung
der Peano-Axiome sind Elemente der verallgemeinerten Reprasentanten. Beispielsweise ist 3spesiel = {Ospez., Lspez., 2spez } und

Baligemein = 4 {Ospez., Lspez., 2spez. } - - - andere Mengen mit genau drei Elementen. . .

3spez.

Die Idee hinter dieser verallgemeinerten Realisierung liegt in der Abstraktion von Mengen auf ihre Méachtigkeit hin:
Mengen, auch des Alltags (Taschen, Koffer), konnen unabhéngig von der Art ihres Inhalts in der Zahl ihrer Elemente

Ubereinstimmen.

Bei Kindern gilt diese Abstraktionsfahigkeit als eine Voraussetzung zum Rechnen ([6], S. 5).
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2+2=4

1N <
<

Abbildung 2: Veranschaulichung der Addition nattirlicher Zahlen am Zahlenstrahl

1.4 Visualisierung natiirlicher Zahlen am Zahlenstrahl

Ein beliebtes Mittel zur Veranschaulichung nattirlicher Zahlen ist der Zahlenstrahl. Dabei werden Zahlen mit Positionen
auf dem Strahl identifiziert, und auch Addition und Subtraktion kénnen durch Hinzunehmen eines zweiten Strahls und
geeignetem Verschieben erklédrt werden (Abb. |2 oben).

Man sollte sich aber dariiber bewusst sein, dass die oft ohne zu hinterfragen akzeptierte Aquidistanz der Zahlen auf dem
Zahlenstrahl keineswegs aus der mathematischen Definition der natirlichen Zahlen nach Peano folgt.

Die Peano-Axiome fordern lediglich eine Nachfolgerfunktion S, die einem Zahlreprasentanten n seinen eindeutigen Nach-
folgerreprasentanten S(n) zuordnet. Méchte man das Konzept des Zahlenstrahls mittels der Peano-Axiomen formalisieren,
so kann man fiir S beispielsweise folgende Funktion nehmen:

S: Position — von Position ausgehend eine Lingeneinheit weiter rechts

Genauso verwendbar wére aber eine Nachfolgerfunktion S, die abhéngig vom Zahlreprasentanten n, dem sie seinen Nach-
folgerreprasentanten S(n) zuordnet, unterschiedlich weit nach rechts geht.

In der Tat nutzt man das Konzept des nicht-dquidistanten Zahlenstrahls, beispielsweise bei der Multiplikation und Divi-
sion mittels Rechenschiebern [15]. Dort wird eine Zahl z nicht « LE, sondern logz LE (die Wahl der Basis unterliegt nur
praktischen Uberlegungen) von einem Ursprung entfernt aufgetragen.

Zur Multiplikation und Division werden dann die besonderen Eigenschaften der Logarithmusfunktion,
log z + logy = log(z - y) und
logz — logy = log(z : y),

ausgenutzt; man fahrt also Multiplikation und Division auf Addition bzw. Subtraktion zurtick. Addition und Subtraktion
erfolgen wie beim dquidistanten Zahlenstrahl durch geeignetes Verschieben zweier Strahle.

2 Ganze Zahlen

Zur Definition der ganzen Zahlen und der Operationen auf den ganzen Zahlen sind verschiedene Ansitze denkbar. Zwei

Ansitze werden hier vorgestellt. Der eine ist vergleichsweise naheliegend, der andere komplizierter.

Beide haben ihre Vor- und Nachteile. Wie bei den natiirlichen Zahlen ist keine Realisierung der ganzen Zahlen besonders
Jnaturlich“ oder auf eine andere Art und Weise ausgezeichnet; je nach Geschmack und Situationsanforderungen kann
man zwischen den verschiedenen denkbaren Ansitzen frei wahlen.
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2.1 Ganze Zahlen als Verkniipfung der positiven natiirlichen Zahlen mit zwei Symbo-
len

Man kann die ganzen Zahlen in drei Klassen einteilen: die negativen ganzen Zahlen, die Zahl Null, und die positiven ganzen
Zahlen. Die positiven ganzen Zahlen unterscheiden sich von den negativen nur in ihrem Vorzeichen. Es liegt daher nahe,
Reprasentanten positiver und negativer ganzer Zahlen als Verkniipfung eines Symbols + bzw. — mit den Reprasentanten

nattrlicher Zahlen anzusehen. In Symbolen:

Z := ({+,—} x N*) U {0}, wobei .0° auf der rechten Seite der Definition lediglich als Symbol, und nicht als den bereits
definierten Reprasentanten der nattirlichen Zahl Null, begriffen werden soll. Man nutzt zur Darstellung dieses Symbols
trotzdem den tblichen Glyphen fiar Null, da dieses Symbol die Rolle der Null der ganzen Zahlen tibernehmen wird; die
Lesbarkeit wird durch die Assoziationen, die der vertraute Glyph weckt, erhoht.

Beispiele: 3z = (+,3y+),  (—4), = (—,4n+)

Um die Elemente von Z mit denen von Ny unterscheiden zu kénnen, werde ich Indizes nach Zahlsymbolen und Ver-
kntipfungen nutzen. Beispielsweise meint ,3;" den Reprdsentanten der ganzen Zahl Drei aus Z, wahrend .3y, fir den
Reprasentanten aus Ny steht. Wenn die Typzugehorigkeit aus dem Zusammenhang folgt, werde ich auf die Indizes der
Ubersichtlichkeit halber verzichten.

Diese mathematische Formalisierung des Begriffs der ganzen Zahlen kommt dem Alltag sehr nahe: Ganze Zahlen be-
trachtet man nicht als etwas von den natirlichen Zahlen voéllig verschiedenes, sondern lediglich als eine naheliegende
Erweiterung.

Dementsprechend fihrt man auch im Alltag die Rechenoperatoren und Relationen der ganzen Zahlen auf eine einfache
Art und Weise auf die entsprechenden Regeln der nattrlichen Zahlen zurtick. Dies driickt sich beispielsweise in Regeln
wie ,minus mal minus ist plus* aus: Man ignoriert zunichst die Vorzeichen und rechnet tiber die Regeln der nattrlichen

Zahlen, und stellt dann dem Ergebnis noch ein Vorzeichen voraus.

2.1.1 Vorteile dieser Definition

Diese Realisierung der ganzen Zahlen hat den Vorteil, dass die Reprasentation einer Zahl eindeutig ist: Jede ganze Zahl
hat genau einen Reprasentanten in Z.

(Das ist nicht selbstverstandlich: Beispielsweise ist die Repriasentation einer Zahl bei der alternativ denkbaren Definition
Z' = {+, -} x Ny nicht eindeutig, da es in Z' zwei Reprdsentanten fir Null gibt: (+,0y,) und (—, Ox,).)

Das hat sprachliche Konsequenzen: Da jeder Zahl umkehrbar eindeutig genau eine Reprisentation — ein Element von
Z — zugeordnet ist, kann man die ganzen Zahlen mit den Elementen von Z identifizieren, also die Unterscheidung von
abstrakten Zahlen und Reprasentanten der Zahlen fallen lassen.

Auferdem muss man somit, wie auch bei den nattirlichen Zahlen, nicht eigenhéndig die Gleichheitsrelation definieren
— die Gleichheitsrelation folgt aus der strukturellen Gleichheit; zwei Reprasentanten ganzer Zahlen, z und y, sind genau
dann gleich, wenn sie in ihrer Identitit tibereinstimmen.

Anders ausgedriickt: 0 € Z ist nur zu sich selbst gleich. Fur die anderen Repriasentanten gilt: Zwei Reprasentanten
ganzer Zahlen, (s1,n1) und (s, n2), sind genau dann gleich, wenn das Symbol tibereinstimmt und die nattirlichen Zahlre-
prasentanten n; und ms gleich sind. In Symbolen:

(s,m) #0

(s1,m1) = (s52,m2) & s1 = s2 und n; = na

2.1.2 Nachteile dieser Definition

Nachteil dieser Realisierung der ganzen Zahlen ist, dass die Definitionen der Operatoren und Relationen auf den ganzen
Zahlen nicht sehr elegant sind: Es sind viele Fallunterscheidungen notwendig, um die drei Klassen abzudecken. Beispiels-
weise ist die Addition nicht so einfach wie bei den nattrlichen Zahlen als n + 0 := n, n + S(m) := S(n + m) definierbar,
sondern benétigt acht (!) Fallunterscheidungen:
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0 firz = —y
y firx =0und z # —y
(4, ]| +ng ly]) farz >0undy >0
ety im (+, ]z =~ ly|) farz >0und y < 0 und |z| > |y|
(=, ]y] =~y |z|) farz >0und y < 0 und |z| < |y|
(=, ]| +n ly]) farz <O0und y <0
(=, ]z| =~ ly|) farz <O0undy > 0und |z| > |y|
(+,]y] =~ |z|) farz < O0und y > 0 und |z| < |y|
mit:
0z far z = 0z
—z: =4 (—,n) furz=(+,n)

(+,n) far z=(—,n)

‘ ‘ ONO far z = OZ
Z| =
n  far z = (s,n)
Diese Definition der Addition auf den ganzen Zahlen spiegelt die Idee wieder, dass man im Alltag die Operatoren auf den
ganzen Zahlen auf Operatoren auf den nattirlichen Zahlen zurtckfiihrt. Damit man korrekte Ergebnisse erhélt, muss man

dazu die Vorzeichen und absoluten Zahlenwerte der Operanden miteinander vergleichen.

2.1.3 Abwigung der Vor- und Nachteile

Mir erscheint der Nachteil der uneleganten Definitionen fiir wichtiger als die Vorteile dieser Realisierung, weswegen ich die
Realisierung der ganzen Zahlen als Verkniipfung der natiirlichen Zahlreprasentanten mit zwei Symbolen hier nicht weiter

ausfiihren werde.

Stattdessen werde ich einen anderen Ansatz vorstellen, bei dem die Definitionen der Rechenoperatoren sehr elegant und

kurz sind und ohne Fallunterscheidungen auskommen.

Da, wie erwdhnt, keine Realisierung besonders ausgezeichnet ist, kann man nicht sagen, eine Realisierung sei allgemein
sbesser” als eine andere. Vielmehr haben Realisierungen je nach Einssatzzweck und Geschmack Vor- und Nachteile.

2.2 Ganze Zahlen als Paare natiirlicher Zahlen

Man kann ganze Zahlen auch durch Paare zweier nattirlicher Zahlreprasentanten reprasentieren: Z := Ny x Np.

Dabei begreift man ein Paar (n,m) € Z als Differenz der natiirlichen Zahlreprasentanten n und m, also als n — m; die
+Relativitat der Differenzoperation” wird unterstrichen (beispielsweise ist 8 — 3 gleich 9 — 4 gleich 10 — 5). n bezeichne ich
als ,Vorwéartszdhlkomponente“, m als ,Rickwéartszahlkomponente* des Paars (n,m).

Beispiele: 3z = (3ng,0ng) = (48, Ing) = (B, 28g) = --+0 (=4)z = (O, 4ng) = (Invg, 5vp) = (20, 61v) = -+

(Die genauere Bedeutung des =-Zeichens werde ich gleich genauer erldutern; aus formalen Grinden darf man nicht das
Gleichheitszeichen (=) an dieser Stelle nutzen. Statt Ny konnte man auch Elemente aus Nt oder aus bestimmten anderen
Teilmengen von No, {n € Ny |n > k} (mit k£ beliebig), zur Paarbildung heranziehen.)

Wahrend man bei den nattuirlichen Zahlen nach Peano mittels einer Nachfolgerfunktion S nur vorwérts zahlt, zahlt man
bei dieser Realisierung der ganzen Zahlen auch riickwarts:

Die erste Paarkomponente n eines Repriasentanten einer ganzen Zahl, (n,m), gibt an, wie oft, von der Null beginnend,
vorwarts gezahlt werden soll, und die zweite Komponente m gibt an, wie oft, ausgehend vom Ergebnis des Vorwartszahlens,

man ruckwaérts zidhlen soll.
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2.2.1 Vor- und Nachteile dieser Definition

Bei dieser Realisierung der ganzen Zahlen ist die Zahlreprasentation nicht eindeutig: So bedeuten beispielsweise die Paare
(8,3), (9,4) und (10,5) dieselbe Zahl 5;. Dies ist nicht ganz unproblematisch, da viele Denkgewohnheiten nicht mehr
sinnvoll anwendbar sind.

Auf der anderen Seite lasst diese Definition sehr elegante Definitionen der Rechenoperatoren und Relationen zu. Ich
erachte diesen Vorteil fiir wichtiger als die Nachteile, die sich durch die nicht-eindeutige Zahlreprasentation ergeben,
und werde daher diesen Ansatz hier ndher ausfithren. Auch werde ich zwei Methoden vorstellen, die das Problem der
nicht-eindeutigen Zahlreprasentation 16sen.

2.2.2 Relationen

Bei der Definition der Rechenoperatoren und Relation auf den ganzen Zahlen greift man auf die Verknupfungen der
natirlichen Zahlen zurtick. Anders als bei der zuerst vorgestellten Realisierung der ganzen Zahlen sind die Definitionen
sehr kurz und kommen ohne Fallunterscheidungen aus.

Die Problematik, inwieweit man sicher sein kann, dass die hier prasentierten Vorschriften den bekannten Vorschriften
entsprechen, die ich im Rahmen der natiirlichen Zahlen auf S. 4] erlautert habe, betrifft die ganzen Zahlen (naturlich)
ebenfalls.

Aquivalenzrelation

Wie angedeutet, ist bei der Realisierung der ganzen Zahlen als Paare natirlicher Zahlreprasentanten die Reprasentation
einer Zahl nicht eindeutig. Man mdéchte nun trotzdem ganze Zahlen hinsichtlich ihrer Gleichheit vergleichen kénnen; dazu
muss man also eine Gleichheitsrelation definieren.

Anders als bei der Realisierung der natiirlichen Zahlen nach Peano, bei der die Zahlreprdsentation eindeutig ist und damit
die Gleichheitsbeziehung unmittelbar aus der strukturellen Gleichheit folgt, muss man bei der Realisierung der ganzen
Zahlen als Paare natiirlicher Zahlreprasentanten die Aquivalenzrelation eigens definieren.

Anders formuliert méchte man gerne sagen, dass zwei Repriasentanten ganzer Zahlen, die hinsichtlich ihrer Identitat
unterschiedlich sind - beispielsweise (8,3) und (9,4) -, trotzdem aquivalent sind. Man schreibt dann (8,3) = (9,4); die
Aquivalenzrelation (=) muss man aber noch definieren.

Zur Herleitung der Aquivalenzbeziehung kann man die Grundidee der Definition von Z aufgreifen: Ein Reprasentant einer
ganzen Zahl, (n, m) mit n, m € No, begreift man als die Differenz n — m.

Es liegt daher nahe, zwei Zahlreprasentanten (n,m) und (v, u) mit n,m,v, u € Ny genau dann als dquivalent zu erklaren,

wenn n —m =y, v — i ist.
Problem an dieser Definition ist, dass die Subtraktion n — m bzw. v — u nicht fur alle n,m € Ny bzw. v, u € Ny definiert ist.

Moéchte man beispielsweise die Gleichheit von (—2), = (3x,,5y,) zu einem anderen Ganzzahlreprasentant untersuchen,
misste man, wenn man dieser Definition folgt, die Differenz aus 3y, und 5y, berechnen. 3y, — 5y, ist aber nicht definiert;
die Definition ist also unzureichend, da sie nicht auf alle Reprasentanten ganzer Zahlen anwendbar ist.

Mittels des Wissens tiber Aquivalenzumformungen von Gleichungen kann man die Definition aber so umformen, dass sie
fur alle Reprasentanten ganzer Zahlen anwendbar wird:

n-m = v—pu << (Hertiberbringen von m und )
< nt+p o= v+m
Dieser Ausdruck ist far alle n,m,v,u € Ny definiert. Man kann daher definieren: Zwei Reprdsentanten ganzer Zahlen,
(n,m) und (v, n) mit n,m,v, u € Ny, sind genau dann aquivalent, wenn der nattirliche Zahlreprasentant n + p gleich dem
natirlichen Zahlreprasentant v + n ist. In Symbolen:

Definition der Aquivalenz auf den ganzen Zahlen
(n,m) =z (v, n) & n+ p=n, v+ mmit (n,m), (v,n) € Z.
Die Ungleichheit (#) ergibt sich als die logische Umkehrung dieser Definition:

(n,m) #z (v, 1) & n+ p #n, v +m mit (n,m), (v, n) € Z.
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Bei dieser Definition der Aquivalenz ist also nicht die Identitdt der Zahlrepriasentanten entscheidend (wie sie es bei der
Realisierung der nattirlichen Zahlen nach Peano ist und dort auch sinnvoll ist), sondern vielmehr der Vergleich zweier
nattrlicher Zahlreprasentanten, die sich auf eine bestimmte Art und Weise aus den Reprasentanten der ganzen Zahlen
ergeben.

Es ist wichtig, die strukturelle Gleichheit (=) von der hier definierten Aquivalenzrelation (=) zu unterscheiden. Beispiels-
weise ist (3,5) hinsichtlich der strukturellen Gleichheit, die die Identitdt der Reprasentanten vergleicht, nicht zu (4, 6)
gleich ((3,5) # (4,6)), da 3 # 4 und 5 # 6, wohl aber hinsichtlich der Aquivalenzrelation =, die anhand der hergeleiteten
Vorschrift vergleicht: (3,5) = (4,6), da 3+ 6 =n, 4 + 5.

—— ——

9 9

Hinsichtlich der strukturellen Gleichheit ist (3,5) nur zu sich selbst, und zu keinem anderen Paar nattirlicher Zahl-
repriasentanten, gleich; hinsichtlich der Aquivalenzrelation ist (3,5) zu sich und zu unendlich vielen weiteren Paaren
aquivalent.

- Illustration des Aquivalenzkonzepts anhand der Kongruenz in der Geometrie

Aquivalenzrelationen fithrt man nicht nur im Kontext des formalen Aufbaus der Zahlen ein, sondern auch in anderen Teil-
gebieten der Mathematik, beispielsweise in der Geometrie: Dort kann man Dreiecke als 3-Tupel der Eckpunktskoordinaten
begreifen. Die strukturelle Gleichheit driickt dann aus, dass zwei Dreiecke (A, B,C) und (X,Y, Z) mit den Eckpunkten
A, B,C bzw. XY, Z genau aufeinander liegen, also dass (4, B,C) = (X,Y, Z) gilt, was bedeutet, dass A = X, B =Y und
C = Z gelten.

Eine mégliche Aquivalenzrelation ist in diesem Kontext dann die Kongruenzrelation, bei der nicht die absolute Lage der
Dreiecke relevant ist, sondern nur entscheidend ist, ob die Dreiecke durch Kongruenzabbildungen zur Deckung gebracht
werden kénnen. [12]

Formalisieren kénnte man die Definition der Kongruenzrelation beispielsweise wie folgt:
(A,B,C)=(X,Y,Z) > AB=XY und BC=YZund CA=ZX

Wie auch bei der Aquivalenz ganzer Zahlreprasentanten muss man dabei zwischen der strukturellen Gleichheit und der
Kongruenz unterscheiden; die Verwechslungsgefahr ist aber in der Geometrie geringer, da der Umgang mit Dreiecken viel
anschaulicher ist als der formale Aufbau der Zahlenmengen.

- Eigenschaften der Aquivalenzrelation

Von einer Aquivalenzrelation erwartet man, dass sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist [12]. Die hergeleitete Aquiva-
lenzrelationsvorschrift der ganzen Zahlen erfallt diese drei Bedingungen:

¢ Reflexivitdt bedeutet, dass jeder Reprasentant einer Zahl zu sich selbst dquivalent ist.

Beweis:
(n,m) =z (n,m) < (Anwenden der Aquivalenzrelationsvorschrift)
& n+m o=y, n+m & (wahr)
* Symmetrie bedeutet, dass, wenn ein Reprasentant x zu einem Reprasentanten y dquivalent ist, auch y zu z Aquivalent
ist.

Die Symmetrie der aufgestellten Aquivalenzrelation folgt aus der Symmetrie der strukturellen Gleichheit (=):

r =z oy = (Schreiben als Paare)
& (n,m) =z (vu) < (Anwenden der Aquivalenzrelationsvorschrift)
& n4+p o =n, V+m & (Vertauschen der beiden Seiten)
& v4+m =, nt+p & (Riickwiértiges Anwenden der Aquivalenzrelationsvorschrift)
& (vp) =n, (n,m) < (Schreiben als ,z* und ,y")
54 Yy =z X

¢ Transitivitit bedeutet, dass, wenn ein Reprasentant = zu einem Repriasentant y 4quivalent ist, und wenn y zu einem
Reprasentant z dquivalent ist, auch z zu z dquivalent ist. In Symbolen: s =y und y =z = . = z mit z,y, z € Z.

Voraussetzungen:
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I. I:(n,m) =7 (l/hu):y =N n_|_'u — l/-‘rm
IL. y:(l’v,u) =z a,b)zz =3 v+b = a+u
Behauptung: z = (n,m) = (a,b

Beweis:

. & r = y =S (Anwenden der Aquiva]enzrelationsvorschn'ft)
= n+p = v+m = (Addieren von (v + b) zu beiden Seiten)
& n4+pt+vrv+b = v+m4rv+b & (Schreiben von ,v + b* der rechten Seite als ,a + p“, nach II.)
S n+pu+rv+b = v+4mtatpy & (Abziehen von (u + v) auf beiden Seiten)
= n+b = m+ta RS (Umdrehen der Summationsreihenfolge auf der rechten Seite)
& n+b = a+m & (Riickwirtiges Anwenden der Aquivalenzvorschrift)
& (n,m) = (a,b) < Beh.

- Definition der Zahlensymbole fiir ganze Zahlen

Die Aquivalenzrelation ist auch wichtig zur Definition der Bedeutung der Zahlensymbole. Im Einfiihrungsbeispiel auf
S. vermied ich es, Zahlensymbole mit der strukturellen Gleichheit (=) zu erklaren, ich lief also die Identitdt der
Zahlensymbole undefiniert:

3z = (3N070N0) = (4N071N0) = (5N0>2N0) = (_4)2 = (0N074N0) = (1N075N0) = (2N0>6N0) =

Stattdessen nutzte ich die Aquivalenzrelation (=). Das hat den Grund, dass es unendlich viele mégliche Paare nattirlicher
Zahlreprasentanten gibt, die hinsichtlich der Aquivalenzrelation (=) alle dieselbe ganze Zahl reprisentieren.

Hinsichtlich der Rechenoperatoren (+, —, -, :) und Relationen (<, <, >, >) ,verhalten” sich all diese unendlich vielen
Reprasentanten gleich. Willktirlich fiir jede Zahl einen Reprasentanten herauszusuchen, den man dann zur Definition der
Bedeutung des entsprechenden Zahlsymbols nutzen wtirde, erscheint daher nicht sinnvoll.

(Ich werde beim Abschnitt tiber die Wiederherstellung der Repréasentationseindeutigkeit auf S. zeigen, dass dieses
Vorgehen durchaus Sinn ergeben kann, vorausgesetzt, dass man noch ein paar andere Dinge beachtet.)

Den Problemen kann man also aus dem Weg gehen, indem man die Bedeutung der Zahlsymbole hinsichtlich der struktu-
rellen Gleichheit vorerst nicht definiert und nur die Aquivalenzrelation zur Definition nutzt:

Definition der Zahlensymbole fiir ganze Zahlen

Oz = (ONU 5 ONO)Z

1z = (1N070No)z (_1)2 = (ONo,lNo)Z
2z = (2n9,0n9)y (=2); = (Ongs2ng)y
= (ONO’ 3N0)Z

3z = (3N07 Ong )Z (_3)2

Man trifft zunachst keine Entscheidung tiber die Identitat der Zahlensymbole, die folgenden Ausdriicke sind also undefi-
niert:

0z=21z2=722=7,...

Um die folgenden Definitionen der Relationen und Rechenoperatoren anwenden zu kénnen, ist es notwendig, fiir ganze
Zahlen bestimmte Reprasentanten auszuwéhlen. Da, wie ich stellenweise auch beweisen werde, sich alle Reprasentanten
einer ganzen Zahl ,gleich verhalten®, kann diese Wahl willktirlich erfolgen; was das konkret bedeutet, wird im néchsten
Abschnitt klar werden.

Kleiner-, Kleinergleich-, Grofiergleich- und Groflerrelation

Wie bei der Definition der nattirlichen Zahlen in dieser Arbeit kann man auch bei den ganzen Zahlen die Kleiner- (<),
Grofiergleich- (>) und Gréferrelation (>) auf die Kleinergleichrelation (<) zurtckfahren. ([11], S. 10)

Bei der Realisierung der ganzen Zahlen als Paare nattrlicher Zahlrepriasentanten ergibt sich dabei eine sprachliche Un-
sauberkeit: Da, wie bereits erliutert, die strukturelle Gleichheit keine sinnvolle Aquivalenzrelation auf den ganzen Zahlen
darstellt, ist auch die Relation ,kleiner oder strukturell gleich* nicht besonders sinnvoll - beispielsweise ware (3, 5) nicht
kleinergleich zu (4, 6), obwohl beide Paare (—2) reprasentieren.
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Stattdessen meine ich im Folgenden mit der ,Kleinergleichrelation® die Relation ,kleiner oder dquivalent‘; dementspre-
chend musste es auch ,Kleinerdquivalentrelation” heien. In der Literatur wird dieser Begriff aber nicht genutzt. Ich folge
der Konvention und schreibe ,Kleinergleichrelation® bzw. ,<". Analoges gilt fur die Grofergleichrelation.

Zur Herleitung der Kleinergleichrelation kann man analog zur Herleitung der Aquivalenzrelation die Paare als Differenzen
begreifen und das bereits bekannte Wissen tiber Aquivalenzumformungen von Ungleichungen nutzen:

(n,m) <z (vp) & (Umschreiben als Differenzen)
& n—-m <y, V—pu & (Hertiberbringen von m und )
& nt+p <y, vV+mM

Der Ausdruck der vorherigen Zeile ist far alle n, m, v, u € Ny definiert; man kann also definieren:

Definition der Kleinergleichrelation auf den ganzen Zahlen

(n,m) <z (l/, N) S n g 4 S<ng Yty M

mit (n,m), (v,u) € Z.

Beispiel:

3z <z b5z & (Schreiben als Paare nattirlicher Zahlreprdasentanten)
< (Ong,2ny) <z (b, lng) © (Anwenden der Definition der Kleinergleichrelation)
< bng +1yg <ny bny +28 & (Ausrechnen der beiden Seiten)
& 6ng <Ny 8N & (wahr)

Um die Kleinergleichrelationsvorschrift anwenden zu kénnen, muss man als ersten Schritt sich fiir eine bestimmte Re-
prasentierung der zu vergleichenden Zahlen entscheiden. Im Beispiel wurde flir 3z willktirlich der Reprasentant (5, 2, ),
und far 5z der Reprasentant (6y,,1n,) gewdhlt; man héatte aber auch beliebige andere Reprasentanten von 3z bzw. 5z

nehmen kénnen.

Ich verzichte an dieser Stelle auf die Beweise der Reflexivitit (x < z far alle z € Z), Antisymmetrie (aus z < y und y < =
folgt = = y) und Transitivitat (aus x < y und y < z folgt = < 2). Die Grundidee der Beweise liegt darin, die Gleichungen so
umzuformen, dass man auf die Eigenschaften der Kleinergleichrelation der natirlichen Zahlen zurtickgreifen kann.

2.2.3 Rechenoperatoren

Unter der Realisierung der ganzen Zahlen als Paare naturlicher Zahlreprasentanten lassen sich die Operatoren auf ihnen
sehr elegant definieren.

Addition

Zur Herleitung der Additionsvorschrift kann man zwei Reprasentanten ganzer Zahlen, (n,m) und (v, u) mit n,m,v, u € Ny,
betrachten, und dann das bereits bekannte Wissen tber dquivalente Termumformungen nutzen:

(n—m)+w—p)= (Weglassen der Plusklammern)
= n—-m+v—pu= (Gruppieren nach Vorzeichen)
= n+v—-m-—pu= (Ausklammern der negativen Summanden)
= n+v—(m+up = (Klammern der positiven Summanden)

= (n+v)—(m+p)

Also erhilt man folgende kurze Definition der Addition, die ohne Fallunterscheidungen auskommt:

Definition der Addition auf den ganzen Zahlen

(nvm) +z (Valj/) = (n +No V¥, M N M)

mit (n,m), (v, u) € Z.

Beispiel:
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(—2), +(-5), = (Schreiben als Paare nattirlicher Zahlreprdsentanten)
= (2ng,4) +2z Ing, 14n,) = (Anwenden der Additionsvorschrift)
= (2ny + g, 4Ny + 1dn,) = (Ausrechnen der Paarkomponenten)
= (11n,,18n,) = (Schreiben als Dezimalzahl)
= (=7,

Bei der Definition der Zahlensymbole auf S. schrieb ich, jeder der unendlich vielen Repriasentanten einer ganzen
Zahl ,verhalte” sich bei den Rechenoperationen gleich. Diese Aussage kann man jetzt, mit definierter Additionsvorschrift,
uberprufen, indem man exemplarisch das Beispiel erneut ausrechnet, jetzt aber andere Reprasentationen von (—2) und
(—5) wahlt:

(=2),+(=5); = (Schreiben als Paare nattirlicher Zahlrepridsentanten)
= (4, 6n0) + (2, Trg) = (Anwenden der Additionsvorschrift)
= (4ng + 2w, 685y + Trg) = (Ausrechnen der Paarkomponenten)
= (6ng,13n,) = (Schreiben als Dezimalzahl)
= (-7),

Allgemein (mit a,b € Ny beliebig):

(n+am+a)+ v+bu+d) = (Anwenden der Additionsvorschrift)
(n+a+v+bdbm+tat+p+d) =
= (n+v,m+p) da (Anwenden der Aquivalenzdefinition):

(n+a+v+bd)+(m+pu)=n+m+v+put+at+bdb=
=m+tat+p+d)+n+rv)=n+tmt+v+putatb,
da die Np-Addition kommutiert und assoziiert.

Die hier aufgefiihrte Definition der Addition auf den ganzen Zahlen ist zur verinnerlichten Vorschrift quivalent. Um diese
Tatsache einzusehen, kann man beweisen, dass die bekannten Gesetze, die die Addition betreffen, wie beispielsweise das
Kommutativ- oder Assoziativgesetz, auch von der hergeleiteten Additionsvorschrift erftillt werden.

(Formal reicht reicht das noch nicht aus, um zu beweisen, dass die verinnerlichte Vorschrift wirklich der hier gegebenen
entspricht; vielmehr dienen die Beweise nur der Eintibung der Additionsvorschrift und zeigen dartiberhinaus noch einige
interessante Konsequenzen der Nichteindeutigkeit der Zahlreprasentation.)

* Beweis der Gultigkeit des Kommutativgesetzes (n,m) + (v, u) = (v, u) + (n, m):

(n,m) + (v,n) = (Anwenden der Additionsvorschrift)

= (n+vyv,m+up)= (Anwenden des No-Kommutativgesetzes innerhalb der Paarkomponenten)

= (v+n,pu+m)= (Schreiben als Summe zweier ganzer Zahlreprdsentanten)

= (W) + (nym)

* Beweis der Gultigkeit des Assoziativgesetzes [(ni,m1) + (n2, m2)] + (n3, ms) = (n1,m1) + [(n2, m2) + (ns, ms)]:

[(n1,m1) + (n2, m2)] + (n3,m3) = (Anwenden der Additionsvorschrift)

= (n1+n2,mi1 +m2)+ (n3,m3) = (Erneutes Anwenden der Additionsvorschrift)

= ((n1+n2) +ns, (m1 +mz2) + m3) = (Anwenden des Assoziativgesetzes der nattirlichen Zahlen)

= (n1+ (n2+n3),mi + (m2 +ms)) = (Schreiben als Summe)

= (n1,m1)+ (n2 + ns,ma +m3) = (Schreiben des zweiten Summanden als Summe)

= (n1,m1) + [(n2, m2) + (n3, ms)]

¢ Uberpriifung der Neutralitit von Null, (n,m) 4+ 0z = (n,m):

(n,m)+ 0z = (Schreiben von 07 als Paar)
= (n,m)+(a,a) = (a € No beliebig)
(Anwenden der Additionsvorschrift)
= (n+am+a)=
= (n,m) da (n+a)+m=(m+a)+n

Die Neutralitdt von Null gilt also nur in abgeschwéchter Form, namlich hinsichtlich der Aquivalenz (=), nicht aber
hinsichtlich der strukturellen Gleichheit (=).

Streng genommen ist sogar die Formulierung des Neutralitdtsgesetzes, wie hier von mir verwendet, an dieser Stelle
formal ohne Sinn, da 0z tber die strukturelle Gleichheit (=) in Beziehung gesetzt wird, obwohl ich die Identitat von
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0z noch nicht definiert habe — bei der Definition der Zahlensymbole fiir die ganzen Zahlen auf S. 20| habe ich lediglich
definiert, dass 0z dquivalent zu (0, 0) ist, aber keine Aussage tiber die Identitit von 0z getroffen.

Auch gibt es nicht nur ein neutrales Element, sondern unendlich viele: 0z = (On,,0ny) = (Ing, Ing) = (259, 285,) =
(3N073N0) =

Ab S. werden zwei Verfahren vorgestellt, mit denen man die Zahlreprasentation eindeutig machen kann. Damit
wird auch die Neutralitdt von Null hinsichtlich der strukturellen Gleichheit wiederhergestellt und auch wird es nur
noch ein einziges neutrales Element geben.

* Der Beweis, dass z das inverse Element zu —z ist, kann man erst spéter erbringen, da die Negation an dieser Stelle
noch nicht definiert ist. Der Beweis folgt auf S.

Die Idee hinter der Definition der Addition kann man erkennen, wenn man die Bedeutung der Komponenten der Paare,
die die ganzen Zahlen repriasentieren, betrachtet: Ein Paar (n,m) gibt an, dass man von Null beginnend n Mal vorwarts,
und dann vom Ergebnis des Vorwartszdahlens m mal ruckwarts zahlt.

Das Ergebnis der Addition von (n,m) und (v, ), also (n,m) + (v,u) = (n + v,m + ), fasst also die Vorwéartszahl- und die
Ruickwartszdhlkomponenten der beiden Summanden zusammen; das Ergebnis der Addition ist die Zahl, die man erhalt,
wenn man von Null ausgehend zuerst n Mal vorwéarts zdhlt, dann weitere v Male vorwarts zahlt, und dann zunéchst m
Mal, dann p Mal riickwarts zahlt.

Ingesamt zahlt man also, von Null beginnend, n + v Mal vorwéarts, und von dem Ergebnis des Vorwartszihlens ausgehend
m + p Mal rickwarts.

Subtraktion

Um die Subtraktionsvorschrift iiber den ganzen Zahlen herzuleiten, kann man das bereits bekannte Wissen tiber aquivalente
Termumformungen nutzen oder den Weg tiber die Negation gehen.

* Herleitung mittels dquivalenter Termumformungen
Man betrachtet zwei Reprasentanten ganzer Zahlen, (n,m) und (v, u) mit n, m,v, u € No, und nutzt das Wissen tber
aquivalente Termumformungen:

(n—m)—(v—p)= (Weglassen der Plusklammer, Ausmultiplizieren der Minusklammer)
= n—-m-v+pu= (Gruppieren nach Vorzeichen)
= n+pu—m-v= (Ausklammern von Summanden gleicher Vorzeichen)

= n+up)—m+v
Man (erhélft) als(o f:lgcznde kurze Definition der Subtraktion auf den ganzen Zahlen, die wie die hergeleitete Definition
der Addition ohne Fallunterscheidungen auskommt:
(n,m) — (v, ) := (n+ p, m +v)

* Herleitung mittels Negation
Alternativ kann man die Subtraktionsvorschrift auch unter Ausnutzung der bekannten Regel a — b = a + (—b) her-
leiten, also unter Ruickgriff auf die Negation. Dazu muss man freilich zunichst die Negationsvorschrift herleiten,

beispielsweise tiber das Wissen tber dquivalente Termumformungen:

—(n—m) = (Ausmultiplizieren der Minusklammer)
= —n—(-m)= (Ausnutzen des Zusammenhangs von Subtraktion und Negation)
= —-n+m= (Umdrehen der Summationsreihenfolge)
= m+(-n)= (Schreiben als Differenz)
= m-n

Also: —(n,m) := (m,n)
Mit hergeleiteter Negationsvorschrift kann man jetzt auch Beweisen, dass —z = (m,n) das bezuglich der Addition
inverse Element zu z = (n,m):
z4(—2) = (Schreiben als Paare nattirlicher Zahlreprasentanten)
(n,m) + [ (n,m)] = (Anwenden der Negationsvorschrift)
(n,m) + (m,n) = (Anwenden der Additionsvorschrift)
= (n+mym+n)=
(0,0) =0z da (n+m)+0=04 (m+n)
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An der Verwendung des =-Zeichens kann man erkennen, dass es nicht nur ein inverses Element gibt, sondern
unendlich viele. Das steht im Einklang mit meiner Behauptung, alle Reprasentanten einer Zahl ,verhalten“ sich

gleich.

Mit bekannter Negationsvorschrift kann man nun die Subtraktionsvorschrift herleiten:
(n,m) — (v,u) = (Schreiben als Summe)

= (n,m)+[-(vp)]= (Anwenden der Negationsvorschrift)

= (n,m)+ (u,v) = (Anwenden der Additionsvorschrift)

= (n+pm+v)

Beide Wege fiihren also zur gleichen Subtraktionsvorschrift. Das ist auch nicht weiter verwunderlich, da man beim ersten
Herleitungsweg, der Herleitung mittels dquivalenter Termumformungen, implizit auch die Negation nutzte.

Definition der Subtraktion auf den ganzen Zahlen

(n,m) —z (v, ) == (n +ng p; M+, V)

mit (n,m), (v,u) € Z.

Beispiel:
(—2), — (-5), = (Schreiben als Paare nattirlicher Zahlrepriasentanten)
= (2wn9,48) — g, 1dn,) = (Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= (2np + 14ng,4n, + 9) = (Ausrechnen der Paarkomponenten)
= (16w, 13n,) = (Schreiben als Dezimalzahl)
= 3z
Die hergeleitete Subtraktionsvorschrift ist, wie sie es auch sollte, antikommutativ; es gilt also nicht z —y = y — = (fur
allgemeines z,y € Z), sondern ¢ —y = — (y — z):
—(y—x)= (Schreiben von x und y als Paare)
= —[(wu)—(n,m)] = (Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= —Ww+myu+n)= (Anwenden der Negationsvorschrift)
= (p+n,v+m)= (Vertauschen der Summanden)
= (n+pm+v)= (Riickwértiges Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= (n,m)—(v,p) = (Schreiben der Paare als x und y)
= z—y

In die Subtraktionsvorschrift kann man die Idee hineininterpretieren, dass die Bedeutung der Paarkomponenten des
Subtrahenden vertauscht wird: Wahrend das Paar (v, x) in der Addition (n,m) + (v, 1) bedeutet, dass man v Mal vorwarts
und p Mal ruackwarts zahlt, bedeutet es bei der Subtraktion (n,m) — (v, u) dagegen, dass man p Mal vorwarts und v Mal
ruckwarts zahlt.

Besonders deutlich wird das an einem Zahlenbeispiel, bei dem man als zweite Paarkomponente des Subtrahenden Oy
wahlt:

(1), —6z= (Schreiben als Paare)
= (2ng,3n,) — (6ng,0ng) = (Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= (240,34+6) = (Ausrechnen der Paarkomponenten)
= (2w, 9n) = (77)2

Man erkennt, dass 6y,, das im Subtrahenden die erste Paarkomponente ist und somit angibt, wie oft man vorwarts zahlt,
nach Anwenden der Subtraktionsvorschrift an zweiter Stelle im Paar (2 + 0,3 + 6) steht und somit angibt, wie oft man
rickwaérts zahlt.

Multiplikation

Zur Herleitung der Multiplikationsvorschrift kann man zwei Reprasentanten ganzer Zahlen, (n, m) und (v, u), mit n,m, v, u €
Ny betrachten und dann das Wissen tber dquivalente Termumformungen nutzen:

(n—m)-(v—p)= (Ausmultiplizieren)
= nv—nu—mv+mu= (Gruppieren nach Vorzeichen)
= nv+mu—nu—myv= (Ausklammern nach Vorzeichen)

—  (w+mp) — (nju+mw)
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Man erhélt also folgende kurze Definition der Multiplikation auf den ganzen Zahlen:

Definition der Multiplikation auf den ganzen Zahlen
(n,m) 2 (v, 1) = (2 11y mpt, mpt -+ 07)

mit (n,m), (v,u) € Z.

Diese Definition ist, wie auch die Definitionen der Addition und Subtraktion, ohne Fallunterscheidungen.

Beispiel:

(—2), - (=5), = (Schreiben als Paare nattirlicher Zahlen)
= (2ng,48,) -+ (v, 14n,) = (Anwenden der Multiplikationsvorschrift)
= (2ng - Iy + 4o - 14mg,s 28 - 1dng + 4ng - Ing) = (Ausrechnen der Summanden)
= (18y, + 56ny, 28y, + 36n,) = (Ausrechnen der Paarkomponenten)
= (T4y,,64n,) = (Schreiben als Dezimalzahl)
= 10z

Um die Kommutativitit und Assoziativitit der hier definierten Ganzzahlmultiplikation zu beweisen, kann man zy und
yr bzw. z(yz) und (zy)z nach der hergeleiteten Multiplikationsvorschrift ausrechnen und die Ergebnisse miteinander
vergleichen, dhnlich wie beim Beweis der Antikommutativitit der Ganzzahlsubtraktion (erbracht auf S.[24).

Die Beweise bringen aber fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit keinen Erkenntnisgewinn, weswegen ich sie hier nicht
ausfihre.

Die Definition spiegelt die bekannten Regeln ,minus mal minus ist plus® und ,minus mal plus ist minus* wieder: Das
Produkt aus (n,m) und (v, u), (nv 4+ mu, nu + mv), enthalt als Vorwartszahlkomponente nv + mv und als Riickwéartszahl-
komponente nu + muv.

n und v sind die Vorwartszahlkomponenten der beiden Faktoren und wiegen im Produkt somit positiv (,plus mal plus
ergibt plus“), weshalb das Produkt nv auch in der Vorwartszdhlkomponente des Produkts vorkommt. m und v sind
die Ruckwartszahlkomponenten der beiden Faktoren; nach ,minus mal minus ergibt plus* kommen sie ebenfalls in der
Vorwartszahlkomponente des Produkts vor.

Die beiden Summanden der Riuckwartszidhlkomponente des Produkts sind die Produkte jeweils entgegengesetzter Paar-
komponenten - ,plus mal minus ergibt minus“, ,minus mal plus ergibt minus"“.

- Groflerwerden der Paarkomponenten

Da die Definitionen der Addition, Subtraktion und der Multiplikation der ganzen Zahlen auf die Nyp-Addition und -
Multiplikation, nicht aber auf die No-Subtraktion zurtickgreifen, wachsen mit jeder Rechenoperation die Paarkomponenten

monoton.
Beispiel:
3z = (Addieren eines Nullterms)
=0y,
/—/‘;
= 3z+3z2—-27—1z= (Schreiben als Paare natiirlicher Zahlreprdasentanten)
= (3,0)+(3,0) —(2,0) — (1,0) = (Anwenden der Additionsvorschrift)
= (6,0)—(2,0)—(1,0) = (Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= (6,2)—(1,0) = (Erneutes Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= (6,3) = (Schreiben als Dezimalzahl)

= 32
Die Addition eines Nullterms &ndert also, wie auch gewiinscht, den Zahlenwert hinsichtlich der Aquivalenz nicht, (3,0) =

(6,3); die Paarkomponenten wurden im Verlauf der Rechnung jedoch mit jedem Schritt grofer.

Abgesehen davon, dass fur bestimmte Einsatzzwecke das stdndige Anwachsen der Paarkomponenten unhandlich ist —
beispielsweise fiir eine Computerimplementierung —, stért das von einem rein mathematischen Standpunkt aus gesehen
nicht.
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Hat der personliche Geschmack trotzdem kleine Paarkomponenten lieber, so kann man ,kiirzen, indem man von bei-
den Paarkomponenten eine beliebige nattirliche Zahl subtrahiert (genauer: ein natuirlicher Zahlreprasentant, fiir den die
Subtraktion auf den natuirlichen Zahlen noch definiert ist).

Beispiel:
3z = (6ng,3n) = (Abziehen von 2 von den Paarkomponenten)
= (4N0,1N0)E3Z da 6+N01:4+N03
—— N —

7
.Vollstandig gekiirzt® ist ein Reprdsentant dann, wenn eine seiner beiden Paarkomponenten Null ist; beispielsweise ist der
wollstandig geklirzte® Reprasentant von 3z (3, On )-

- Beweis der Giiltigkeit der Umformungsregel (—z) (—y) = zy

Bei der Vorstellung der rationalen Zahlen werde ich spiter die bekannte Vereinfachungsregel (—z) (—y) = xy nutzen. Die

Gultigkeit dieser Umformung werde ich hier beweisen:

(—z) (—y) = (Schreiben als Paare)
= [=(n, m)] [—(v,p)] = (Anwenden der Negationsvorschrift)
= (m,n) (p,v)= (Anwenden der Multiplikationsvorschrift)
= (mp+nv,mv+nu) = (Vertauschen der Summanden nach dem Kommutativgesetz der No-Addition)
= (nv+mp,nu+mv) = (Schreiben als Produkt durch riickwértiges Anwenden der Multiplikationsvorschrift)
= (n,m)-(v,pn) = (Schreiben als ,z* und ,y")
= a2y
Division

In diesem Abschnitt wird eine Definition der Division auf den ganzen Zahlen hergeleitet. Das erfolgt in grof3en Teilen analog
zur Herleitung der Divisionsvorschrift auf den naturlichen Zahlen (S. , fiihrt jedoch noch auf zwei Probleme, die die
Np-Division nicht hat.

Zur Herleitung der Definition der Division auf den ganzen Zahlen kann man dhnlich vorgehen wie bei der Herleitung der
Division auf den nattirlichen Zahlen: Man betrachtet zwei Reprasentanten ganzer Zahlen, x und x mit z, x € Z und x # 0,
und setzt dann den Bruch % an. Dann versucht man den Bruch so in zwei Teile aufzuspalten, dass der eine Teil 1 ist und
der andere Teil rekursiv in weiteren Schritten berechnet werden kann.

Als Grundfall kann man den Fall nehmen, bei dem der Dividend Null ist: 0z : x := 0z fir x Z 0.

Fir den anderen Fall — der Dividend ist nicht Null - kann man sich des Wissens tiber dquivalente Termumformungen
bedienen und erhilt so eine provisorische Divisionsvorschrift:

r_ (Hinzuftligen und Abziehen von x im Zéhler)
X
— TEXTX (Stellen von (+x) an den Beginn)
X
= Xtrox = (Aufspalten des Bruchs nach dem ersten Summanden)
X
= % + % = (Vereinfachen des ersten Bruchs)

Die Idee hinter der provisorische Definition z : x = 1+ (z — x) : x illustriert ein Zahlenbeispiel:
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127 : 44 =

1+ (122 — 4z) : 4y =

17 + 8z : 47 =
lz+1z4+ 8z —4z) : 4z =

1z +17+47 : 47, =
lz+1z4+ 124 (4z —4z) : 4z =
lz4+ 124+ 1240z : 4z =
lz+1z+ 12+ 0z =

3z

27

(Anwenden der provisorischen Divisionsvorschrift)
(Ausrechnen des Dividenden)

(Erneutes Anwenden der provisorischen Divisionsvorschrift)
(Ausrechnen des Dividenden)

(Erneutes Anwenden der provisorischen Divisionsvorschrift)
(Ausrechnen des Dividenden)

(Erneutes Anwenden der provisorischen Divisionsvorschrift)
(Ausrechnen der Summe)

Die Idee hinter dieser provisorischen Divisionsvorschrift ist also, dass man den Bruch so lange kleiner macht, bis er Null

wird, und bei jedem Schritt des Kleinermachens eine Eins anhauft.

Die in der Herleitung benutzten Termumformungen sind zwar korrekt, die provisorische Divisionsvorschrift ist aber trotz-

dem noch nicht vollstindig, da sie, wenn entweder der Dividend oder der Divisor (aber nicht beide) negativ ist, nicht

terminiert, wie folgendes Zahlenbeispiel exemplarisch zeigt:

(-12):4= (Anwenden der provisorischen Divisionsvorschrift)
1+[(-12)—4]:4= (Ausrechnen des Dividenden)

1+ (-16):4= (Erneutes Anwenden der provisorischen Divisionsvorschrift)
1+1+[(—16)—4]:4= (Ausrechnen des Dividenden)

1+1+(-20):4= (Erneutes Anwenden der provisorischen Divisionsvorschrift)
1+14+14[(—20)—4]:4= (Ausrechnen des Dividenden)

1+14+14(-24):4=

Die Zahl der bei jedem Schritt hinzugefligten Einser wachst also tiber alle Grenzen; entsprechend wird der Zahler des

jeweils uibrig bleibenden Bruchs ohne Beschrankung kleiner.

Fur den Fall, dass entweder Zdhler oder Nenner negativ ist, also fiir xx < 0, darf man also nicht versuchen, den Bruch

immer kleiner zu machen und dabei Einser anzuhaufen, sondern man muss den Bruch immer gréofer machen und dabei

(—1)-er anh&ufen. In Symbolen:

= (Hinzuftligen und Abziehen von x im Zéhler)

s 2= (Aufspalten des Bruchs nach dem ersten Summanden)

(Vereinfachen des ersten Summanden)

(Anwenden der neuen Divisionsvorschrift)

(Ausrechnen des Dividenden)

(Erneutes Anwenden der neuen Divisionsvorschrift)
(Ausrechnen des Dividenden)

(Erneutes Anwenden der neuen Divisionsvorschrift)
(Ausrechnen des Dividenden)

(Erneutes Anwenden der provisorischen Divisionsvorschrift)
(Ausrechnen der Summe)

X
= M% = (Stellen von (—x) an den Beginn)
_ (=0 +zr+x
X
- X + zHX _
X X
R
X
Beispiel:
(-12):4=
= (-1)+[(-12)+4]:4=
= (-1)+(-8):4=
= (-D)4+(-1)+[(-8)+4]:4=
= (-1)+(-1)+(-4):4=
= D+ DY 4=
= (-1)+(-1)+(-1)+0:4=
= (-)+(-H+(-1)+0=
= -3

Die beiden Teildefinitionen fiir zx > 0 und zx < 0 kann man zur vollstidndigen Definition der Division der ganzen Zahlen

zusammenfassen:
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Definition der Division auf den ganzen Zahlen
undefiniert fur x =0
0 firz=0und xy Z0
Tz X =
1+ (x—x):zx fur zx > 0
(-)+(z+x)zx furzx <0
mit x, x € Z.

Interessanterweise stimmt diese Definition der Division auf den ganzen Zahlen mit der Definition der Division auf den
nattrlichen Zahlen dieser Arbeit (S. bis auf Typunterschiede (Z statt Ng) und die Regel fiir den Fall zy < 0 (ein Fall, der
bei den naturlichen Zahlen nicht auftreten kann) tiberein!

Anders als die Definitionen der Addition, Subtraktion und Multiplikation greift diese Definition der Division weder auf die
Paarkomponenten von z und Y, noch auf die Rechenoperationen der naturlichen Zahlen zurtick. Eine Konsequenz daraus
ist, dass sie auch nicht die Identitit von = : x definiert, sondern lediglich eine Aquivalenzbeziehung angibt, vergleichbar
mit der Definition der Zahlensymbole ganzer Zahlen auf S.

Stattdessen beschreibt die Definition einen rekursiven Algorithmus; man muss daher noch tiberpriifen, ob die Definition
in allen Féllen, also unabhédngig von Dividend und Divisor, als Arbeitsvorschrift einsetzbar ist. Dazu muss nach einer
endlichen Anzahl von wiederholten Anwendungen der Vorschrift der Fall z = 0 auftreten, wodurch die Rekursion gebrochen
wird.

Wenn der Divisor ein Teiler des Dividenden ist, tritt — wie bei der Divisionsvorschrift der nattirlichen Zahlen - nach endlich
vielen Schritten ein Fall auf, bei dem der Dividend Null ist und so die Rekursion gebrochen wird. Bei den natiirlichen
Zahlen ndhert man sich dabei dem Null-Dividenden nur aus dem Positiven an; bei der Ganzzahldivision gibt es aber auch
die Moglichkeit, dass der Dividend oder der Divisor negativ ist, was erfordert, dass man sich aus dem Negativen annidhern
muss.

Ist jedoch der Divisor nicht Teiler des Dividenden, so tritt bei der Ganzzahldivision ein Problem auf, dass es bei der Division
auf den nattrlichen Zahlen nicht gibt, was folgendes Zahlenbeispiel exemplarisch zeigt:

4:3= (Anwenden der Divisionsvorschrift)
= 14(4-3):3= (Ausrechnen des Dividenden)
= 14+1:3= (Anwenden der Divisionsvorschrift)
= 1+41+(1-3):3= (Ausrechnen des Dividenden)
= 1414(-2):3= (Anwenden der Divisionsvorschrift)
= 1+14+(-1)+[(-2)+3]:3= (Ausrechnen des Dividenden)
= 1+41+(-1)+1:3= Wiederauftreten der Division 1 : 3

Der Fall, bei dem der Dividend Null ist, wird also ,verfehlt*. Bei der Ny-Division ist das kein Problem, da dort eine Sub-
traktion wie 1 — 3, deren Ergebnis als Dividend dienen wtirde, nicht definiert ist und somit das Verfahren abgebrochen
wird. Bei den ganzen Zahlen ist aber 1 — 3 definiert, was dazu fuhrt, dass beim weiteren Anwenden der Divisionsvorschrift
niemals ein Fall auftritt, bei dem der Dividend Null ist; stattdessen wechselt der Dividend bei jedem weiteren Schritt sein
Vorzeichen.

Ist der Divisor also kein Teiler des Dividenden, so ist die hergeleitete Divisionsvorschrift nicht als Arbeitsvorschrift ein-
setzbar. Da dieses Problem nur Félle betrifft, bei denen die Ganzzahldivision sowieso nicht anwendbar ist, spielt es in der
Praxis keine grofie Rolle. Méchte man trotzdem die Definition mathematisch einwandfrei formulieren, so muss man sie
um eine weitere Fallunterscheidung erganzen:

undefiniert fir x =0
undefiniert fur |z| < |x|
Tz X =40 firx =0und x Z0
1+(z—x)zx fur zx > 0
(-D+(@+x)zx farzx <0
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z far . > 0
mit z,x € Z und |z| =
—z furz<o0

2.2.4 Eindeutigkeit der Reprisentation

Das Problem der fehlenden Eindeutigkeit der Zahlrepriasentation ist schon mehrmals angeklungen. Fiir sich genommen
ist die fehlende Eindeutigkeit kein Problem, sondern zunichst nur eine Tatsache.

Betrachtet man aber die Konsequenzen, die sich aus der fehlenden Reprasentationseindeutigkeit ergeben, wird klar, wieso
man sich eine eindeutige Reprasentation wiinscht: Anstatt einfach auf die strukturelle Gleichheit zurtickgreifen zu kénnen,
muss man eine Aquivalenzrelation definieren, um so von ,Gleichheit* sprechen zu kénnen, wie man es gewohnt ist.

Ein Zahlenbeispiel demonstriert die Unzuldnglichkeit der strukturellen Gleichheit:

22+ 22 = (3ngs Ing) + (Brvgs Ivg) = (695 2ng) = 4z (6, 2n) 7 (10N, 61 )
27 - 27 = (31\10, 11\10) . (3]\]0, 1N0) = (QNO + 1ng, 3Ny + 3N0) = (10N0, GNO) =4y lediglich: (GNO, 2N0) = (101\10, 6N0)

Augerdem ist nicht klar, welches Element aus Z man nun betrachtet, wenn man beispielsweise von 3z spricht: Meint man
(3ng, Ong )s (4w, 1y, ) oder einen andere der unendlich vielen Reprasentanten (3y, + a, Oy, + @) (mit a € Ny beliebig)?

Aus diesem Grund entschied ich mich bei der Definition der Zahlensymbole der ganzen Zahlen, die Identitdt der Symbole
ungeklart zu lassen (bspw. 3z := ?7) und nur Aquivalenzen (3z := (3,0)) zu erklaren.

Ein weiterer Nachteil der fehlenden Repréasentationseindeutigkeit ist, dass man - anders als beispielsweise bei der Defi-
nition von Z als Z := (N* x {+,—}) U {0}, die ich wegen ihrer Unhandlichkeit verworfen hatte — eine ganze Zahl nicht mit
einem Element aus Z identifizieren kann: Welches Element der unendlich vielen denkbaren Elementen, die alle zueinander
aquivalent sind, sollte man nehmen?

Es gibt nun zwei klassische Wege, um von der Menge der nicht-eindeutigen Repriasentanten der ganzen Zahlen, Z, zu
einer Menge von eindeutigen Reprasentanten Z* zu kommen. Dabei muss man die Definitionen der Rechenoperatoren und
Relationen nicht erneut herleiten, sondern kann sie mit kleinen Anpassungen tibernehmen.

Ohne weitere Angaben meine ich auch im Folgenden mit ,Reprasentanten ganzer Zahlen“ immer Elemente aus Z, nicht
aus Z*.

Eindeutigkeit durch Normalisierung

Bei der Normalisierungsmethode zeichnet man unter allen Reprasentanten einer ganzen Zahl einen Reprdsentanten aus.
Dazu definiert man eine Normalisierungsfunktion n, die jedem Reprasentanten einer ganzen Zahl, z, den entsprechenden
ausgezeichneten Reprasentanten n(z) zuordnet.

Bekannt ist dieses Vorgehen aus der analytischen Geometrie bei den Normierungen nach Hesse: Unter den unendlich
vielen moglichen Richtungsvektoren einer Ebene zeichnet man den aus, dessen Lange 1 ist und der in eine bestimmte,
festgelegte Richtung zeigt.

Die Rechenoperatoren passt man nun so an, dass sie zunéchst vorgehen wie bereits definiert, dann aber das Ergebnis
normalisieren, indem sie die Normalisierungsfunktion auf das Ergebnis anwenden.

Augerdem erklart man die Bedeutung der Zahlsymbole als Anwendung n(z) der Normalisierungsfunktion n auf einen
beliebigen Reprasentanten der Zahl, z. Dabei spielt es keine Rolle, welchen Reprasentanten man als Argument der Norma-

lisierungsfunktion nutzt, da die Normalisierungsfunktion ja allen Reprasentanten den jeweils ausgezeichneten zuordnet.
Beispiel: 3z« :=n((3,0)) = n((4,1)) =n((5,2)) =n(---)

In der Wahl der Normalisierungsfunktion n ist man weitgehend frei; einzige Bedingung ist, dass Reprasentanten unter-
schiedlicher Zahlen unterschiedliche ausgezeichnete Reprasentanten zugeordnet werden mussen — aus n(z) = n(y) muss
x = y folgen und umgekehrt.

Eine geeignete Normalisierungsfunktion ist beispielsweise folgende, die jeden Reprasentanten einer ganzen Zahl auf den
entsprechenden ,vollstandig gektirzten“ Repriasentanten zuordnet:
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Z > (0,0) Z > (3,0)
Z>(1,1) Z>(4,1)
Z>(2,2) —(00)eZ” 7> (52) ¢ (30 €z
Z> (1,0 Z 3 (4,0)
Z>(2,1) Z>(5,1)
Z> (3,2 ¢ — (1,0)eZ 75(6,2) (— 40 ez
Z > (2,0) Z 3 (5,0)
Z>(3,1) Z > (6,1)
7> (4,2) ¢ —((2,0)eZ 75 (1,2) ¢ — (5,00 €2

Abbildung 3: Reprasentantenauszeichnung durch die Normalisierungsfunktion

n:  Z — Z (Zielmenge)

(v—p,0) farv > p
W, 1) = n((v, ) =

O,p—v) firv<pu

Beispiele (vgl. Abb. [3] oben):

n(3z) = n((5ny,2r0)) = n((Tng, 4nvg)) = n(--+) = (3N070N0)Z* =: 3z~

n((—Q)Z) = n((2N0»4N0)) = n((5No, 7N0)) = n( ' ) = (ONCH 2No)z* = (_2)2*

Allgemein gilt: Sind zwei Zahlen x und y aquivalent (xr = y; und nur dann), so sind die entsprechenden normierten

Reprasentanten n(z) und n(y) hinsichtlich ihrer Identitat gleich (n(z) = n(y)).

Die Menge der eindeutigen Reprisentanten der ganzen Zahlen, Z*, leitet sich aus der Menge der nicht-eindeutigen Re-
prasentanten, Z, ab und ist eine echte Teilmenge von Z:

7z ={n(x) |z €2} Z

Anders ausgedriickt ist Z* die Wertemenge der Normalisierungsfunktion n.

Die Rechenoperatoren und Relationen tibertragt man wie folgt:

o4z yi=n@tzy), @-zyi=n@-zy)., ozy=n@zy). @z y=n@iy)

T <z y & n(xr) <z n(y)

Das ursprungliche Problem, weswegen man einen Weg suchte, die Zahlreprasentation eindeutig zu machen, namlich

die subjektiv empfundene Unschénheit der ,aufgezwungenen* Unterscheidung zwischen struktureller Gleichheit (=) und

Aquivalenz (=), ist damit gelost, wie folgendes Beispiel exemplarisch demonstriert:
Qg% + 27 = n(QZ) —+ n(Qz) = TL(QZ + 22) = ’I"L((G, 2)) = (47 0) =
———’

n(4z)
n((10,6)) = (4,0)
—_——

n(4z)

2z + 2z = (6,2) ist zwar (wenn man fiir 2; den im Beispiel verwendeten Reprasentanten (3,1) nimmt) hinsichtlich der

= 2 -2 = n(2z) n(2z) n(2z - 2z)

strukturellen Gleichheit ungleich zu 2z - 2z = (10,6), die zugehdérigen ausgezeichneten Reprasentanten n(2z + 2z) = (4,0)
und n(2z-2z) = (4,0) sind es aber, wie gewlinscht, sehr wohl — und das unabhéngig von der Wahl, welchen Reprasentanten
man fir 2z nimmt.

Nachteil dieser Methode kann sein, dass sie dem persénlichen Geschmack nicht entspricht: Der Weg tiber eine Normalisie-
rungsfunktion kann den Anschein erwecken, die ,eigentliche”, ,urspriingliche* Definition gentige nicht, und man musse sie
nachtraglich ,reparieren”; man kénnte der Meinung sein, die urspriingliche Definition enthalte irgendeinen ,Fehler”, den
man finden und beheben sollte, anstatt um diesen ,Fehler” herumzuarbeiten, indem man eine Normalisierungsfunktion
einfuhrt, die das Problem wieder ,richtet".
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Reprasentanten von 0

(3.0)

(4,1) (5.2)

(6.3)
Reprasentanten von 3

(5.0)
61 (7.2

(8:3)

/

Représentanten von 4 N

Reprasentanten von 5

Abbildung 4: Bildung von Klassen dquivalenter Reprasentanten

Eindeutigkeit durch Aquivalenzklassen

Ein alternativer Weg, eine Menge von eindeutigen Reprisentanten zu erhalten, fithrt tiber die Bildung von sog. Aquivalenz-
klassen. Die Idee ist, die Menge der unendlich vielen, nicht-eindeutigen Repriasentanten einer Zahl selbst als eindeutigen
Repriasentanten anzusehen (vgl. Abb. |4} oben).

Beispiel: 3z« := {(3ng,0n,) , (4ng, Ing) s (Bng, 2080 ) 5 - - -

Die Menge aller (nicht-eindeutigen) Reprasentanten einer Zahl nennt man ,Aquivalenzklasse* und kennzeichnet sie tiber
eckige Klammern: [z] := {2’ € Z|z' = z} mit z € Z.

Beispiel: [(3N0?0N0 )] = [(4N07 11\'0)} = [(5N07 QNO)] = [ : ] = { (3N07 ONO) ) (4N07 1No) ) (SNO’ 2NU) y e } =: 3z~

Allgemein gilt: Sind zwei Zahlreprasentanten = und y dquivalent (z = ), so sind die entsprechenden Aquivalenzklassen [z]
und [y] hinsichtlich ihrer Identitat gleich ([z] = [y]). Umgekehrt sind [z] und [y] disjunkt, wenn = # y.

Bereits bekannt ist dieses Vorgehen aus der Geometrie: Dort begreift man einen Vektor als die Menge aller Pfeile, die
parallel zum Vektor sind und genauso lang wie der Vektor sind. Jeder der parallelgleichen Pfeile ist ein nicht-eindeutiger
Repréasentant; ein Vektor selbst ist also die Menge der nicht-eindeutigen Repriasentanten.

Auch die verallgemeinerte mengentheoretische Realisierung der nattirlichen Zahlen (S. kann man {iber das Aquiva-
lenzklassenkonzept formulieren: Eine Zahl n begreift man als die Aquivalenzklasse aller Mengen mit n Elementen.

Dabei ist es nicht schlimm, dass die Aquivalenzklassen unendlich grof sind, da man, wie ich gleich zeigen werde, zum
Rechnen jeweils nur ein einziges Element benotigt.

Die Menge der eindeutigen Repriasentanten ganzer Zahlen definiert man als die Menge der Aquivalenzklassen der nicht-
eindeutigen Reprasentanten. In Symbolen:

7* = {[a] |z € Z}

Ungewohnt daran kann sein, dass Z* eine Menge von Mengen ist. Ublicherweise behandelt man in der Schule diesen Fall
nicht; mathematisch besonders ist er jedoch nicht.

Wahrend die durch Normalisierung gebildete Menge eindeutiger Reprasentanten, {n(z) |z € Z}, eine echte Teilmenge der
Menge der nicht-eindeutigen Repriasentanten, Z, ist, ist das durch Aquivalenzklassenbildung gebildete Z* keine Teilmenge

von Z.

Zur Erklarung der Rechenregeln und Relationen auf Z* ,zieht* man die Aquivalenzklassenbildung ,heraus®:

(2] 42 [v] == [w 2yl [2] =2 Y=l =2yl (] [yl =z 2y, (2] [y] =22y
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Natlrliche Zahlen

Ganze Zahlen

Rationale Zahlen

Abbildung 5: Bekannte Darstellung der Teilmengenverhaltnisse

2] <yl ez <y

Die Bedeutung der Zahlensymbole definiert man tiber die entsprechenden Aquivalenzklassen:

0z« := [0z], 1z = [1z], 2z« = [2z],  3z+ :=1[3z], ...

Wie auch der Weg tiber eine Normalisierungsfunktion 16st auch der Weg tiber Aquivalenzklassen das urspriingliche Pro-
blem des ,Zwangs”, zwischen struktureller Gleichheit (=) und Aquivalenz (=) unterscheiden zu miissen.

Das Zahlenbeispiel, das ich in diesem Abschnitt schon mehrmals zur Illustration des Problems der fehlenden Reprasentationseis
bzw. zu dessen Losung genutzt habe, lautet tibertragen auf den Aquivalenzklassenansatz wie folgt:

2+ +22 = [22]+[22] = [22+22] = [(62),] = {(40),(51),(62),(73),...}=
= 22z = [22]-[22] = [22-2] = [(10,6),] = {(4,0),(5,1),(6,2),(7,3),...}
2z + 2z = (6,2) ist zwar (wenn man fiir 2; den im Beispiel verwendeten Reprasentanten (3,1) nimmt) hinsichtlich der
strukturellen Gleichheit ungleich zu 2z - 2z = (10, 6), die zugehérigen Aquivalenzklassen sind jedoch — wie gewiinscht —

strukturell gleich, da sie alle denkbaren Reprasentanten enthalten.

Wiederherstellung der Neutralitit der Null

Bei der Uberpriifung der Neutralitit der Null hinsichtlich der Addition auf S. schrieb ich, dass, wenn man die Ein-
deutigkeit der Zahlreprdsentation hergestellt hat, auch das Neutralitidtsgesetz in der starken Form z + 0 = z anstatt der
abgeschwédchten Form z + 0 = « gilt.

Der Beweis dieser Aussage unter der durch Aquivalenzklassenbildung oder Normalisierung erreichten Eindeutigkeit der
Zahlrepréasentation ist einfach: [z] + 0z« = [z] + [0z] = [z + 0] = [2], da wie auf S. 22| bewiesen, = + 0z = .

Fur das durch Normalisierung gebildete Z* verlauft der Beweis analgo: n(x) + 0z« = n(z) + n(0z) = n(z + 0z) = n(z).

Auch schrieb ich, dass es nach der Herstellung der Eindeutigkeit der Zahlreprasentation nur noch ein neutrales Element

geben wird. Dieses Element kann man nun benennen: Es ist 0z« = [0z] bzw. 0z« = n(0z).

2.2.5 Einbettung der natiirlichen Zahlen in die ganzen Zahlen

Oft liest man Aussagen wie ,die ganze Zahlen umfassen die nattirlichen Zahlen® oder, praziser, ,die Menge der natiirlichen
Zahlen ist eine Teilmenge der Menge der ganzen Zahlen® (vgl. Abb. |5, oben). Wahrend die erste Aussage Platz fiir Intepre-
tationsspielraum lasst und bei geeigneter Wahl der Interpretation in der Tat richtig ist, wie ich gleich zeigen werde, ist die
zweite offensichtlich falsch:

Betrachtet man die beiden Mengen Ny und Z wie in dieser Arbeit definiert von ihrer Struktur her, so ist klar, dass Ny nicht
Teilmenge von Z sein kann, sind doch die Elemente von Z Paare nattrlicher Zahlreprasentanten, wahrend die Elemente
von Ny nicht Paare, sondern das Resultat wiederholter Anwendung einer Nachfolgerfunktion S sind.
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Um den eigentlich gemeinten Inhalt der Aussage zu treffen, muss man die Aussage anders formulieren: Es gibt eine um-
kehrbar eineindeutige Abbildung, also eine Bijektion, die den Elementen von Ny ,entsprechende” Elemente von Z zuordnet,
wobei ,entsprechend” in dem Sinn zu verstehen ist, dass die ,Bedeutung” erhalten bleibt, also dass die ,Bedeutung” der
Elemente der Definitionsmenge der Abbildung der der entsprechenden Elemente der Wertemenge entspricht.

Dabei l4sst sich die Forderung an die Bijektion, dass die ,Bedeutung® bei der Transformation erhalten bleibt, mathe-
matisch prézisieren: Im dem Kontext dieser Arbeit erhalt eine Abbildung f die ,Bedeutung® genau dann, wenn gilt:
fn4n, m) = f(n) 4z m und f'(n4+zm) = f'(n) +n, f'(m) (und analog fiir die anderen Operatoren und fiir die
Relationen).

So eine Abbildung nennt man auch ,Isomorphismus”, und man sagt: ,Die Menge der Reprasentanten naturlicher Zahlen,
Np, ist isomorph zu einer bestimmten Teilmenge Ny, von Z.*

Ein denkbarer Isomorphismus f, der die Reprasentanten nattirlicher Zahlen aus Ny auf entsprechende Reprasentanten
ganzer Zahlen aus Ny, abbildet, ist beispielsweise:

Einbettung der natiirlichen Zahlen in die ganzen Zahlen

E No — Ng, C Z (Wertemenge)

=

n f(n) = (n,0)z

f~' Z 2Ny, — Ny (Wertemenge)
(n,0)z — f~*((n,0),) ==n

Beispiele: f(3y,) = (385,0); =3z, f'(32) = /7" (B0, 0);) = 3n,

Dass f die Bedeutung erhalt, muss noch bewiesen werden. Aus Platzgriinden fuhre ich hier nur die Beweise der Addition
und Subtraktion aus; die anderen Beweise (auch die der Bedeutungserhaltung der Relationen) verlaufen analog.

f(n) +z f(m) = (Anwenden der Funktionsvorschrift)
= (n,0) 4z (m,0) = (Anwenden der 7Z-Additionsvorschrift)
= (n+m,040)= (Ausrechnen der zweiten Paarkomponente)
= (n+m,0) =
= f(n+4n, m)

Auch die Umkehrfunktion des Isomorphismus f erhilt die Bedeutung:

fil ( (n, O)Z +z (m, O)Z) =
= f(n+m,0+0)) =
= [TH(n+m,0)=
= n+4y,m=
= f_l((n,O)Z) +N f_l((m,O)Z)
Streng genommen ist f beztiglich der strukturellen Gleichheit (=) kein Isomorphismus von Ny zu Ny, wie der Versuch, die
Bedeutungserhaltung bei der Subtraktion zu beweisen, zeigt:

fn) —z f(m) = (Anwenden der Funktionsvorschrift)
(n,0) —z (m,0) = (Anwenden der Z-Subtraktionsvorschrift)
= (n+0,m+0)= (Ausrechnen der Paarkomponenten)
= (n7 m)

Es gibt kein a € Ny, fir das f(a) = (n,m) (mit m allgemein aus No) gilt — anders formuliert ist f~*((n,m)) nicht definiert.
Die von der strukturellen Gleichheit auf die Aquivalenz abgeschwéchte Isomorphieforderung — f(n) —z f(m) = f(n —x, m)
— ist aber erfullt:

f(n) —z f(m) = (siehe oben) = (n,m) = (Abziehen von m von den Paarkomponenten — ,Ktlirzen"®)
= (n—mym—m)= (Ausrechnen der zweiten Paarkomponente)
= (n—m,0)=
= f(n—n,m)

Bettet man die natiirlichen Zahlen nicht in Z, sondern in Z* ein, so stellt sich dieses Problem nicht, da der Ubergang
von (n,m) zu (n —m,0) schon in der Struktur von Z* steckt, also durch die Normalisierungsfunktion bzw. durch die
Aquivalenzklassenbildung erreicht wird.
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Die Aussage, die ganzen Zahlen umfassten die nattirlichen Zahlen, ist also korrekt, wenn man diese schwammig formu-
lierte Aussage entsprechend interpretiert. Méchte man ohne Gefahr vor Missverstindnissen reden, kann man die Aussage
prazisieren: Es gibt einen Isomorphismus, Giber den man die Menge der Reprasentanten nattirlicher Zahlen in die Menge
der Reprasentanten ganzer Zahlen einbetten kann.

3 Rationale Zahlen

In diesem Kapitel werde ich die tibliche Realisierung rationaler Zahlen und der Operatoren und Relationen auf den
rationalen Zahlen darlegen. Wie auch die ausgefiihrte Realisierung der ganzen Zahlen als Paare natirlicher Zahlre-
prasentanten fuhrt die Realisierung der rationalen Zahlen, wie ich sie hier vorstellen werde, zu einer nicht-eindeutigen
Zahlreprasentation, weswegen man — wie bei den ganzen Zahlen — eine Aquivalenzrelation einfithren muss, um sinnvoll

von Gleichheit sprechen zu kénnen.

Auf Beweise werde ich grofitenteils verzichten, da sie dhnlich wie Beweise auf den ganzen Zahlen verlaufen und somit
keinen grofien Erkenntnisgewinn bringen.

Betrachtet man die tbliche Schreibweise fir rationale Zahlen, die Bruchschreibweise, so liegt der Schluss nahe, Re-
prasentanten rationaler Zahlen als Paare von Zdhler und Nenner zu definieren.

In der Schule fordert man tiblicherweise, dass der Zahler eine ganze Zahl und der Nenner eine naturliche Zahl grofer Null
ist. Hier werde ich fiir den Nenner ganze Zahlen nehmen, um formalen Problemen mit Operationen auf unterschiedlichen
Typen (wie beispielsweise 3y, + 5z) zu entgehen.

Die Menge der Reprasentanten rationaler Zahlen kann man ohne diese Beschrankung wie folgt definieren, wobei [0z] die
Aquivalenzklasse aller Reprisentanten ganzer Zahlen, die dquivalent zu 0z sind, meint:

Q:=7Z x (Z\ [0z]) mit [0z]) = {z' |z’ = 0z}.

Ein Paar zweier ganzer Zahlen (p, q) € Q begreift man dabei als den Bruch £.

Beispiel: (_75)@ = ((_5)2 ) QZ) = ((ONov 5NO) ) (zNovoND))

(Die genauere Bedeutung von = auf den rationalen Zahlen werde ich weiter unten definieren.)

Diese Wahl der Menge der Reprasentanten rationaler Zahlen fiihrt aus zwei Griinden zu nicht-eindeutigen Reprasentanten.
Zum einen sind die Paarkomponenten Elemente aus Z, dessen Zahlreprasentation wie bereits erlautert nicht eindeutig ist.
Wirde man schon an dieser Stelle die Eindeutigkeit der Zahlrepriasentation fordern, und daher versuchen, ein Q* mit
Q" =Z" x (Z* \ {0z~ }) zu definieren, so ware die Zahlrepriasentation dieses Q" trotzdem noch mehrdeutig:

Den Briichen wohnt eine grundséatzlich verankerte Mehrdeutigkeit der Reprasentation inne: Zum einen sind Briiche belie-
big erweiterbar — zu jedem vollstandig gektirzten Bruch % gibt es unendlich viele ungektirzte Briiche ’,Z—’q) (mit % als beliebige

ganze Zahl) und zum anderen kann man jeden negativen gekurzten Bruch —* auch als *, darstellen.

Um dennoch wieder zu einer eindeutigen Repriasentation zu gelangen, kann man, wie in dieser Arbeit schon bei den ganzen

Zahlen ausgefiihrt, eine Normalisierungsfunktion einfithren oder Aquivalenzklassen bilden.

3.1 Relationen

In diesem Abschnitt werde ich die Aquivalenz- und die Kleinergleich-, Kleiner-, Gréfer- und Gréfergleichrelation definie-
ren. Anders als die Behandlung der Relationen der nattirlichen Zahlen in der Grundschule, die tiberhaupt nicht formali-
siert dargestellt werden und von Erwachsenen als ,selbstverstandlich®, ,unmittelbar einleuchtend”, ,keine Begriindungen
benétigend” angesehen werden, werden die Relationen und Rechenregeln der rationalen Zahlen schon formalisierter dar-
gestellt.

Dass die Rechenregeln der rationalen Zahlen nicht so selbstverstandlich sind wie die der naturlichen Zahlen (die man
verinnerlicht hat) oder die der ganzen Zahlen (die man im Alltag einfach auf Operationen auf den naturlichen Zahlen
zurlickfiihrt und dann noch den Einfluss der Vorzeichen tberpriift), zeigt sich bei der Einfiihrung der rationalen Zahlen

im Unterricht.
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So nehmen viele Schiiler an, die Addition auf den rationalen Zahlen erfolge ,selbstverstandlich® komponentenweise, sie

denken also, die Summe zweier Briiche % und ¢ sei (fiir allgemeine p, ¢, a, b) fgi’g ([10], S. 15)

Infolgedessen untersucht man die Rechenoperationen im Schulunterricht genauer und notiert die Erkenntnise auch for-
malisierter. Die folgenden Definitionen kénnte man — zumindest von der Idee her (weniger von der Art der Notation) — auch
in Funft- oder Sechstklassmathematikschulheften finden.

3.1.1 Aquivalenzrelation

Da, wie erlautert, die Zahlreprasentation bei der Realisierung der rationalen Zahlen als Paare ganzer Zahlreprasentanten
nicht eindeutig ist, muss man, wie bei den ganzen Zahlen, eine Aquivalenzrelation = einfithren, um wie gewohnt von der
,Gleichheit* zweier rationaler Zahlen sprechen zu kénnen.

Zur Herleitung kann man zwei Reprasentanten rationaler Zahlen, (p,¢) und (a,b) mit (p,q), (a,b) € Q, betrachten. Greift
man die Idee der Paarbildung auf und begreift also die Paare als Briiche, kann man das Wissen tber dquivalente Ter-
mumformungen nutzen:

§ = ¢ (Die Division auf den ganzen Zahlen ist nicht fiir alle p,a € Z und q,b € Z \ [0z] definiert.)
(Hertiberbringen von g und b)
pb = aq (Dieser Ausdruck ist fiir alle p,a € Z und q,b € Z \ [0z] definiert.)

Man kann also definieren: Zwei Reprasentanten rationaler Zahlen, (p,¢) und (a,b) mit (p, q), (a,b) € Q, sind genau dann
aquivalent, wenn der Ganzzahlreprasentant pb 4quivalent zum Ganzzahlreprdasentanten aq ist. In Symbolen:

Definition der Aquivalenz auf den rationalen Zahlen

(P, 4)g =a (a,b)q = pb=z aq
(P, @)g #o (a,b)q & pb #z aq
mit (p, q), (a,b) €

(
(

Beispiel: ((On,,5np)s (2ng,0ng)) ist hinsichtlich der strukturellen Gleichheit (=) nicht gleich zu ((1n,, 6x,), (38, 1n,)) und

=((-5)z,22) =((-5)z,2z)
auch nicht zu ((Ox,, 10w, ), (4x,,On,)), Wohl aber hinsichtlich der definierten Aquivalenzrelation, da (0,5)z = (1,6)z und

5((*10)1742)
(2, O)Z = (3, l)Z bZW (*5)2 . 4Z =z (710)2

Wie auch die Aquivalenzrelation der ganzen Zahlen vergleicht die Aquivalenzrelation der rationalen Zahlen nicht die Iden-
titat, sondern nutzt die hergeleitete Vorschrift pb = aq zum Vergleich.

Es zeigt sich eine beeindruckende Symmetrie zur Aquivalenzrelation der ganzen Zahlen: Vertauscht man in der hergelei-

teten Aquivalenzrelationsvorschrift -z mit +v,, so erhilt man die Z-Aquivalenzrelationsvorschrift:

Aquivalenzrelationsvorschrift der rationalen Zahlen: (z,y) =g (a,b) < zzb =z a-zy
Aquivalenzrelationsvorschrift der ganzen Zahlen: (z,y) =z (a,b) & z4+xb = a+zy

Dass die hier definierte Aquivalenzrelation auch wirklich reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, beweise ich hier nicht, da

die Beweise keinen Erkenntnisgewinn bringen; sie verlaufen analog zu den entsprechenden Beweisen der Z-Aquivalenzrelation.

Mit der Aquivalenzrelation kann man folgende Aussage beweisen, die spater von Nutzen sein wird: ,Ein Reprasentant (p, q)
einer rationalen Zahl ist genau dann dquivalent zu Null, wenn p dquivalent zu Null ist.”

In Symbolen: (p,q) =g 0g < p =z 0z mit (p,q) € Q

Beweis:

(p,q9) =0 (Aussuchen eines Reprdsentanten fiir Og)
< (p,q9) =q¢ (0,a) & mit a # 0z, da (0,a) € Q und damit a € Z\ [0z]
(Anwenden der Q—Aqujvalenzrelation)

&
3

& pra =z 0-q < (Vereinfachen der rechten Seite)
& pra =z 0 =
= p =z 0 da a # 0z
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Definition der Zahlensymbole fiir rationale Zahlen

Wie auch bei den ganzen Zahlen werde ich nicht die Identitit der Zahlensymbole definieren, sondern nur ihren Wert tiber
Aquivalenzbeziehungen angeben.

Definition der Zahlensymbole fiir rationale Zahlen

Das Paar (p, q) reprédsentiert die rationale Zahl, die durch die Bruchschreibweise £ gegeben ist.
Speziell:

0g := (0z, 1z), 1g := (1, 1z2), (—1)Q = (—1z,1z)

Die Identitat der Zahlensymbole bleibt undefiniert:

0p =7, log=7, (—l)Q:?,...

3.1.2 Kleiner-, Kleinergleich-, Grofiergleich- und Grofierrelation

Wie bei der Definition der natirlichen und der ganzen Zahlen in dieser Arbeit kann man auch bei den ganzen Zahlen die
Kleiner- (<), GroBergleich- (>) und Groéferrelation (>) durch die Kleinergleichrelation (<) ausdriicken.

Zur Herleitung der Kleinergleichrelationsvorschrift kann man zwei Reprasentanten rationaler Zahlen, (p,¢) und (a,b) mit
(p,q), (a,b) € Q, betrachten. Dann kann man, wie auch bei der Herleitung der Aquivalenzbeziehung, das Wissen iiber
aquivalente Termumformungen nutzen und ansetzen: % <3z

Es liegt daher nahe, als Definition der Kleinergleichrelation der rationalen Zahlen folgende Vorschrift zu nehmen:
(q) <o (a,0) & pzg<za=zb

Die Ganzzahldivision ist aber nicht far alle p, ¢, a,b € Z, q, b Z 0z definiert, die Definition ist also unzureichend. Bei der Her-
leitung der Aquivalenzrelationsvorschrift trat dieses Problem ebenfalls auf; 16sen konnte man es dadurch, indem man ¢ und
b durch Multiplikation mit gb auf die jeweils andere Seite der Ungleichung bringt. Bei der Herleitung der Aquivalenzrelation

war das auch unproblematisch; hier aber handelt es sich nicht um eine Gleichung, sondern um eine Ungleichung.

Dementsprechend kehrt sich das Relationszeichen < zu > um, falls der Faktor pg, mit dem man die Ungleichung multipli-

ziert, negativ ist; man erhéalt also pb ; ab und muss in der Definition eine Fallunterscheidung treffen:

Ein Reprasentant einer rationalen Zahl, (p, ¢), ist genau dann kleinergleich (a, ) mit (p, ¢), (a,b) € Q und ¢b > 0, wenn der
Ganzzahlreprasentant pb kleinergleich dem Ganzzahlrepriasentant aq ist. Ist ¢gb < 0, so ist (p, ¢) genau dann kleinergleich
(a,b), wenn pb grof3ergleich agq ist. In Symbolen:

Definition der Kleinergleichrelation auf den rationalen Zahlen

b < fir gb > 0
(P @) <o (a,b)g e ¢ 7 -4 A
pb >z aq far gb <0

mit (p, g), (a,b) € Q.

Der Fall ¢b = 0 kann nicht auftreten, da ¢ und b beide nicht Null sind, da sie Elemente von Z \ [0z] sind.

Auf die Beweise der Reflexivitiat (x < z fir alle x € Z), Antisymmetrie (aus x < y und y < z folgt z = y) und Transitivitat
(aus x <y und y < z folgt x < 2) verzichte ich.

3.2 Rechenoperatoren

In diesem Abschnitt werden die Rechenoperatoren auf den rationalen Zahlen definiert. Dabei werden keine neuen Konzepte
eingefiihrt, und auch gibt es bei der Herleitung der Definitionen keine Probleme.



3 RATIONALE ZAHLEN 37

3.2.1 Addition

Zur Herleitung der Additionsvorschrift kann man zwei Repriasentanten rationaler Zahlen, (p, q) und (a,b) mit (p, q), (a,b) €
Q, betrachten, die Paare als Briiche begreifen und dann das bereits bekannte Wissen tiber Briiche, insbesondere tiber die
Bildung des Hauptnenners, nutzen:

g +3= (Erweitern zum Nenner qb)
= %Z + % = (Schreiben als einen einzigen Bruch)
_ pbtag
= o

Man erhélt also folgende Additionsvorschrift:

Definition der Addition auf den rationalen Zahlen
(p,@)q +a (a,b)q == (pb+z aq, qb)q

mit (p, q), (a,b) € Q.

(Ich habe mich dazu entschieden, als gemeinsamen Nenner der Briiche nicht das kleinste gemeinsame Vielfache der

Nenner, sondern einfach das Produkt der Nenner zu nutzen, um die Definition nicht unnétig zu komplizieren.)

Auf der rechten Seite der Definition kommt die Addition und Multiplikation auf den ganzen Zahlen vor, welche ihrer-
seits die Np-Addition und -Multiplikation nutzt. An einem Zahlenbeispiel kann man einen Eindruck der Komplexitat
dieses ,gestapelten* Aufbaus gewinnen, wenn man die sich ergebenen Unterrechnungen tber den ganzen Zahlen tiber
die im vorherigen Kapitel definierten Z-Rechenvorschriften ausrechnet, anstatt auf das bereits bekannte Wissen tiber
Z-Symbolmanipulationen zurickzugreifen:

(3 ) +o (8), = 0= (Schreiben als Paare ganzer Zahlreprdsentanten)
= (1,2)+¢(3,4) = (Anwenden der Q-Additionsvorschrift)
= (1-4423-2,2-4) = (Schreiben als Paare nattirlicher Zahlen)
=
(1,0) - (4,0) +z
(3,0 - (2,0),
(27 0) : (47 0)
)= (Anwenden der Z-Multiplikationsvorschrift)

(1-445,0:0,1-04n,0-4)+z
(3:24n,0:0,3-04n,0-2),
(2-445,0:0,2-04n,0-4)
(Ausrechnen der inneren Paarkomponenten)

) =

= ((4,0)+z(6,0),(8,0)) = (Anwenden der Z-Additionsvorschrift)

= ((44n,6,0+n,0),(8,0)) = (Ausrechnen der inneren Paarkomponenten)

= ((10ng,0ny) s (8ng, Ongy)) = (Schreiben der ganzen Zahlen in Dezimalschreibweise)
(10z,8z) = (Schreiben der rationalen Zahl in Bruchschreibweise)

— 0 — (5
= (%)Q = (Z)Q
Hatte man zusétzlich noch die No-Rechenvorschriften des ersten Kapitels zum Ausrechnen der inneren Paarkomponen-

ten genutzt, ware die Rechnung noch linger geworden; je nach persénlichem Geschmack kann man das als unelegant

ansehen.

Der alternative Ansatz durch die surrealen Zahlen realisiert den Aufbau nicht durch Stapelung jeweils vorhergehender
Zahlenmengen, sondern ,in einem Rutsch”, und hat somit dieses Problem nicht.

3.2.2 Subtraktion

Zur Herleitung der Subtraktionsvorschrift ist es hilfreich, die Subtraktion als Addition des (additiv) Inversen zu begreifen.
Geht man diesen Weg, muss man freilich zunachst die Negationsvorschrift definieren.

Dazu kann man den rationalen Zahlreprasentant (p,q) betrachten. Man erkennt zwei mogliche Negationsvorschriften:
—(p,q) = (—p,q) und —(p,q) = (p, —q), wobei das Negationszeichen auf den rechten Seiten die bereits definierte Negation
auf den ganzen Zahlen meint.
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Man kann frei wihlen, welche der beiden Vorschriften man zur Definition der Negation erklart, da sie &quivalent sind:

—(p,q9) =0 —(p,q) (Anwenden der beiden Vorschriften)

(=p,q) =0 B, —q < (Anwenden der Aquivalenzrelation)
& (-p)-(-0) =z p-q & (Vereinfachen der linken Seite, erlaubt nach S.
< Py =z pq < (wahr)

Hier entscheide ich mich fiir die erste Vorschrift, ich definiere also:

—(P,9)a = (=, ¢)o mit (p,q) € Q.

Mit bekannter Negationsvorschrift kann man die Subtraktionsvorschrift herleiten:

(p,q) — (a,b) = (Schreiben als Summe)
= (pqg) +[—(a,b)] = (Anwenden der Negationsvorschrift)
= (p,q) + (—a,b) = (Anwenden der Additionsvorschrift)
= (pb+(—a)q,gb) = (Schreiben als Differenz)

(

Also:

Definition der Subtraktion auf den rationalen Zahlen
(p,q) —q (a,b) := (pb —z aq, qb)

mit (p, q), (a,b) € Q.

Beispiel:

(3) 0~ (2) 0= (Schreiben als Paare ganzer Zahlen)
= (1,2)g—(3,4) = (Anwenden der Subtraktionsvorschrift)
= (1-4-23-2,224)= (Ausrechnen der Paarkomponenten)

) = (Schreiben in Bruchschreibweise)

1l
—~
—~
\
DO
~—
N
©

3.2.3 Multiplikation

Anders als bei der Addition und Subtraktion muss bei der Multiplikation kein gemeinsamer Nenner gebildet werden,

sondern sie erfolgt einfach komponentenweise. Die Multiplikationsvorschrift der rationalen Zahlen ist daher einfach:

Definition der Multiplikation auf den rationalen Zahlen
(p,9) -0 (a,b) := (pa, gb)o

mit (p, ¢), (a,b) € Q.

Beispiel:
(3) o (2) 0= (Schreiben als Paare ganzer Zahlen)
= (1,2)g-(3,4) = (Anwenden der Multiplikationsvorschrift)
= (123,224 = (Ausrechnen der Paarkomponenten)
= (3z,82) = (Schreiben in Bruchschreibweise)

= (g
Es zeigt sich eine beeindruckende Symmetrie zur Definition der Addition auf den ganzen Zahlen: Vertauscht man -z durch
+n, (und passt die Typen entsprechend an), erhdlt man die Definition der Addition tiber die ganzen Zahlen (!):

Multiplikationsvorschrift der rationalen Zahlen: (z,y) - (a,b) := (xza, y-zb)
Additionsvorschrift der ganzen Zahlen: (z,y) 4z (a,b) = (z+n,a, y+n,b)

3.2.4 Division

Die Division auf den rationalen Zahlen wird in der Schule als Multiplikation mit dem Kehrbruch eingeftihrt ([3], S. 1).
Dieser Weg eignet sich auch fiir eine formale Herleitung der Divisionsvorschrift.
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Der Kehrbruch 1 eines Bruchs 2 ergibt sich durch Vertauschen von Zéhler und Nenner. Man definiert also:

(P, 9)g" = (¢:p)g it (p,q) € Q und p # 0.

Mit bekannter Definition des Kehrbruchs kann man dann die Divisionsvorschrift herleiten:

(pyq) : (a,b) = (Schreiben als Produkt)

(p,q) - (a,b)' = (Anwenden der Kehrbruchvorschrift)
= (p,q) - (bya) = (Anwenden der Multiplikationsvorschrift)
= (pb,qa)
Kurz:

Definition der Division auf den rationalen Zahlen

(1. q) 0 (a,b) := (pb, qa)
mit (p, q), (a,b) € Qund (a,b) Z0 (& a £ 0).

Beispiel:

(3) . (2) 0= (Schreiben als Paare ganzer Zahlen)
= (1,2)0:(3,4) = (Anwenden der Divisionsvorschrift)
= (1z4,223) = (Ausrechnen der Paarkomponenten)
= (4z,6z) = (Schreiben in Bruchschreibweise)

= (§)o=0)q

Die Symmetrie dieser Definition zur Definition der Subtraktion auf den ganzen Zahlen zeigt sich, wenn man : durch —
ersetzt:

(z,y) —z (a,b) (48,0, y+no a)

(zy) @ (ab) = (z=2b y=za)

3.3 Eindeutigkeit der Reprasentation

Wie auch die Realisierung der ganzen Zahlen als Paare natiirlicher Zahlreprasentanten fiihrt auch die Konstruktion der
rationalen Zahlen als Paare ganzer Zahlreprasentanten zu einer nicht-eindeutigen Zahlreprasentation; es gibt also mehrere
(unendlich viele) Elemente aus Q, die alle zueinander dquivalent sind und somit dieselbe rationale Zahl repriasentieren.

Diese Tatsache empfindet man, wie auch bei den ganzen Zahlen, als Problem; zur Losung kann man die Normalisie-
rungsmethode nutzen oder Aquivalenzklassen bilden, wodurch man eine Menge Q* erhalt, bei der die Zahlreprisentation

eindeutig ist.

Ohne weitere Angaben meine ich auch im Folgenden mit ,Reprisentanten rationaler Zahlen* immer Elemente aus Q, nicht

aus Q*.

3.3.1 Eindeutigkeit durch Normalisierung

Eine passende Normalisierungsfunktion ist beispielsweise die folgende, die durch eine (nicht-konstruktive) Abbildungs-

vorschrift gegeben ist:

n: Q — Q (Zielmenge)
(p,q) = n((p,9) = (¢',q')
wobei  (p',q") = (p, ). ,
p’ und ¢’ teilerfremd (damit ist der Bruch % vollstandig gekiirzt),
¢ positiv und
p’ und ¢’ normalisierte Reprisentanten ganzer Zahlen, also
P4 € Wa,
mit W,,: Wertemenge der Z-Normalisierungsfunktion

Q" :={n(z)|z€Q}tCQ
Beispiel: (%)Q* =n((6z,(—4);)) = (nz((—3),) ,nz(22)) = ((Ony,3n,) , (215, 0n))
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(Ich habe Q als Z x (Z \ [0z]) definiert. Wenn man Q dagegen als Z* x (Z* \ {0z~ }) definiert (wobei es keine Rolle spielt, ob man
mit Z* die {iber die Normalisierung oder die iiber Aquivalenzklassenbildung definierte Menge eindeutiger Reprisentanten
ganzer Zahlen meint), kann man die letzte Forderung in der Definition der Normalisierungsfunktion, p’ und ¢’ sollten
normalisierte Reprasentanten ganzer Zahlen sein, weglassen, da sie bereits in der Struktur von Z* enthalten ist.)

Die Rechenoperatoren und Relationen tbertragt man analog wie bei den ganzen Zahlen, also n(z) +g¢- n(y) := n(x +q y),
n(z) —g= n(y) :=n(x —q y), usw.

3.3.2 Eindeutigkeit durch Aquivalenzklassen

Alternativ kann man auch Aquivalenzklassen bilden, um eine eindeutige Zahlrepriasentation zu erreichen:
Q" :={[z]|z € Q}  Q mit [z] = {z' € Q|2" = x}.
Beispiel:
(5),. =
((6,0),(0,4)), ((7,1),(1,5)), ((8,2),(2,6)), ...,
alle aquivalent zu (GZ,(—4)@)

((3,0),(0,2)), ((4,1),(1,3)), ((5,2),(2,4)) ...,

alle dquivalent zu (3Z (=2 )Q)

}

Die Rechenoperatoren und Relationen tbertrdgt man analog wie bei den ganzen Zahlen, also [z] +o~ [y] := [z +0 y], [] —0*
[y] := [z —q y], usw.

3.4 Einbettung der ganzen Zahlen in die rationalen Zahlen

Genau wie die Aussage, die Menge der Repriasentanten natiirlicher Zahlen wie hier definiert sei eine Teilmenge der Menge
der Reprasentanten ganzer Zahlen, falsch ist, ist auch die korrespondierende Aussage liber das Verhéltnis der ganzen
Zahlen zu den rationalen Zahlen falsch — Elemente von Z sind Paare natirlicher Zahlreprasentanten, wihrend Elemente
von Q Paare von Reprasentanten ganzer Zahlen sind.

Mochte man die Idee hinter der Aussage formalisieren, so muss man daher die ganzen Zahlen in die rationalen Zahlen
einbetten — analog zur Einbettung der nattrlichen Zahlen in die ganzen Zahlen (beschrieben auf S. [32).

Ein moglicher Isomorphismus f, der umkehrbar eineindeutig Z auf die Teilmenge Zg der rationalen Reprasentanten gan-
zer Zahlen abbildet und dabei beziiglich der Aquivalenzrelation die Bedeutung erhilt, ist der folgende. Idee hinter der
Definition ist, Ganzzahlreprasentanten = durch Briiche ¢ darzustellen.

Einbettung der ganzen Zahlen in die rationalen Zahlen

bE Z — Zg C Q (Wertemenge)

z— f(x) = (x, (1N070N0))Q
—_—————
=(z,1z)

f': QD Zg — Z (Wertemenge)

(xa(leONO))Q = f71 ($7(1N070N0))Q =T
— —
=(z,1z) =(z,1z7)

Beispiele: f(3z) =¢ (32, 12)g =0 30, *(30) =2 f*l((sb 1Z)Q) =23

Dass f die Bedeutung erhéalt und somit in der Tat ein Isomorphismus ist, muss noch bewiesen werden, was ich hier aus
Platzgriinden nur an der Addition zeigen werde:
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fx) +o fly) = (Anwenden der Abbildungsvorschrift)
= (z,(1,0)) +¢ (y,(1,0)) = (Anwenden der Q-Additionsvorschrift)
= (z-(1,0)+zy-(1,0),(1,0) -z (1,0)) = (Ausrechnen der Paarkomponenten)
= (z+w(1,0) =
= flz+zy)

17 (@, (1,0)g +e (4, (1,0))g ) =
= fﬁl((x'(lvo)‘ky' (1,0),(1,0) - (1,0))) =
= Yz +zy,(1,0) =
= T +7z Yy =

= (@ ,0)g) +2 17 (4, (1,0)),)

4 Reelle Zahlen

In diesem Abschnitt werden zwei Realisierungen der reellen Zahlen vorgestellt. Da bei beiden ein umfangreicher Formalis-
mus far eine rigorose Darstellung notwendig ist, werde ich hier nur die Grundideen der beiden Realisierungen vorstellen
und far weiterfiihrende Informationen und Beweise auf Literatur verweisen.

4.1 Unkonstruktive Realisierung der reellen Zahlen

Bei der sog. unkonstruktiven Realisierung der reellen Zahlen stellt man die Kérperaxiome (Assoziativitdt und Kommuta-
tivitdt der Addition und Multiplikation, Existenz neutraler und inverser Elemente beziliglich Addition und Multiplikation
und Distributivitat (a(b+ c¢) = ab+ ac) und das Vollstandigkeitsaxiom (grob: Zwischen zwei reelle Reprasentanten rationaler
Zahlen passen unendlich viele Reprasentanten reeller Zahlen) und zeigt dann, dass es a) Mengen und Verkntipfungen gibt,
die diese Axiome erfiillen, und b) dass alle Realisierungen, die diese Axiome erfiillen, zueinander isomorph sind.

Man nennt diese Realisierung der reellen Zahlen ,unkonstruktiv®, da sie nicht die Zahlenmenge, R, und die Verkniipfungen,
+, —, -, :, direkt angibt, sondern nur die Axiome, die sie erfiillen mtissen.

Vertreter des mathematischen Konstruktivismus lehnen die unkonstruktive Realisierung der reellen Zahlen ab; ihrer Mei-
nung nach existiert ein mathematisches Objekt nur dann, wenn es eine Methode gibt, die das betreffende mathematische
Objekt konstruiert.

Vertreter der konventionellen Meinung haben einen allgemeineren Existenzbegriff: Ihnen zufolge existiert ein mathemati-
sches Objekt auch dann, wenn beispielsweise bewiesen wurde, dass die Annahme der Nichtexistenz des Objekts zu einem
Widerspruch fahrt. [8], [13]

4.2 Konstruktive Realisierung der reellen Zahlen

Eine konstruktive Realisierung der reellen Zahlen, die auch Vertreter des mathematischen Konstruktivismus akzeptieren,
basiert auf den rationalen Zahlen. Dabei begreift man reelle Zahlen als Grenzwert bestimmer Folgen (sog. Cauchy-Folgen),
beispielsweise definiert man 7 als Grenzwert der Folge 3, 3,1, 3,14, 3,141, 3,1415, . . ..

5 Surreale Zahlen

In diesem Kapitel werde ich die surrealen Zahlen vorstellen, deren Aufbau sich von dem der natiirlichen, ganzen und
rationalen Zahlen grundlegend unterscheidet.

Die surrealen Zahlen umfassen die konventionellen Zahlenbereiche Ny, Z, Q und R und dartiberhinaus transfinite und
infinitesimale Zahlen (Zahlen, die grofer als jede reelle Zahl bzw. kleiner als jede positive reelle Zahl sind) und bilden, bis
auf eine kleine formale Feinheit, sogar einen Korper.
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Die surrealen Zahlen zeichnen sich durch eine Vielzahl faszinierender Eigenschaften aus, die ich hier kurz darlegen
werde. Die Eleganz und vielen Moglichkeiten der surrealen Zahlen kommen leider zu einem hohen Preis — Rechnungen
und Beweise werden sehr lang —, weswegen ich hier aus Platzgrinden nur eine grobe Einfiihrung in die surrealen Zahlen
geben kann.

Erfunden/entdeckt wurden die surrealen Zahlen 1974 durch den englischen Mathematiker und theoretischen Physiker
John Horton Conway (* 1937). Standardwerke sind Conways On Numbers and Games (1976) und Donald E. Knuths
Surreal Numbers: How Two Ex-Students Turned on to Pure Mathematics and Found Total Happiness (1974). [17]

Anwendung finden die surrealen Zahlen in der Nichtstandardanalysis, der kombinatorischen Spieltheorie und sind eng
verkniipft mit der Theorie der Ordinalzahlen. Die Bedeutung der surrealen Zahlen fur die Nichtstandardanalysis und die
kombinatorische Spieltheorie werde hier auch darlegen.

5.1 Rekapitulation des konventionellen Aufbaus

Beim konventionellen Aufbau der Zahlenmengen wie hier prasentiert fiihrt man alle Rechenoperationen und Relationen

aufs Zahlen zurtick. Zuerst angewendet wird dieses Konzept bei der Definition der Addition auf den natiirlichen Zahlen -
n+S(m):= S(n+m), mit n,m € Ng

— und auch die anderen Grundrechenarten fiihrt man entweder direkt aufs Zihlen zurtick oder auf die Addition, die
ihrerseits aufs Zahlen fiihrt. Das Anfangselement 0 und die Nachfolgerfunktion S kénnen wahlweise abstrakt bleiben oder
konkretisiert werden.

Ganze Zahlen begreift man als Paare naturlicher Zahlreprasentanten, wobei die erste Paarkomponente eines Repriasen-
tanten angibt, wie oft man, von der Null ausgehend, vorwarts zahlt, und die zweite angibt, wie oft man, vom Ergebnis des
Vorwirtszdhlens, rickwarts zahlt. Die Definitionen der Operatoren und Relationen fihrt man auf die bereits definierten
Regeln der natiirlichen Zahlen zurtick, wie beispielsweise bei der Definition der Z-Multiplikation einsehbar:

(n7 m) Z (V7 /J’) = (m/ +No M, U FNg ml/) mit (’I’L, m)a (V7 ,LL) € Z.

Auf der rechten Seite der Definition wird die Np-Addition und -Multiplikation genutzt, die ihrerseits beide tiber das
Zahlkonzept definiert sind.

Da die Zahlrepriasentation bei den ganzen Zahlen als Paare naturlicher Zahlreprasentanten nicht eindeutig ist, muss man
eine Aquivalenzrelation (=) definieren und, wenn man eine Menge eindeutiger Reprisentanten aufstellen will, normalisie-
ren oder Aquivalenzklassen bilden.

Rationale Zahlen begreift man als Paare ganzer Zahlreprdsentanten und fiithrt die Operatoren und Relationen auf Vor-
schriften auf den ganzen Zahlen zurtick. Da bei der so gebildeten Menge der Reprasentanten rationaler Zahlen die Zahlre-

prasentation nicht eindeutig ist, muss man, wie bei den ganzen Zahlen, eine Aquivalenzrelation einfiihren.

5.2 Unzufriedenheiten mit dem konventionellen Aufbau

In diesem Abschnitt werde ich einige Unzulanglichkeiten des konventionellen Aufbaus der Zahlenbereiche aufzeigen. Der
Alternativaufbau durch die surrealen Zahlen hat diese Unzuldnglichkeiten nicht; dieser Abschnitt begriindet daher die

Einfiihrung der surrealen Zahlen.

5.2.1 Komplexitit durch den ,gestapelten” Aufbau
Wie die langere Beispielrechnung auf S. gezeigt hat, ist das Rechnen mit rationalen Zahlen nach den in dieser Arbeit
hergeleiteten Vorschriften umstandlich.

In der Praxis nutzt man daher Symbolmanipulationstechniken (schriftliches Addieren, schriftliches Multiplizieren), die es
ersparen, von der hohen Ebene der Vorschriften der rationalen Zahlen zum einfachen Zahlen zuriickkommen zu mussen.

Das geht, wie in der Einleitung auf S. |2| schon erwédhnt, so weit, dass die Ideen hinter dem Aufbau der Zahlen groftenteils
unbekannt sind.
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Auch wenn in der Praxis dieser .gestapelte* Aufbau der Zahlenmengen keine Rolle spielt, so hitte man, von einem
mathematisch-ideologischen Standpunkt aus betrachtet, trotzdem lieber einen Aufbau, der alle Zahlen ,in einem Rutsch”
liefert. Der Ansatz durch die surrealen Zahlen liefert genau das.

5.2.2 Unzulinglichkeiten im Umgang mit Unendlichkeiten

Es gibt noch einen anderen Grund, wieso man mit dem konventionellen Aufbau der Zahlenmengen unzufrieden sein

koénnte: Der Umgang mit Unendlichkeiten ist, im Vergleich zu den surrealen Zahlen, unnétig kompliziert.

Weder die nattirlichen, noch die ganzen, rationalen oder reellen Zahlen enthalten Objekte wie ,Unendlich oder ,minus Un-
endlich”. Naive Versuche, sie einzuftihren, schlagen fehl, da viele gewohnte Eigenschaften, die man eigentlich beibehalten

mochte, verletzt werden, wie folgendes Beispiel illustriert:

=1 nach der Regel z : x =1
2= (Umformen des Zéhlers, nach oo + oo = 0o)
= °°;O° = (Zusammenfassen der Zihlers)
= = (Ktirzen)
= 24
# 1 Widerspruch zum Ergebnis des anderen Rechenwegs!

Bei den reellen Zahlen 16st man das Problem teilweise durch die Einfihrung des Grenzwertbegriffs, mit dem u.a. der
Polstellen- und Asymptotenbegriff formalisiert werden kénnen, ohne dass man oo und —oo zur Zahlenmenge hinzufligen
musste, was zu Inkonsistenzen fithren wiirde.

Intuitiv fehlt dem Grenzwertbegriff aber noch etwas: Vergleicht man beispielsweise die Funktionen f und g mit f(z) = 2

und g(z) = %2 (z € R) hinsichtlich ihres Verhaltens im Unendlichen. ..

lim f(z)= lim 1 =0

lim g(x) = lim 5 =0

.. .so stellt man fest, dass sie beide fur z — oo gegen Null konvergieren. Die Anschauung akzeptiert zwar, dass sich beide
Graphen mit zunehmenden z immer mehr an die z-Achse anschmiegen, trotzdem verlauft der Graph von f (ab der Stelle
1) Gilber dem von g; wie also kénnen f und g beide zum gleichen Wert, Null, konvergieren?

(Der Grenzwertbegriff in seiner axiomatischen Formulierung tiber £/§-Schranken (in der Schule nur tiber e-Schranken) ist
nattirlich widerspruchsfrei.)

Mithilfe der surrealen Zahlen kann man Funktionen auf ihr Verhalten im Unendlichen viel einfacher hin untersuchen,
da man einfach den Funktionswert ,bei Unendlich” (in einem Sinne, den ich weiter unten préazisieren werde) ausrechnen

kann.

In einem gewissen Sinne kann man bei den surrealen Zahlen sagen, dass f und g beide gegen Null konvergieren, der
Grenzwert von f aber trotzdem grofier (infinitesimal grofer) als g ist.

5.3 Alternativer Ansatz durch die surrealen Zahlen

Die Konstruktion der surrealen Zahlen unterscheidet sich von der Konstruktion der nattirlichen, ganzen und rationalen
Zahlen grundlegend; man bildet weder Paare von Reprasentanten von Zahlen der jeweils vorhergehenden Menge, noch
nutzt man eine Nachfolgerfunktion.

Wie auch bei den ganzen und rationalen Zahlen ist die Zahlreprdsentation bei den surrealen Zahlen nicht eindeutig. Die
giangige Losung des Problems besteht im Bilden von Aquivalenzklassen.

Da man, wie ich gleich zeigen werde, zum direkten Umgang mit surrealen Zahlen den Definitionen entsprechend einen
grofien rechnerischen Aufwand treiben muss, werde ich die besonderen Eigenschaften der surrealen Zahlen ausschlieflich

auf der Ebene der Symbolmanipulation darlegen und auf Literatur fiir eine genauere Behandlung der Themen verweisen.



5 SURREALE ZAHLEN 44

5.3.1 Konstruktionsregel

Bei den surrealen Zahlen stehen zwei Regeln im Mittelpunkt, die sog. Konstruktionsregel und die Vergleichsregel. Die
Konstruktionsregel gibt an, wie man surreale Zahlen konstruiert; die Vergleichsregel definiert die Kleinergleichrelation.

Im Folgenden bezeichne ich mit S die Menge der Reprasentanten surrealer Zahlen.

Konstruktionsregel der surrealen Zahlen

Sind L und R zwei Mengen von Repriasentanten surrealer Zahlen, dann (und nur dann) reprasentiert auch das Paar (L, R)
eine surreale Zahl, wenn zuséitzlich gilt: Kein Element von R ist kleinergleich einem Element von L. In Symbolen:

L,ReS < (L,R) €S, wenn fur kein r € R gilt: » <[ (fir mindestens ein [ € L)

Repréasentaten surrealer Zahlen sind also Paare von Mengen von Reprdsentanten surrealer Zahlen. Die erste Paarkompo-
nente bezeichnet man als ,linke Menge®, die zweite als ,rechte Menge".
Manchmal begreift man Reprasentanten surrealer Zahlen auch als ,Bimengen® (bi-sets), die, anders als normale Mengen, die nur tber

eine Art von Zugehorigkeit (€) verfiigen, zwei Arten der Zugehdrigkeit unterscheiden - eine ,linke Zugehorigkeit* und eine ,rechte Zu-
gehorigkeit”.

Man schreibt dann statt ({...},{...}) {...|...}. Verwechslungsgefahr mit der Mengenkonstruktionsnotation ({ f(z) | ¢(x) ist wahr}) besteht
in englischsprachiger Literatur weniger, da dort haufig der Doppelpunkt statt des senkrechten Strichs bei der Mengenkonstruktionsno-
tation genutzt wird.

Hier werde ich ausschlieflich die Paarnotation nutzen.

Konstruktion der Null

Die Konstruktionsregel definiert, wie man, wenn man bereits zwei Mengen surrealer Zahlen kennt, weitere surreale Zahlen
konstruieren kann. Das scheint an dieser Stelle ein Widerspruch zu sein: Man kennt ja noch keine surreale Zahlen — wie
soll man dann welche konstruieren?

Die Definition ergibt Sinn, wenn man bedenkt, dass man als linke Menge L und rechte Menge R auch die leere Menge {}
nehmen kann. Die zusitzliche Beschrankung, dass kein r € R kleinergleich einem Element von L ist, gilt: Da die leere
Menge keine Elemente enthélt, gibt es auch keine Elemente, die gegen die Beschrankung verstofien kénnten (,vacuous
truth®).

Damit hat man einen Repriasentanten einer surrealen Zahl gefunden, die, wie sich spater herausstellen wird, die Funktion
der Null erfallt:

0s == ({},{})

Bei der Definition der Zahlensymbole der ganzen und rationalen Zahlen habe ich die Identitét der Symbole nicht definiert,
und nur eine Aquivalenzbeziehung hergestellt: 0z := (0,0), Og := (0, 1). Der Grund liegt darin, dass die Zahlreprisentation
bei den ganzen und rationalen Zahlen wie in dieser Arbeit realisiert nicht eindeutig ist und ich nicht ,willktirlich* einen

Reprasentanten auszeichnen wollte.

Obwohl auch die Zahlreprasentation bei den surrealen Zahlen nicht eindeutig ist, definiere ich hier die Identitat der
Zahlensymbole der surrealen Zahlen, da es im weiteren Verlauf ginstig ist, Namen fir ganz bestimmte Reprasentanten zu
haben. Auch folge ich damit den Konventionen von anderen Arbeiten tiber surreale Zahlen, wie beispielsweise [17], [19],
[5] und [11].

Man muss sich bewusst sein, dass es trotz meiner Definition der Identitdt der Zahlsymbole unendlich viele weitere Re-
prasentanten neben den ausgezeichneten gibt, die alle zueinander dquivalent sind und somit dieselbe Zahl reprasentieren.

5.3.2 Vergleichsregel

Jetzt, da ein Reprasentant einer surrealen Zahl bereits bekannt ist, kann man ihn zur Bildung einer einelementigen Menge

von Repriasentanten surrealer Zahlen heranziehen, welche man dann als linke und rechte Menge verwenden kann.

Auf diese Weise kommen folgende Paare von Mengen von Reprasentanten surrealer Zahlen in Betracht:
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a) L={0s}, R={}: ({0s},{})

b) L={}, R={0s}: ({},{0s})

) L={0s}, R={0s}: ({0s},{0s})

Die Konstruktionsregel fordert die zusatzliche Beschrankung, dass kein Zahlreprasentant » € R kleinergleich einem Re-
prasentant aus L ist. Um zu uberprifen, ob die Kandidaten a), b) und c) diese Bedingung erfiillen, muss man nattirlich
zunichst die Kleinergleichrelation definieren:

Vergleichsregel der surrealen Zahlen

Ein surrealer Zahlreprasentant z = (L., R,) ist genau dann kleinergleich einem Zahlreprasentanten y = (Ly, Ry), wenn y
kleinergleich keinem Element von L. ist und wenn kein Element von R, kleinergleich « ist. In Symbolen:

= (Lz,Rz) < (Ly,Ry) =y &

y <, fur kein I, € L, und ry < z fir kein ry € R,.

Diese Definition ist, wie auch die Konstruktionsregel, rekursiv. Gebrochen wird die Rekursion durch quantifizierte Aussa-
gen Uber der leeren Menge.

Mit bekannter Definition der Kleinergleichrelation kann man nun tiberpriifen, welche der Kandidaten guiltige Reprasentanten
surreale Zahlen sind:

¢ Kandidat a) ({0Os}, {}) erfiillt die Bedingung — fur kein r € R = {} soll » <[ (fir mindestens ein [ € L = {0s}) gelten. Da
R die leere Menge ist, ist die Bedingung trivialerweise erfiillt; Kandidat a) ist ein giltiger Reprasentant einer surrealen
Zahl, die, wie nach der Definition der Addition klar werden wird, die Funktion der Eins erfiillt; man definiert:

I := ({0s}, {})
¢ Auch Kandidat b) ({}, {0s}) erfiillt die Bedingung - da die linke Menge die leere Menge ist, gibt es kein [ € L, fur das
r < | gelten kénnte und somit die Konstruktionsregel verletzt werden kénnte. Wie sich spater herausstellen wird,
handelt es sich bei Kandidat b) um einen Reprasentanten der Zahl (—1).
(=15 == ({},{0s})
¢ Kandidat c) erfiillt die Bedingung nicht, da 0s € R kleinergleich 0s € L ist und somit die Bedingung der Konstrukti-
onsregel verletzt:
0s < 0Os & (Schreiben als Paare)
< {0 <{{ & (Anwenden der Vergleichsregel)
& 0s <[l furkeini, € L, ={} und
und r, <0s far keinr, € R, = {} < (wahr)

Die Konstruktionsregel kann man nun, da man mit insgesamt drei bekannten Repriasentanten surrealer Zahlen — (—1), 0

und 1 - neue Mengen von Reprasentanten surrealer Zahlen bilden kann, erneut anwenden.

Mit jeder Anwendung der Konstruktionsregel findet/konstruiert man neue Zahlreprasentanten; der Vorgang lasst sich

unbegrenzt fortsetzen.

5.3.3 Aquivalenzrelation der surrealen Zahlen

Man definiert zwei surreale Zahlen als dquivalent, wenn die eine kleinergleich der anderen ist und umgekehrt. In Symbolen:

Definition der Aquivalenz auf den surrealen Zahlen

r=sy:<sr<syundy <sz

mit z,y € S.
Beispiel:
0 = 0 & (Anwenden der Aquivalenzrelation )
< 0 < 0 und
und 0 < 0 & (wahr), nach S.

Auf die Beweise der Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitit der Aquivalenzrelation verzichte ich an dieser Stelle.
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Die Zahlreprasentation ist bei den surrealen Zahlen nicht eindeutig, beispielsweise reprasentieren ({},{}) und ({-1},{1})
beide die Null. Der Beweis, dass ({},{}) = ({-1},{1}), folgt aus mehrmaligem Anwenden der Vergleichsregel, ist aber
vergleichsweise lang, weswegen ich ihn hier nicht ausfiihren werde.

Wie bei den ganzen und rationalen Zahlen 16st man das Problem, indem man Aquivalenzklassen von Reprisentanten, die
alle zueinander dquivalent sind, bildet.

O+ := [0s] = {({}, {}), (=1}, {1}),.. .}

Anders als bei der Aquivalenzklassenbildung bei den ganzen und rationalen Zahlen ist bei den surrealen Zahlen nicht
unmittelbar offensichtlich, welche Reprasentanten zu 0s = ({},{}) dquivalent sind; mathematisch stellt dies aber kein
Problem dar.

5.3.4 Addition auf den surrealen Zahlen

In diesem Abschnitt wird die Definition der Addition auf den surrealen Zahlen definiert. Um diese tibersichtlich notieren
zu kénnen, bendtigt man eine Kurzschreibweise, die sog. mengentheoretischen Erweiterung des +-Operators, die wie folgt
definiert ist:

2@ M :={z+m|me M}
M@&z:={m+z|meM}

mit z € S und M eine Menge von Reprdsentanten surrealer Zahlen. Bei & wird also eine Addition fiir jedes Element der

Menge ausgefiihrt, zwei Zahlenbeispiele verdeutlichen das:

5@{1,2,3}={5+1,5+2,5+3}, {}+5={}

Definition der Addition auf den surrealen Zahlen

t+y=(L:@y)U(z @ Ly),(R: ©y)U(z D Ry))

mit z,y € Sund = = (Lz, Rs),y = (Ly, Ry).

Beispiel:
Os + 1s = (Schreiben als Paare)
= ({}.{H)+ {os},{}) = (Anwenden der Additionsvorschrift)

=

({} ®1s) U (0s @ {0s}),

{}@ 1)U (s @ {})
)=
({3 u{0s+0s}, {JU{}) =
(
(
(

= ({0s+0s},{}) = (Schreiben als Paare)
= {{,H+OE 0= (Anwenden der Additionsvorschrift)
{(

{}®0s) U (0s@{}),
{}®0s) U (0s @ {})

= ({0}, {}) =15

Die Bezeichnungen 0 und 1 fur ({}, {}) bzw. ({0}, {}) waren also, zumindest fiir dieses Beispiel, gerechtfertigt.

Es ist nicht besonders schwer, allgemein zu zeigen, dass die hier definierte Addition kommutativ und assoziativ ist und alle
Reprasentanten, die zu Os dquivalent sind, neutrale Elemente sind; die Beweise sind zwar einfach, da sie sich direkt aus
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den jeweiligen Definitionen ergeben, nehmen aber viel Platz in Anspruch, weswegen ich sie hier nicht ausfithre. Nachlesen
kann man sie in [11], [5] und [22].

Die anderen Operatoren kann ich hier aus Platzgriinden nicht definieren. Auch kann ich keine Herleitungen der Defini-
tionen anfiihren, wie bei den nattrliche, ganzen und rationalen Zahlen getan, da es ja keine bereits bekannten Umfor-
mungsregeln fiir die surrealen Zahlen gibt, von denen man Definitionen ableiten konnte.

5.3.5 Fortsetzung des Konstruktionsverfahrens
Setzt man das Konstruktionsverfahren unbegrenzt fort, erhdlt man (hier ohne Beweis) Reprasentanten aller Zahlen der
Form 3 mit @ ganz und b nattirlich (die sog. dyadischen Briiche). Speziell fiir b = 0 ergeben sich die ganzen Zahlen.

Der Clou: Man kann nun die unendlich grofie Menge der surrealen Reprasentanten ganzer Zahlen (oder Teilmengen von

ihr), {0s, 1s, 25, 3s, - - .}, selbst als linke oder rechte Menge nehmen! Damit erhélt man folgende Zahlrepriasentanten:
wi=({0,1,2,3,..},{})
—w=({},{0,-1,-2,-3,...})

w und —w haben die besondere Eigenschalft, dass sie grofer bzw. kleiner als jeder surreale Reprasentant einer nattirlichen

Zahl sind! Fur sie gelten u.a. folgende Rechenregeln:
w+ (—w) =0, w-0=0,

Dartiberhinaus gibt es bei den surrealen Zahlen nicht nur zwei transfinite Zahlen, reprasentiert durch w und —w, sondern
unendlich viele weitere (!), die man erhélt, wenn man +w und Ergebnisse von Rechenoperationen mit +w als Elemente von

linker und rechter Menge zulésst:
2w={w,w+lw+2,w+3,...},{H=wtw>w
2w={}{~w,~w-1,—w—-2,—w-3,..}) =(—w) + (~w) < —w
w? = ({w,2w,3w, 4w, ..}, {HN=w-w>w

—w? = {},{~w, 2w, 3w, —4w,..}) = —w w< —w

Es gibt sogar Zahlen, die zwar grofier als jede positive reelle Zahl sind, aber kleiner als w! Ein Beispiel einer solchen Zahl

istw —1:
r<w-1=({0,1,2,3,...},{w}) < w fur alle r € Rs.

Die multiplikativ Inversen von transfiniten Zahlen sind sog. infinitesimale Zahlen:

e= ({0} {Lsds =0

¢ ist Reprasentant einer infinitesimalen Zahl, die grof8er Null, aber kleiner als jede positive reelle Zahl ist. In Symbolen:
0 <e < rfuralle r € Rs.

Wie auch von den transfiniten Zahlen gibt es unendlich viele infinitesimale Zahlen:

1>2= ({e} , {5 +1,e+ %, e+ i, - }) =e+e¢e >¢e >0 - 2 reprasentiert eine Zahl, die grofier ¢, aber trotzdem noch kleiner
als jede positive reelle Zahl ist.

0<e®= 2 =11 =ce<e-¢” reprasentiert eine Zahl, die kleiner als ¢, aber immer noch positiv ist, die also zwischen 0
und e liegt.

Infinitesimale Zahlen gibt es nicht nur in der Umgebung von Null:
3<3+e<rfuaraller € Rs,r >3
w — € reprasentiert eine Zahl, die gréf3er als jede reelle Zahl ist, aber kleiner w.

Im Folgenden werde ich mit w und ¢ nur symbolhaft umgehen, also nicht ihre Definitionen als Paar zweier Mengen von
Reprasentanten surrealer Zahlen nutzen, da das Rechnen auf dieser unteren Ebene sehr miuhselig ist.
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Da jedoch die surrealen Zahlen (bis auf eine kleine formale Feinheit) einen Korper bilden, kénnen die bekannten Rechen-
gesetze und Aquivalenzumformungen auf das Rechnen mit surrealen Zahlen iibertragen werden.

Auch lasse ich die Beweise an dieser Stelle aus, da sie viel Platz benétigen und in den Quellen [11], [5] und [22] zu finden
sind.

5.4 Anwendungen der surrealen Zahlen

In diesem Abschnitt werden Anwendungen der surrealen Zahlen vorgestellt. Dabei wird mit w und ¢ nur symbolhaft
umgegangen.

5.4.1 Bestimmung des Verhaltens von Funktionen im Unendlichen

In der Einfithrung dieses Kapitels betrachtete ich zwei Funktionen f und g mit f(z) = % und g(z) = 5. Uber den

Grenzwertbegriff der reellen Zahlen findet man, dass f(z) und g(z) fur x — co gegen Null gehen:
lim f(z)= lim 1 =0

lim g(z) = lim & =0

Ich sprach den augenscheinlichen Widerspruch an, dass der Graph von f (ab der Stelle 1) tiber dem von g verlauft, die
Grenzwerte fiir x — oo aber gleich sind.

Mithilfe der surrealen Zahlen kann man den Grundgedanken der Anschauung mit dem Grenzwertbegriff der reellen Zahlen
vereinbaren. Anstatt der Grenzwertbetrachtung fir * — oo kann man im Surrealen fiir « einfach w nehmen und f(w) mit
g(w) vergleichen, also die Funktionswerte an der Stelle w (,Unendlich*) ausrechnen:

glw)=H =¢e"<e

f(w) und g(w) unterscheiden sich also beide nur um einen infinitesimalen Anteil (¢ bzw. ¢*) von Null; das Ergebnis der
Grenzwertbetrachtung spiegelt auf diese Weise wieder.

Zusatzlich wird aber anders als beim Grenzwertbegriff die Anschauung nicht verletzt: g(w) und f(w) sind zwar beide
infinitesimal, trotzdem ist g(w) aber kleiner als f(w) — anschaulich: ,,f ist auch im Unendlichen grofer als g.

5.4.2 Bestimmung des Verhaltens von Funktionen an Polstellen

Wendet man den Grenzwertbegriff auf f(z) und g(x) fir  — 0+ an, so kommt man zum Ergebnis, dass f und g an der
Stelle 0 eine Polstelle haben:

. _ 1. l _
Ihr(r)1+ flz) = Jm = +o0

. _ . 1 _
z11n([)1+ g(z) = Ihr& -z = +o0

Das Argument der Anschauung, g steige doch starker an als f, findet keine Entsprechung im Grenzwertbegriff, dem zufolge
man lediglich aussagen kann, dass f und g beide an der Stelle 0 divergieren.

Bei einer entsprechenden Diskussion der Funktionen im Surrealen flie3t die Anschauung hingegen durchaus ein — bei
gleichzeitiger Erhaltung der Gultigkeit der Erkenntnisse der Grenzwertbetrachtung in einem gewissen Sinne.

Statt den Grenzwert fir + — 0+ zu untersuchen, kann man im Surrealen einfach eine positive infinitesimale Zahl, wie
beispielsweise ¢, als Funktionsargument nutzen:

g(&)zg%:w > w

Die Erkenntnis der Grenzwertbetrachtung — dass beide Funktionen an der Stelle 0 divergieren, wird dadurch wiederge-
spiegelt, dass f(¢) und g(¢) beide transfinite Zahlen sind. Zuséatzlich wird aber die Anschauung nicht enttauscht: Wahrend
f an der Stelle ¢ ,erst bei w* ist, ist g ,schon bei w?*.
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5.4.3 Beschreibung von Spielen im Rahmen der kombinatorischen Spieltheorie

Spiele mit zwei Spielern, bei denen die Spieler abwechselnd ziehen, es keine versteckte Informationen gibt (wie beispiels-
weise verdeckte Karten), der Spielverlauf nur von den Spielern und den Regeln, nicht aber vom Zufall (wie beispielsweise
durch Wiirfel oder Mischen realisert) abhidngt und derjenige Spieler verliert, der keine Zugmoglichkeiten mehr hat, kénnen
durch ,Games", eine Verallgemeinerung der surrealen Zahlen, sehr gut beschrieben werden. Die Spieler nennt man ,linker*
bzw. ,rechter Spieler®. [17], [19]

Games konstruiert und vergleicht man genau wie surreale Zahlen, nur lasst man die Beschrdnkung der Konstruktionsre-

gel, kein Element der rechten Menge dtirfe kleinergleich einem Element der linken Menge sein, weg.

Beispielsweise ist ({0}, {0}) kein Reprasentant einer surrealen Zahl, da die Konstruktionsregel verletzt wird, da 0 < 0 ist,
aber sehr wohl ein Game.

Die linke Menge L eines Games (L, R) enthélt die Games, die die Spielsituationen beschreiben, die der linke Spieler,
wenn er am Zug ist, durch seinen Zug erreichen kann. Die rechte Menge R enthilt die Games, die die Spielsituationen
beschreiben, die der rechte Spieler erreichen kann, wenn er am Zug ist.

* Beispielsweise beschreibt das Game 0 = ({}, {}) eine Spielsituation, in der beide Spieler keine Zugmoglichkeit haben.
Da laut den Spielregeln der Spieler verliert, der keine Zugméglichkeit mehr hat, verliert bei einer Spielsituation, die
durch das Game 0 beschrieben ist, der Spieler, der gerade am Zug ist.

* Das Game 1 = ({0},{}) beschreibt eine Situation, bei der der linke Spieler, sollte er am Zug sein, als einzige
Zugmoglichkeit das Herstellen der Situation, die durch das Game 0 beschrieben ist, hat. Da beim Game 0 der
Spieler verliert, der gerade am Zug ist, verliert also bei einer Situation, die durch das Game 1 beschrieben ist, der
rechte Spieler, wenn urspriingloch der linke Spieler am Zug war.

Auch verliert der rechte Spieler, wenn nicht der linke Spieler, sondern er selbst bei der urspriinglichen Situation
(Game 1) am Zug ist, da die rechte Menge von 1, {}, leer ist und er somit keine Zugmaoéglichkeiten hat.

Das Game 1 beschreibt also eine Spielsituation, bei der, unabhangig davon, welcher Spieler am Zug ist, der rechte
Spieler verliert.

* Beim Game (—1) = ({}, {0}) dagegen verliert der linke Spieler:
Ist der linke Spieler am Zug, so hat er keine Zugmoglichkeiten, da die linke Menge von 1, {}, die leere Menge ist.

Ist der rechte Spieler am Zug, so stellt er eine Situation her, die durch das Game 0 = ({}, {}) beschrieben wird. Dann
ist der linke Spieler am Zug und verliert, da die linke Menge von 0 leer ist, er also keine Zugmaoéglichkeiten hat.

Es stellt sich heraus, dass allgemein Games, die grofer als 0 sind, Situationen beschreiben, bei denen der linke Spieler
gewinnt, wenn er optimal spielt, und Games, die kleiner als 0 sind, Situationen beschreiben, bei denen der rechte Spieler
gewinnt, wenn er optimal spielt.

Ist ein Game aquivalent zu 0, so beschreibt es Situationen, bei denen der Spieler gewinnt, der den nichsten Zug hat.

Anders als bei den surrealen Zahlen kann es bei den Games sein, dass ein Game weder kleiner, noch gréfer, noch gleich
0 ist. Solche Games nennt man ,gegentiber 0 fuzzy*. Ein Beispiel fir ein solches Game ist * := ({0}, {0}).

Bei Spielsituationen, die durch Games beschrieben werden, die zu 0 fuzzy sind, gewinnt der Spieler, der am Zug ist:

Ist beispielsweise bei Situationen, die durch das Game * beschrieben werden, der linke Spieler am Zug, so stellt er eine
Situation her, die durch das Game 0 beschrieben wird. Bei 0 = ({}, {}) verliert der Spieler, der am Zug ist; also verliert der

rechte Spieler, womit der linke gewinnt.

Ist bei Situationen, die das Game * beschreibt, der rechte Spieler am Zug, so befindet sich der linke Spieler nach dem
Zug des rechten Spielers in einer Situation, die durch das Game 0 beschrieben wird. Dementsprechend verliert der linke

Spieler; der rechte gewinnt.

Die Games bilden keinen Koérper, die Rechenoperatoren haben aber trotzdem sinnvolle Bedeutungen: Zerfallt beispielsweise
beim Brettspiel Go (vor allem in Ostasien verbreitet) eine Partie in zwei kleinere, isolierte Partien, so ist das Game, das die
Ursprungssituation beschreibt, 4quivalent zur Summe der Games, die die isolierten Partien beschreiben.
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5.5 Probleme und offene Fragen bei den surrealen Zahlen
5.5.1 Grofiere Komplexitat im Vergleich zum konventionellen Aufbau der Zahlenbereiche

Die faszinierenden Eigenschaften der surrealen Zahlen rithren von ihrer rekursiven Struktur her. Diese Struktur, die
beispielsweise gegentiber der Struktur der naturlichen Zahlen nach Peano komplizierter ist, fihrt aber auch zu langeren
Definitionen der Rechenoperatoren und so zu héherem Rechenaufwand, wenn man nicht auf der hohen Ebene der Sym-
bolmanipulation arbeitet.

Insbesondere ist die mechanische Uberpriifbarkeit nicht mehr so einfach gewéhrleistet, da die linke und rechte Menge
eines Reprasentanten beliebig grofl — auch unendlich grof3 — sein darf; im Allgemeinen kann ein Computer nicht unendlich
viele Falle in endlicher Zeit tiberprufen.

Die Aquivalenzklassen bei den ganzen und rationalen Zahlen sind zwar auch unendlich grof3; zum Rechnen benétigt man
dort aber nur ein Element aus den Aquivalenzklassen.

Bei den surrealen Zahlen dagegen sind im Regelfall alle Elemente von linker und rechter Menge relevant.

5.5.2 ,Liicken" in der Zahlengeraden

Ein weiteres Problem ergibt sich aus der Existenz von ,Liicken” auf der surrealen Zahlengeraden. ,Liicken” ist dabei nicht
in dem Sinne zu verstehen, wie beispielsweise der Zahlenstrahl der nattirlichen und ganzen Zahlen ,Liicken” enthalt, da
es nicht fur jede zwei beliebige ganzen Zahlen eine Zahl gibt, die zwischen ihnen liegt.

Solche Art Liicken gibt es bei den surrealen Zahlen nicht; zwischen zwei beliebigen surreale Zahlen gibt es stets unendlich
viele weitere surreale Zahlen.

Stattdessen treten Liicken im Zusammenhang mit transfiniten und infinitesimalen Zahlen auf. So gibt es beispielsweise
eine Liicke zwischen den Repriasentanten der positiven reellen Zahlen und w: Man erreicht tiber keine endliche Verkettung
von Rechenoperationen reeller Zahlen w,

1+1+14+14+14+1+ - <w

endlich viele Summanden

Ahnliche Liicken gibt es auch zwischen w und 2w und zwischen den Reprisentanten positiver reeller Zahlen und Zahlen,

die von Null nur infinitesimal entfernt sind:

WHI+1+14+1+1 414 < 2w
endlich viele Summanden
1:2:2:2:2:2:--->¢

endlich viele Divisionen

5.5.3 Stetigkeit, Differentiation und Integration

Aus den ,Licken” in der Zahlengerade ergeben sich Probleme, wenn man versucht, den Stetigkeitsbegriff auf die surrea-
len Zahlen zu tibertragen. Ist beispielsweise folgende Funkion f stetig oder nicht? (Man bedenke die Schwierigkeit, die
problematische Stelle w zu erreichen.)

0 fiurz<w
frax v f(z) =

1 firz > w
Ohne einen prazisen Stetigkeitsbegriff ist eine formale Definition der Differentiation nicht méglich. Pionierarbeit leistet
auf diesem Gebiet Antongiulio Fornasiero, dessen Dissertation Integration on Surreal Numbers (2004) Losungen dieser
Probleme zu beschreiben scheint.
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5.5.4 Probleme bei der Anwendung der surrealen Zahlen als , Grenzwertersatz"

Als Anwendungsbeispiel der surrealen Zahlen demonstrierte ich die Moglichkeit der Diskussion reeller Funktionen — den

Grenzwert fir © — oo bzw. x — 0+ ersetzte ich durch das Nutzen von w bzw. ¢ als Funktionsargument.

Bei den einfachen Funktionen, die ich als Beispiele nutzte, hat dieses Verfahren auch gut funktioniert; ich habe aber nicht
untersucht, inwieweit man den Grenzwertbegriff durch geeignetes Einsetzen surrealer Zahlen als Funktionsargumente bei
komplizierteren reellen Funktionen ersetzen kann.

5.5.5 Mengentheoretische Probleme

Mehrmals schrieb ich, die surrealen Zahlen bildeten bis auf eine kleine formale Feinheit einen Korper. Die Feinheit liegt
darin, dass man den Korperbegriff so definiert hat, dass nur Mengen einen Korper bilden kénnen; die Reprasentanten

surrealer Zahlen, S, sind aber keine Menge (!), sondern eine sog. echte Klasse.

Die Unterschiede zwischen Mengen und Klassen sind zu kompliziert, als dass ich sie hier genauer erlautern kénnte. Far
diese Einfihrung in die surrealen Zahlen gentigt es zu wissen, dass die Reprasentanten surrealer Zahlen deswegen keine
Menge sind, da sie bestimmte Axiome der Mengenlehre verletzen.

Abgesehen davon, dass S also keine Menge, sondern eine Klasse ist, gelten die Kérpergesetze auf S.

6 Zusammenfassung und Ausblick

Diese Facharbeit legt die mogliche Formalisierung des Aufbaus der nattirlichen, ganzen, rationalen und surrealen Zahlen
dar. Zentrale Konzepte sind dabei der Zahlbegriff, der sich bei den naturlichen Zahlen unmittelbar in den Definitionen von
No und den Operatoren wiederspiegelt, und die Paarbildung, mit der natiirliche Zahlen zu den ganzen Zahlen, und ganze

Zahlen zu den rationalen Zahlen kombiniert werden kénnen.

Da die Definitionen der Operatoren und Relationen auf den nattirlichen Zahlen rekursiv sind, ist es notwendig, zu
uUberprifen, ob die Definitionen als Arbeitsvorschriften — als Algorithmen - eingesetzt werden kénnen.

Wichtig bei den ganzen Zahlen ist die Unterscheidung zwischen der strukturellen Gleichheit und der Aquivalenzrelation,
die fiir ein sinnvolles Sprechen von Gleichheit notwendig ist.

Die Darstellung der reellen Zahlen ist wegen des umfangreichen Formalismus, der fiir eine rigorose Behandlung der reellen
Zahlen erforderlich ist, in dieser Arbeit nur sehr kurz.

Auch werden die komplexen Zahlen hier nicht behandelt. Gerade die komplexen Zahlen bringen aber, insbesondere auf

dem Gebiet der komplexen Analysis, eine Fulle neuer Ideen.

Wahrend die Axiomatisierungen der natirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zahlen im Rahmen der fortschreitenden
Axiomatisierung der Mathematik im 20. Jahrhundert im Kontext der Mengenlehre gut erforscht sind, weifs man tiber die
surrealen Zahlen noch vergleichsweise wenig.

Dies mag damit zusammenhéngen, dass es wenig Verdffentlichungen tiber surreale Zahlen gibt; eine kurze Suche ergab,

dass das Journal der Royal Society ebenso wie Spektrum der Wissenschaft noch nie tiber surreale Zahlen berichtete.

Erstaunlich erscheint vor allem, dass es auch bei arXiv nur ein einziges Papier tiber surreale Zahlen gibt. arXiv ist ein
Archiv far digitale Artikel aus den Bereichen Physik, Mathematik, Informatik und Biologie, bei dem Artikel nicht einem
Peer-Review unterzogen werden und es daher den Ruf hat, auch Herberge von Papieren zu sein, die dem akzeptierten
Konsenz widersprechen.

Auch gibt es Diskussionen tber die Formalisierung des Konzepts der surrealen Zahlen. Conway scheint nadmlich oft so
aufgefasst zu werden [21], dass eine Einbettung der surrealen Zahlen in den Formalismus der Mengenlehre unnétig sei,
ahnlich, wie es bei den nattirlichen Zahlen nicht notwendig sei, 0 und S zu konkretisieren. Diese Meinung scheinen viele

nicht positiv aufzunehmen.

Interesse erwecken die surrealen Zahlen eher in populérwissenschaftlichen Magazinen (wie beispielsweise [9]), wohl wegen
der Existenz transfiniter und infinitesimaler surrealer Zahlen.
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Mit der kuirzlich gegliickten Definition der Integration auf den surrealen Zahlen darf man aber gespannt sein, was die
Zukunft in dieser Richtung bringt. Auch eine Ausarbeitung der surkomplexen Zahlen — die Ubertragung der komplexen
Zahlen in die surrealen Zahlen [18] — wire spannend; zur Zeit gibt es bei Google nur knapp 500 Suchergebnisse fur
Lsurcomplex”. Uber die Anwendung der surrealen Zahlen zur Diskussion reeller Funktionen

Im Rahmen der Theorie der konventionellen Zahlenbereiche ware interessant, Grinde fir die mehrmals bemerkten Sym-
metrien zwischen den Operator- und Relationsdefinitionen der konventionellen Zahlenbereiche zu finden.
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