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In diesem Abschnitt wollen wir die Notation fiir Postnikov-Systeme in triangulierten

Kategorien fixieren. Wir folgen [1, Kap. IV.2].



0 1
Sei D eine triangulierte Kategorie und X*®: X° x4y X2 4.5 X7 ein Komplex
iiber D, d.h. es gelte d"*'d’ = 0 fiir i = 0,...,n — 2. Den Verschiebungsfunktor auf D
schreiben wir als X — X[1].

Definition 1.1. Ein Rechts-Postnikov-System von X*® ist ein Diagramm in D der Form

do[n] d! [n 1] 1 dn— 1[1

'In—1] —/—= X?n—2] > X"
mit Y = X"[1] und so, dass die aufrechten Dreiecke ausgezeichnete Dreiecke sind und

die restlichen Dreiecke kommutieren. Das Objekt Y°[—n — 1] heifit (Rechts-)Faltung des
Postnikov-Systems und auch (Rechts-)Faltung von X°.

Die Schreibweise A [—;> B soll bedeuten, dass f ein Morphismus von A nach B[k] ist.

Faltungen sind im Allgemeinen nicht eindeutig, auch nicht bis auf Isomorphie; auch
besitzt im Allgemeinen nicht jeder Komplex Faltungen [5].

Analog kann man Links-Postnikov-Systeme definieren:

Definition 1.2. Ein Links-Postnikov-System von X*® ist ein Diagramm in D der Form
XO d° Xl d' X2 L X ; xn
Z° zZ Ve 7"l e—— 7"
(1] (1] (1] 1]
mit Z° = X und so, dass die aufrechten Dreiecke ausgezeichnete Dreiecke sind und

die restlichen Dreiecke kommutieren. Das Objekt Z"[—n| heifit (Links-)Faltung des
Postnikov-Systems und auch (Links-)Faltung von X°.

Dabei gilt folgende Proposition:

Proposition 1.3. Die Klasse der Rechts-Faltungen von X® stimmt mit der der Links-
Faltungen von X*® dberein.

Faltungen T von X*® kommen mit zwei assoziierte Morphismen

T-% X und X"[-n] 5T



2 Das Massey-Produkt in triangulierten Kategorien

2.1 Das Massey-Produkt von Komplexen der Lange 4

Sei D eine triangulierte Kategorie und X*: X9 i X! i) X2 ﬁ) X3 ein Komplex
iiber D, d.h. es gelte d?d' = 0 und d*d? = 0.

Definition 2.1. Die Klasse aller Morphismen der Form p[—1]¢ € Hom(X?, X3[-1]),
wobei Y & X3 und X0 % Y[—1] das Diagramm

e B c BN e
d * 1
[71} R % ()
Y

kommutativ machen und Y ein beliebiger Kegel von X! i) X2 ist, heiBt Massey-Produkt
von X*® und wird als (d°, d!, d*)) notiert.

Wir wollen zunéchst die Nichttrivialitdt des so definierten Massey-Produkts zeigen:

Proposition 2.2. Das Massey-Produkt (d°,d",d?)) ist stets nichtleer.

Beweis. Die Existenz eines Kegels Y von d! ist nach den Axiomen triangulierter Kate-
gorien gesichert. Um einen Morphismus X 2 Y [—1] zu erhalten, der das linke Dreieck

1
kommutativ macht, betrachten wir die zum ausgezeichneten Dreieck X! Lx2hy Yy
X1[1] gehorige lange exakte Sequenz

— 1
o = Hom(X%, Y[-1]) =% Hom(X?, X1) %5 Hom (X0, X2) %5 Hom(X%,Y) — --- .
(2)
Wegen d'd’ = 0 liegt d° im Kern von d} und damit im Bild von v[—1]; somit erhilt
man einen Morphismus X° % Y[—1] mit d° = v[-1]4(q) = v[-1]q.
Auf dhnliche Art und Weise erhélt man einen ins Diagramm passenden Pfeil Y 2 X3
Aus der Exaktheit von

1\ * *
-« Hom(X", %) < Hom(x2, X?) < Hom(Y, X*) < Hom(X'[1], X%) - ---

(3)

folgt wegen d? € ker (d')*, dass d? im Bild von u* liegen und es somit einen Morphis-
mus Y 2 X3 mit pu = d? geben muss. O

Je zwei Elemente von ((d°, d", d?)) unterscheiden sich um ein Element aus der Untergrup-
pe
A = d?[-1JHom(X", X?[~1]) + Hom(X ', X3[-1])d° € Hom(X°, X3*[-1]), (4)

genauer zeigen wir sogar, dass ((d°,d', d?)) eine VerschiebungBegriff von A ist:



Proposition 2.3. Das Massey-Produkt (d°,d",d?)) ist von der Form
(d°, d',d?) = p[-1]q + 4,
wobei p|—1]q ein beliebiges Element des Produkts bezeichnet.

Beweis. ,,C“: Sei ein beliebiges Element x0 4y P, Gl X3[—1] von ((d°,d", d*)) gegeben,

es gibt also ein Diagramm wie , wobei der Kegel Y in diesem Diagramm nicht mit
dem zu p[—1]q iibereinstimmen muss.

Nach Axiom (TR3) triangulierter Kategorien erhalten wir aus

dl

X! ) GR— Y s X -1]
= : @
1 d! 2 i : 1
X X Y X'[-1]

einen Morphismus Y LN Y, der ein Isomorphismus ist, da die anderen vertikalen Pfeile
des Diagramms Isomorphismen sind.

In die Differenz p[—1]§ — p[—1]g schieben wir einen Zusatzterm ein,

p[—1]q — p[-1]g = p[-1]q — p[-1]l¢[-1]g + p[-1]p[-1]g — p[-1]g
= p[—1] (§ — »[~1]q) + (P — p)[—1]q.
———

=:a =:b

Wegen 9[—1]a = 9[-1]g — 9[-1]¢[-1]q = 6[—1](} —v[-1]qg = d* — d° = 0 folgt aus der
langen exakten Sequenz zum Kegel Y (wie (2)), dass a in ima[—1], = ker[—1], liegt
und es somit einen Morphismus X% % X?2[—1] mit a = @[—1]g gibt.

Ahnlich folgt wegen bu = pou — pu = pii — pu = d?> — d? = 0 und der Sequenz , dass b
in ker u* = im v* liegt und es somit einen Pfeil X![1] By X3 mit b= ho gibt.

Zusammengenommen lasst sich die Differenz p[—1]¢ — p[—1]¢ daher wie folgt schreiben:
1ja +b[-1]q

[-
[—1]a[-1]g + h[-1]v[-1]q
2—1]g+h[-1]d° € A

P
d
Damit folgt die Behauptung.

,2“: Sei ein beliebiges Element f = p[—1]g+ (d?[—1]g+h[—1]d°) aus p[—1]g+ A gegeben.
Wir definieren p := p + hv und ¢ := ¢ + u[—1]g.



Dann gilt pu = pu + hvu = d*> + 0 = d? und v[-1]G§ = v[-1]q + (vu)[~1]g = d° + 0 = d°,
somit liegt p[—1]¢ im Massey-Produkt {(d°,d', d?)) und die Behauptung folgt:

pl—1]G = (p+ hv)[—1] o (¢ + u[-1]g)
[—1]lg + p[—1Ju[-1]g + h[—1]v[-1]g + h[-1]v[-1]u[-1]g

[—1)q + d*[-1]g + h[-1]d"

p
p
f

2.2 Das Massey-Produkt von Komplexen beliebiger endlicher Lange

Die Definition des Massey-Produkts fiir Komplexe der Lange 4 wollen wir auf Komplexe
beliebiger endlicher Lénge erweitern.

0 n—1
Sei D eine triangulierte Kategorie und X*®: X Do I X ein Komplex der

Lange n + 1 iiber D, d.h. es gelte d'd* =0 fir i =0,...,n — 2.
Definition 2.4. Die Klasse aller Morphismen der Form p[2 —n]q € Hom(X?, X"[2—n]),
wobei X0 % T2 — n] und T' % X™ das Diagramm

do dan— 1

dl dn72 .
xS s

Xl

XO

w
—
ot
~—

kommutativ machen, heiBt Massey-Produkt von X*® und wird als (d°,...,d" ') notiert.

Dabei ist T eine beliebige Faltung des Teilkomplexes X' — --- — X"~! mit assoziierten
Morphismen 7" % X! und X" 1[—(n — 2)] LN T,und T := T[n — 2], & := a[n — 2],
B:=pBn—2].

Fiir Komplexe mit Lange mindestens 5 kann das so definierte Massey-Produkt leer sein.
Der Spezialfall von Komplexen der Lange 3
Das Massey-Produkt eines Komplexes X*: X £> X! i) X2 der Linge 3 ist die ein-

elementige Menge {0}, denn das einzige Postnikov-System zum Teilkomplex X! von X
ist



mit Faltung X'[1][~1] = X! =: T; die assoziierten Morphismen 7" % X! und X'[-0] EN

T sind beide die Identitdtsmorphismen auf X'. Die einzigen Morphismen X" 4, xt
und X! & X 2 die in ein Diagramm wie passen, sind daher genau d° bzw. d'. Das
Massey-Produkt besteht daher genau aus p[2 — 2]q = d*d® = 0.

Zusammenhang zum Massey-Produkt fiir Komplexe der Lange 4

Fir Komplexe der Liange 4 stimmt die Definition fir allgemeine triangulierte Kategorien
mit der speziellen dieses Abschnitts bis auf ein Vorzeichen iiberein:

Proposition 2.5. Es gilt (d°,d',d?) = —((d°,d", d?)).

Beweis. ,C“: Sei p[—1]q ein beliebiges Element von (d°, d', d?), dann gibt es ein kommu-

1
tatives Diagramm wie . Aus dem zugehérigen Postnikov-System zu X! X 2,

d* A

b U\”/

1
erhiilt man durch dreifache Linksrotation einen Kegel von X! <, x2
1d' 2 Boa a1
X =X 5T — X1]
Das Minuszeichen vor dem letzten Pfeil konnte man auch zum vorletzten Pfeil rechnen,

ganz ohne geht es aber nicht.

Wir setzen nun p := p und ¢ := —¢. Dann gilt —p[—1]q = p[-1]G € {d°,d*,d?), denn
B =pB =d? und (—&)[-1]G = &[—1]q = d°, woraus die Inklusion folgt.

,2%“: Sei —p[—1]q € —{(d°, d*, d*)) beliebig gegeben. Dann gibt es also einen Kegel Y mit
Morphismen X2 % Y und Y % X![1] derart, dass das Diagramm kommutiert.
Aus diesen Daten bauen wir nun ein Rechts-Postnikov-System zu X' i) X2

d! [1]

v/ \1]/
Dessen Faltung ist 7' := Y'[1][-2] = Y[~1], die assoziierten Morphismen Y [-1] % X!
und X?2[—1] LN Y[—1] sind a = —v[1][-2] = —v[—1] bzw. § = u[l][-2] = u[-1].



Mit 7' :=T[1], & := a[1] = —v und j := B[1] = u folgt, dass das Diagramm

1 ' 2 d’ 3
p
T

kommutiert, denn a[—1] o (—¢q) = v[—1]g = d° und pf = pu = d?. Somit gilt —p[—1]q =
p[—1] o (—=q) € (d°,d*, d?), das war zu zeigen. O

0
x0T o x

2.3 Notwendige Bedingung fiir die Existenz von Elementen im
Massey-Produkt

Sei weiterhin X*: X0 £ ... <

lierten Kategorie D.

n—1
X™ ein Komplex der Lénge n + 1 iiber einer triangu-

Proposition 2.6. Ist das Massey-Produkt (d°,...,d" ') nichtleer, dann sind auch die
Produkte (d,....d"') und (d°,...,d"2) nichtleer und beide enthalten die Nullmor-
phismen des jeweiligen Typs.

Beweis der Proposition. Sei ein Element p[2 — n]q € (d°,...,d" ') gegeben, dann gibt
es also ein Diagramm wie . Wir zeigen, dass 0 ein Element von (d!,...,d""!) ist; den
zweiten Teil der Behauptung zeigt man analog.

Um0 € {d',...,d" 1) zu zeigen, miissen wir ein Postnikov-System des Komplexes X2 —
.-+ — X" ! mit Faltung U und Morphismen r und s derart finden, dass

dl dl dn72 _ dnfl
Xt = s xn

X2

X].

(S0

kommutiert.

Dazu betrachten wir ein Rechts-Postnikov-System von X! — ... — X"~! zur aus dem
Diagramm von p[2 — n|q gegebenen Faltung T

Xl[n—2]?X2[n—3] xnt
af1] [1]* A i 0 1/
TN <E2—Un -2 X"



Durch Abschneiden des linken Teildreiecks erhélt man daraus ein Rechts-Postnikov-
System von X? — --- — X"~! mit Faltung U und assoziierten Pfeilen U M X?
und X" —(n—3)] & U.

Durch die Setzungen 7 := po u[—1] und s := A[2 — n] werden die Kommutativitdtsbedin-
gungen erfiillt:

A3 —nls = GIIN[2—n] =d'[n - 2)[2 —n] = d'
rd =pop[—1]od[n — 3] = p(uéln — 2])[~1] = pBln — 2] = pB = d"

Hier Eig. Postnikov-Systeme benutzt!

Damit ist gezeigt, dass das Massey-Produkt (d',...,d" ') den Morphismus 7[3 — n]s
enthélt. Dieser Pfeil ist null,

r[3 = nls = p[3 = n](pA)[2 = n] =0,

da pA die Verkettung zweier aufeinanderfolgender Morphismen eines ausgezeichneten
Dreiecks ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. ]

Die Umkehrung der Proposition gilt nicht, fiir das klassische Massey-Produkt gibt es
explizite Gegenbeispiele [4]. Eine mogliche (triviale) Charakterisierung der Existenz von
Elementen im Massey-Produkt kann man aber dem Beweis direkt ablesen:

Korollar 2.7. Das Massey-Produkt (d°, ... d" ') ist genau dann nichtleer, wenn es ein
Postnikov-System von X' — -+ — X" derart gibt, dass seine Abschneidungen nach
dem Konstruktionsverfahren des Beweises Nullmorphismen als Elemente von (d*, ... d" 1)
und (d°, ..., d"2) liefern.

Das ist falsch! Korrigieren!

In dem Spezialfall, dass die triangulierte Kategorie D eine Homotopiekategorie von Kom-
plexen ist, kann man dieses sog. simulatene Verschwinden konkret illustrieren, siche dazu

Abschnitt B.2 auf S. 12

2.4 Charakterisierung der Existenz von Postnikov-Systemen

0 m—1
Sei weiterhin X*: X0 45 ... © ¥ ein Komplex der Linge n + 1 iiber einer triangu-

lierten Kategorie D.Wortwiederholung...

Proposition 2.8. Der Komplex X*® besitzt genau dann eine Faltung, wenn der Null-
morphismus im Massey-Produkt (d°, ..., d"') enthalten ist.

Beweis. ,=“: Wir benétigen zunichst ein Postnikov-System von X! — ... — X771,
Aus einem gegebenen Rechts-Postnikov-System von X*® mit Faltung P und zur Faltung



gehorigen Morphismen P % X X"[—n] = P erhalten wir dies in zwei Schritten wie
folgt:

Wie im Beweis der vorherigen Proposition kann man das das System zunéchst links,
bei X0, abschneiden. Daraus erhilt man ein Rechts-Postnikov-System von X' — .- —

X" dessen Faltung sei Q und die assoziierten Pfeile seien Q Yy X1 und X "—(n—1)] &
Q. Nach Konstruktion gibt es noch einen Morphismus X°[n] 2 Q[n] mit u/\[-n] = d°.
Rechts-Postnikov-Systeme kann man nicht rechts (bei X™) abschneiden, unter anderem
deshalb, weil vom Diagonalpfeil mit Ziel X" stets gefordert wird, dass er die Identitat

ist. Zu dem abgeschnittenen Rechts-Postnikov-System gibt es aber ein Links-Postnikov-
System mit gleicher Faltung:

Xl n—1 dnl
a \ %/\
A zn %an

Dieses kann man rechts, bei X, abschneiden und so ein Links-Postnikov-System von X' —
— X1 erhalten. Die Faltung dieses abgeschnittenen Systems ist T := Z"~![—(n —
2)], und es gilt am[l —n] = u'.

Wir setzen nun ¢q := m[l — n|A[—n] und p := k. Dann gilt in der Tat:
a[2 — n)qg = am[l — n]A\[-n] = W' \[-n] = d°
pB=kpln—2]=d"""
Damit ist p[2 — n]q € (d°,...,d""!). Die Behauptung folgt wegen
p[2 — nlq = k[2 — nJm[1 — n]A\[-n] = (k[1]m)[1 — n]A\[-n] = 0.

L= Sei 0 = p[2 —n]g € (d°,...,d" 1), somit gibt es ein Diagramm wie . Zur
Faltung T" in diesem Diagramm gibt es ein Rechts-Postnikov-System

anl

77/2] ...
an/ \ / [1} .
Tn—1]

X"

aus welchem wir ein Postnikov-System von X — ... — X" konstruieren wollen.



-1
Als erstes ergéinzen wir den Morphismus X°[n — 1] a1, T'[n — 1] zu einem ausgezeich-

neten Dreieck

X0 — 1] L i~ 1) % ¢ % X0 (6)
und fiigen es links an das Rechts-Postnikov-System von X! — --- — X"~! an. Da die
Kommutativititsbedingung a[n — 1]g[n — 1] = (&[2 — n]q)[n — 1] = d°[n — 1] erfiillt ist,
ist das erginzte Diagramm ein Rechts-Postnikov-System von X0 — ... — X"~ mit
Faltung C[—n].

Zu diesem Rechts-Postnikov-System gibt es ein Links-Postnikov-System von X? — - . —
X"~1 mit gleicher Faltung,

n— dr—1
X0 X2 S XL XM
g
id / A 9[71}:._,.-' .
-". \J
A Zn—2 C[—1] mmreeeeres o4
(1] (1] (1] (1]

und mit A = u[—1]B[n — 2], welches wir zu einem Links-Postnikov-System von X° —

- — X" erganzen wollen. Um den schon vorgezeichneten Pfeil C[—1] I xn

konstruieren, nutzen wir die lange exakte Sequenz zum ausgezeichneten Dreieck @:

Nach Voraussetzung gilt p[1]g[n—1] = 0, also folgt p[1] € ker ¢[n—1]* = im u*; somit gibt
es einen Morphismus C' 2% X"[1] mit gu = p[1]. Die Kommutativitétsbedingung g[—1]\ =
g[—1]u[-1]B[n — 2] = pp = d"~! ist auch erfiillt.

Somit muss der Pfeil g[—1] nur noch zu einem ausgezeichneten Dreieck ergénzt und

dieses Dreieck rechts ans Postnikov-System angefiigt werden, das entstehende Diagramm
ist dann ein Links-Postnikov-System von X% — ... — X", O

3 Das Massey-Produkt in Homotopiekategorien von
Komplexen

Fiir den Spezialfall, dass die zugrunde gelegte triangulierte Kategorie D eine Homoto-
piekategorie K (A) von Komplexen iiber einer abelschen Kategorie A ist, gibt es eine
klassische Definition des Massey-Produkt-Begriffs, die nicht die Sprache triangulierter
Kategorien verwendet.

In diesem Abschnitt wollen wir diesen klassischen Begriff formulieren und dann zeigen,
dass er mit dem verallgemeinerten (bis auf Vorzeichen) iibereinstimmt. Zur Vereinfa-
chung der Notation wird der Hom-Komplex hilfreich sein:

10



Definition 3.1. Seien U® und V* zwei Komplexe {iber einer abelschen Kategorie A.
Dann ist der Hom-Komplex Hom®*(U*®,V'*) gradweise durch

Hom?(U*,V*) := [[ Hom4(U’, VP*)
€L
definiert und das Differential fiir f* € Hom”(U®, V*) durch
Of* := dye[plf* — (1P f*[1]dye € Hom" ' (U*, V*)
gegeben.
Mit dieser Vorzeichenkonvention sind die Grad-p-Kozykeln von Hom®(U*®, V'*) genau die

Komplexabbildungen U® — V*[p|, Komplexabbildungen der Form 0f® sind genau die
nullhomotopen und fiir f* € Hom?(U®,V*), ¢* € Hom?(V*, W*) gilt die Leibnizregel

d(glpl o f) = (9g)Ip] o f + (—1)%glp + 1] 0 Of.

Mit X*[p] bezeichnen wir die durch (X*[p])™ := XP*" definierte Verschiebung von X*
mit Differential dxe, = (—1)Pdxe[p].Vorzeichen priifen! Boppel open weg?

3.1 Das Massey-Produkt von Komplexen der Ldange 4

Sei x*:x0 &y x1 &y x2 &y x3 oy Diagramm iiber Kom(A), das iiber K(.A) ein
Komplex ist, d.h. dass die Kompositionen d'd" und d?d' nullhomotop sind.

Definition 3.2. Die Klasse aller Morphismen der Form
d*[~1]u — vd® € Hom ! (X?, X3)
mit v € Hom (X% X?), v € Hom (X!, X?) und
d'd® = du,
d*d' = Ov
heifit (klassisches) Massey-Produkt von X*® und wird als (d°, d", d?). notiert.
Da d'd’ und d?d' nullhomotop sind, gibt es solche Abbildungen u und v, das Massey-

Produkt (d°, d*, d?). ist also sets nichtleer. Ferner sind die Elemente des Massey-Produkts
Komplexabbildungen:

Proposition 3.3. Es gilt (d°,d", d?). C Homggm(4) (X0, X3[-1]).
Beweis. Sei ein beliebiges Element d?[—1]u — vd® € (d°,d!, d?). gegeben. Unter Benut-

zung der Leibnizregel und dd' = 0 folgt, dass es ein 9-Kozykel ist: O(d*[—1]u — vd®) =
(0d?)[~1]u + &2 ) — (Dv d® — v[1] 8dO) = d2d d® — d2d"dO = 0. O

An dieser Stelle sieht man auch, dass das Vorzeichen in der Definition des Massey-
Produkts wichtig ist.

Das so definierte Produkt stimmt mit dem allgemeinen Produktbegriff in triangulierten
Kategorien iiberein; das werden wir in Abschnitt beweisen.

11



3.2 Das Massey-Produkt von Komplexen der Lange 5

Vor dem allgemeinen Fall von Komplexen beliebiger endliche Linge wollen wir eine

0 1 2 3
Definition fiir die Léange 5 formulieren. Sei dazu X*: X° LN ' SILN 'CILNS SIS '€
ein beliebiges Diagramm iiber Kom(.A), das iiber K(A) ein Komplex ist.

An die Massey-Produkte (d°, d', d?). und (d', d?, d®). kann man die Forderungen stellen,
dass sie jeweils einen nullhomotopen Morphismus enthalten. Um in die folgende Definiti-
on einzufiihren, wollen wir kurz ausformulieren, was es bedeutet, wenn diese Forderungen
erfillt sind.

Dass (d°,d', d?). einen nullhomotopen Morphismus enthélt, ist dquivalent dazu, dass es
Homotopien u € Hom™}(X?, X?) und v € Hom (X', X?) mit d'd® = du, d>d' = ov
und d*[—1ju — vd® = 0 in Hom(4)(X", X3[—1]) gibt; die letzte Aussage bedeutet, dass
eine Homotopie A € Hom ?(X°, X3) mit d?[—1]u — vd® = DA existiert.

Die zweite Forderung lautet ausgeschrieben: Es gibt Homotopien v € Hom ™1 (X!, X3), w €
Hom (X2, X*) mit d?d" = v, d3d?> = dw und d*[~1)v' — wd' = OB fiir eine weitere
Homotopie B € Hom ?(X!, X4).

Im Allgemeinen kann man dabei nicht v = v' wéihlen [4]; kann man das in einem Spezi-
alfall doch, so sagt man, dass (d°,d',d?). und (d',d?, d?). simultan verschwinden.

Definition 3.4. Die Klasse aller Morphismen der Form
d3[—2]A — w[—1]u + Bd® € Hom?(X?, X*)

mit u € Hom (X%, X?),v € Hom (X', X3), w € Hom (X2, X*) sowie A € Hom ?(X°, X?)
und B € Hom 2(X", X*) derart, dass die Bedingungen

d'd® = du
d>d' = ov
d3d? = ow

d*[~1)u —vd” = 0A
d3[-1]v — wd' = OB

erfiillt sind, heiBt (klassisches) Massey-Produkt von X*® und wird als (d°,d", d?, d3). no-
tiert.

Bemerkung 3.5. Direkt nach der Definition ist klar, dass (d°,d!, d?, d>). genau dann
nichtleer ist, wenn (d°,d', d?). und (d', d?, d*). simultan verschwinden.

Wieder sind die Elemente des Massey-Produkts Komplexabbildungen:

Proposition 3.6. Es gilt (d°,d', d?, d3). C Homgm(4) (X0, X4[-2]).

12



Beweis. Fiir ein beliebiges Element f = d3[—2]A4 — w[~1]u + Bd" € (d°, d', d?, d*). gilt:

df = d*[-1]0A — (dw)[~1]u + wdu + (8B)d"
= B[-1]d*[-1]u — d®[-1]vd° — &®[-1]d*[-1]u + wd'd® + d*[-1|vd" — wd*d°
=0 ]

3.3 Das Massey-Produkt von Komplexen beliebiger endlicher Lange

0 m—1
Sei X*: X0 L ... 2 X7 ein beliebiges Diagramm iiber Kom(.A), das iiber K (A)
ein Komplex ist. Fiir eine Definition des Massey-Produkts von X*® ist es hilfreich, die
auftretenden Morphismen in einer oberen Dreiecksmatrix (mit fehlendem oberen rechten

Eintrag) zu organisieren:

Definition 3.7. Ein definierendes System fir X* ist eine Familie M = (a;j);; von
Morphismen mit 0 < i < j <n—1und (i,7) # (0,n — 1) derart, dass

a;; € Hom' ™7 (X", X7*1)

ai; = d'

daij = L (i, )
fiir alle Indizes gilt. Dabei bezeichnet Lj;(i, ) folgende signierte Summe:

j—1
La(i, ) = Y (=1 T apyjli — rlair

r=i

Die Forderung Oa;; = Lj(i,i) = 0 wiederholt dabei lediglich die Voraussetzung, dass
die d* Komplexabbildungen sind.

Definition 3.8. Die Klasse aller Morphismen der Form Lj;(0,n—1) € Hom "*?(X?, X",
wobei M ein beliebiges definierendes System fiir X*® ist, heiflt (klassisches) Massey-
Produkt von X*® und wird als (d°,...,d" '), notiert.

Speziell fiir n = 3 und n = 4 erhélt man mit diesen Vorzeichenkonventionen die Definitio-
nen der beiden vorigen Abschnitte zuriick, und wieder kann man nachrechnen, dass die
Elemente des Massey-Produkts Komplexabbildungen sind; dazu zeigen wir allgemeiner:

Proposition 3.9. Die Morphismen Ly (i, j) € Homyop(a)[i — j +1)(X*, XIt1) sind fiir
alle definierenden Systeme M und alle Indizes 0-Kozykel, also Komplexabbildungen.

13



Beweis.

j—1
OLar(i,5) = Y (1)~ ((3ar+1,j)[i —rlair + (=) a1 li - r + 1]3%«)

r=1
Jj—1 j-1

— —(—1)‘9_1_”as+1,j [i — s+ 1apy1,s[¢ — 7r]air
r=i s=r+1
j—1 r—1

—+ Z Z (—l)r_l_saqq_l’j[i —r+ 1]a5+1’T[i — S]Clis
r=it s=t

Die letzte Gleichheit wird klar, wenn man die Indexmengen skizziert. O

Fiir den Beweis der Ubereinstimmung dieser Definition mit der allgemeinen fiir triangu-
lierte Kategoriensprache werden wir folgende technische Hilfsaussage benotigen:

Hilfsaussage 3.10. Ist M = (ai;);; mit 0 <i < j <n—1 und (i,j) # (0,n—1) ein de-
0 n— ~
finierendes System, fiir X*: X° ... Q X", dann ist die Abschneidung M = (a;j)ij
1
mit 1 <i<j<n-—1und (i,7) # (1,n — 1) ein definierendes System fiir X=': X! 4,

m—1
L X" und es gilt fiir alle zuldssigen Indizes

Ly(i,j)=Lam(i+1,5+1).
Beweis. Einfaches Nachrechnen. O

Fiir spater wird es relevant sein, dass hier kein Vorzeichen eingefiigt werden muss.

3.4 Zusammenhang zu klassischen Massey-Produkt-Definitionen

Sei R ein kommutativer Ring und C*® ein Kokettenkomplex von R-Moduln mit einem
assoziativen und R-bilinearen Produkt —, das fiir Koketten ¢ € C?, ¢ € C' die Leibniz-
regel d(¢ — ) = dp — ¥ + (—=1)Pp — dip erfiillt; beispielsweise kann C* der singulére
Kokettenkomplex eines topologischen Raums mit Koeffizienten in R und das Produkt —
das Cup-Produkt sein.

Eine beliebige Kokette x € CP liefert eine Abbildung (z — _) € Hom?(C*®,C*), die
genau dann eine Abbildung von Komplexen ist, wenn x ein Kozykel ist. Ferner gilt die
Vertauschungsregel d(z — _) = dr — _.

Seien nun d° € CP, d' € C9, d*> € C" Kozykel, fiir die d' — d° und d?> — d' nullhomo-
top sind; das ist das Datum fiir das klassische Massey-Produkt von Kozykeln.Das hier
genauer; alte Definition bringen.

14



Daraus lasst sich ein Diagramm iiber Kom(R—Mod) konstruieren, das iiber K (R—Mod)
ein Komplex ist:

1 2
C. do—_ C.[p} (d -)[P} C'[p—%—q} (d -)[p-i—q] OO[p+q+r]

Das Massey-Produkt zu diesem Komplex stimmt dann bis auf Vorzeichen und Kompo-
sitionsreihenfolge mit klassischen Definitionen [4, 2] des Massey-Produkts von Kozykeln
iiberein.

3.5 Zusammenhang zum Massey-Produkt in triangulierten Kategorien

3.5.1 Der Spezialfall von Komplexen der Lange 4

0 1 2
Sei X*: X0 4 x1 4y x2 & ¥3 cin Diagramm iiber Kom(.A), das iiber K(A) ein
Komplex ist.
Die Homotopieklassen von Elementen aus (d°,d', d?). unterscheiden sich nur um Ele-
mente aus der Untergruppe A C Hom g (y4) (X0, X3[~1]) von @,

A = d*[—1]Hom g 4)(X°, X?[1]) + Hom () (X", X?[—1])d".

Um das zu zeigen, beweisen wir gleich die stdrkere Aussage, dass die klassische Definiti-
on wie eingangs behauptet mit der allgemeinen (Def. iibereinstimmt.

Proposition 3.11. Es gilt (d°,d",d?). = (d°,d',d?), wobei das Massey-Produkt auf
der rechten Seite tiber der triangulierten Kategorie K(A) genommen wird und die lin-
ke Seite, die eigentlich eine Teilklasse von HomKom(A)(XO,X3[—1]) ist, als Teilklasse
von Hom g4 (X0, X3[—1]) augefasst werden muss.

Beweis. Wir zeigen die wegen Prop. éiquivalente Aussage (d°,d", d?). = —{(d°, d*, d?)).
»C“: Sei f = d?[—1Ju—wvd® € (d°,d', d?). beliebig; um zu zeigen, dass —f in (d°, d', d?))

1
liegt, miissen wir ein kommutatives Diagramm wie (1)) konstruieren. Als Kegel Y von X! 4,
X? wihlen wir die kanonische Konstruktion Y := X![1] @ X? mit Differential

_[—dx:[1] 0
dy "( df([l] dX2>’

x4 x2 Ty 8y

dann ist das Dreieck
mit T = (id())ﬂ) und 6 = (ldx1p) 0) ausgezeichnet.

Dann miissen wir noch Morphismen ¥ £ X3 und X9 % Y[—1] derart definieren, dass
in K(A) gilt:
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1. p7 = d?
2. §[-1]g=d°
3. [=—([-1lg)

Auf eine Idee fiir p und ¢ kommt man, wenn man — f kiinstlich als Komposition zweier
Morphismen schreibt:

—Uu

—f=vd® - d?[-1]u = (U dz[—l]) <d0>

Auf diese Weise wird man zu den Wahlen p := (v[1] d?) und ¢q := ( ‘fi) geleitet; dass
diese die Bedingungen 1., 2. und 3. erfiillen, ist dann klar.

Da aber u und v nicht notwendigerweise Morphismen von Komplexen sind, ist nicht
sofort klar, dass p und ¢ auch wirklich Komplexabbildungen sind, das miissen wir also
noch zeigen:

Op = dxsp — pllldy = dys (o[1) @) — (v2] a2[1)) (‘jfﬁ]m d?@)
= (dyov[1] + v[2)dyi [1] = (2d)[1]  dyad?® — d2[1)dx: )
= ((ov)[1] = (@2ah)[1] 0d%) =0

d 0 d° 1
0q = dy[fl}q - Q[l]dXo = <_):;'lll —dXQ[_1]> <_u> B <_u[[1]]> A
B LT W (. T
T\ —dMd + dxe[-1utu[l]dyxo ) T \—d'd® +0u)

Das schlieBt den Beweis der Behauptung —f € (d°,d*, d?)) ab.

,2“: Sei ein beliebiges Element f € —((d°, d*, d%)) gegeben. Fiir ein festes fo € (d°, d*, d?). C
—{(d°, d", d?)) (Existenz gesichert) gilt (d°,d",d?)) = —fo + A, daher gilt f = fo — a fiir
ein a € A.

Sei fo = d?[—1|ug — vod® mit d'd® = Qug und d?d' = dvg und a = d*[—1]g + hd® fiir
gewisse X0 & X2[—1] und X! LN X3[-1].

Dann ist f = fy — a = d*[—1](ug — g) — (vo + h)d®, und wegen d(ug — g) = Oug — dg =
d*d® — 0 und 9(vy + h) = d?d" ist damit klar, dass f in (d°,d', d?). liegt. O

3.5.2 Der allgemeine Fall von Komplexen beliebiger endlicher Lange

In diesem Abschnitt wollen wir folgende Proposition zeigen:
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0 n—1
Proposition 3.12. Sein > 3 und X*: X° LA N beliebiges Diagramm

tiber Kom(A), das tiber K(A) ein Komplex ist. Dann gilt
(..., d" e = (=1)(d° ... .d"Y),

wobei wie in der vorhergehenden Proposition das Massey-Produkt auf der rechten Seite
iber der triangulierten Kategorie K(A) genommen wird und die linke Seite als Teilklasse
von Hom g 4)(XY, X*2x[-1])... aufgefasst werden muss.

Das Vorzeichen beginnt mit vs = 1 und alterniert dann in Zweierschritten, d.h. es
gilt vy =vs=—-1,vg=0v7=1, ...

Beweis. ,C¢: Wir wollen den Beweis durch Induktion tiber n fithren, wobei der Induk-
tionsanfang n = 3 Gegenstand des vorhergehenden Abschnitts war. Wir schlieen nun
von n auf n + 1.

Sei also ein Diagramm X°®: X° L X iber Kom(A), das tiber K(A) ein

Komplex ist, und ferner ein Element f = (d°,...,d™+t)=1), beliebig gegeben.

Folglich gibt es ein definierendes System M = (a;;);; fiir X* mit f = L(0,(n + 1) — 1).
Dieses konnen wir wie in der Hilfsaussage zu einem definierenden System M von X =1
abschneiden und erhalten nach Induktionsvoraussetzung ein Massey-Produkt-Diagramm

d2 an— 1 dr

dl X2 . XTL XTL—‘,—I

Xl

T
und ein zur Faltung T =: Y;[—n + 1] von X% — --- — X" gehdériges Rechts-Postnikov-
System

21 3, _ 41y _ "
X<n Q]ﬁX[n S]ﬁX[n 4] X
%* %*\ % 1/i

Y ha Y, I Y3 X*[]

mit assoziierten Morphismen Yi[—n + 1] 9 X2 und X"[—(n—2)] LN Yi[—n + 1]; dabei
gilt p[2 —n]g = (—1)""L;(0,n — 1) = (—1)"" L (1, n).

Um weiter unten die Notation zu vereinfachen, fiihren wir noch die Schreibweise p; := p
ein.
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Wir ergéinzen nun dieses Postnikov-System links zu einem von X! — ... — X"

X'n - 1?X2[n 2ﬁX3[n—3]ﬁX4[n—4] g o X

n—1]
U e > 1] H/ia

ha Y2 hs ¥s o X"

Dabei wéahlen wir Yy {iber die kanonische Kegelkonstruktion in K(A), d.h. wir set-
zen Yp := X'[n] ® Y mit Differential

__[dxi[n] O
e )

und hg := (idgﬁ )
Die Faltung dieses ergéanzten Systems ist dann Yy[—n| und die assoziierten Morphismen
sind Yp[-n] & X! und X"[—(n — 1)] LN Yo[—n] mit @ = (idx1 0) und S = (5[81]).

Es bleibt, Morphismen Yp[—1] & X"+ und X0 % Yj[—n] zu definieren, die dann ein
Massey-Produkt-Diagramm von X° — -+ — X" mit p[2 — (n + 1)]g = (=1)%+1 f
ergeben.

Definition von p. Die Setzung
pi=(~(~)"awmn—1] p)
erfillt alle Kommutativitdatsanforderungen:
Op = dxni1p — p[l]dy, [
=g (<=1 )+ (<0t at0) (50 0
= (~(=)"(@ar)[n— 1] + (P2 ~ nlg)[n — 1] 0)

Y (—(-1)" Las(Lom) + (~ )" Lag (L) — 1] 0)

pB = pBln—1] = pBn— 2| = &

Definition von q. Hierflir ist mehr Vorarbeit notig.

Zunichst lisst sich ein Morphismus g; € Hom®(X'[n], Yy) durch g; := (idxollnl) definie-
ren. Nimmt man diese Konstruktion in die Induktionsvoraussetzung mit auf, kann man
die Existenz analog definierter g, 1 € Hom®(X"*![n—7],Y;) fiir r = 1,...,n— 2 sichern.
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Unter der Schreibweise py := p gilt dabei po[l]g1 = —(—1)""ai,[n]; nimmt man diese
Gleichheit in die Induktionsvoraussetzung auf, erhélt man analog p,[1]gr4+1 = —(—1)""""ar41 n[n—
7], wobei wir fiir 7 = 1,...,n—2 mit p, den Morphismus Y, [—1] — X"*! zuriickliegender
Induktionsschritte bezeichnen.

Wegen po[1]h1 = p[1] = p1[1] kann man dabei induktiv die Identitéit p,[1]hr4+1 = pry1[l]
folgern.

Mit diesen Bezeichnungen kann man nun den Morphismus g definieren:

dO
= ((—1>vn+13[—1]a0,n1 + A>’

mit A € Hom (X, Y[—n]) wie folgt:

n—2
A= YO (=) (1) (hahg - hygen) =,

r=1

Die Kommutativitatsforderung

. d°
aq = (1dX1 0) ((—1)”7”15[—1]@07”1 +A> =d°

ist damit schnell nachgewiesen. Der Nachweis, dass ¢ in der Tat eine Komplexabbildung
ist, sei hier ausgespart.

Berechnung der Komposition p[1 — n]q: Essentiell zur Uberpriifung der Vorzeichenwahl
ist jedoch, dass wir noch detailliert die Identitéit

p[l —nlg = (=1)"** Lar (0, n),

die den Beweis des Induktionsschritt abschliet, nachrechnen.

Die rechte Seite ist dabei einfach

n—1

(=1)" 2 Ly (0,m) = > (=1)"+ (=1)" " a1 n[ =] aor, (7)
r=0

die linke ergibt sich als

0
e ) ((—wvwmfuao - A>
= —(=1)"ay,d® + (=1)""*+1p[1 — n]B[—1]agn_1 + p[1 — n]A.

Der erste Summand ist wegen (—1)*+1 = (=1)"(—1)"" und d” = ago_auch der erste
Summand in der Summe [7, und der zweite Summand ist wegen p[1 —n]5[—1] = (pS[n —

2))[1 — n] pd d"[1 — n] = apyp[l — n] der Summand mit » = n — 1 in |7} Nutzt man
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die weiter oben hergeleiteten Identitdten, kann man schliefilich nachrechnen, dass die
restlichen Terme genau durch p[1 — n]A geliefert werden:

n—2
Pl —nJA =" (=1)""(=1)" B[l = n](hzhs - - - hrgrs1)[—nlaor
r=1

n—2

= Z (71)7’L—7‘(71)1}n77' (pT [1]gT+1) [*n} aor
r=1
n—2

=2 ()" (=) (=) (=) g p[n = r][=n]aor

r=1

n—2
= Z (_1)nirilar+1,n [—7]aor
r=1

Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.

»,2": Die umgekehrte Inklusion wollen wir nur skizzieren.

dn—l

Sei n > 3 beliebig, ein Diagramm X*®: X© Lo X iber Kom(A), das iiber K(A)
ein Komplex ist, und ferner ein Element f = (—1)"p[2 — n]qg € (=1)(d’,...,d" 1)
gegeben.

Von den Kegeln des Rechts-Postnikov-Systems des zugehorigen Massey-Produkt-Dia-
gramms kann man nicht erwarten, dass sie durch die Standardkonstruktion gegeben
sind. Man kann jedoch sukzessive von rechts nach links die Kegel durch die kanonischen
Kegel ersetzen; dabei muss man die Morphismen der ausgezeichneten Dreiecke geeignet
durch Isomorphismen abédndern.

Bei diesem Verfahren &dndern sich zwar die Pfeile p und ¢, nicht aber die Kompo-
sition p[2 — n]g. Aus dem auf Standardform gebrachten Postnikov-System und den
(veranderten) Pfeilen p und ¢ kann man dann, an genau den Stellen, wie sie der obi-
ge Induktionsbeweis platziert, ein definierendes System M fiir X*® ablesen.

Die Ubereinstimmung von f mit dem Massey-Produkt zu M ist dann klar. O
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