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Vorwort

Dieses Skript entstand zu den Anféngervorlesungen , Analysis 1“ und ,,Analysis 2“ im
akademischen Jahr 2012/13 an der Universitat Augsburg.

Der Inhalt entspricht einer im deutschsprachigen Raum durchaus iiblichen Vorlesung
iitber Funktionen einer und mehrerer reeller Verédnderlicher fiir das erste Studienjahr.
Aufbau, Darstellung und Argumentation lehnen sich stark an die klassischen und be-
liebten Lehrbiicher [Eall, Eo?] und [KT, K2 an. Das einfiihrende Kapitel O orientiert sich
hingegen stark an [Al), wihrend dem Kapitel iiber das Riemann—Stieltjes—Integral die
entsprechenden Abschnitte in W2 und [GBGWH| zugrunde liegen. Die Lebensdaten
einiger erwahnter groffer Mathematiker sind, wenn nicht allgemein bekannt, grofitenteils
dem Buch [GIS] entnommen.

Ublicherweise wird am Anfang eines Kapitels oder Abschnitts kurz angegeben an wel-
chen Lehrbiichern sich die Darstellung orientiert. So kénnen auch anhand der Literatur
den Stoff nacharbeiten und bei Bedarf weiter vertiefen. Am Ende des Skriptes befin-
det sich ein Schlagwortverzeichnis, welches den Gebrauchswert dieses Textes erhohen
soll. Ebenfalls am Ende finden Sie ein kurzes Literaturverzeichnis. An der Universitét
Augsburg online verfiighare Biicher sind entsprechend verlinkt.

Zentrale Aussagen werden als ,, Theorem* bezeichnet und sind oft mit Namen (z. B.
»Satz von Bolzano-Weierstra3“) oder mit thematischen Bezeichnungen (z. B.  Mittel-
wertsatz“) verbunden.

Der Text enthélt blaue Einschiibe. In diesen Einschiiben versuche ich anschauliche,
aber dafiir oft nicht sehr prazise Erkldrungen zu geben, also quasi ,,aus dem Nahkéstchen
zu plaudern®. Die Argumentationen und Erlauterungen im blauen Text geniigen also sehr
oft nicht strengen mathematischen Anforderungen. Insbesondere sind Argumentationen
nach der Art des blauen Textes fiir einen Beweis und somit zur Lisung von Ubungs- oder
Klausuraufgaben hdufig nicht hinreichend prizise und somit oftmals ungeeignet. Dieser
blaue Text sollte noch weniger als der Rest dieses Skriptes auf die Goldwaage gelegt
werden. Ich hoffe allerdings, einigen Studierenden mit dem blauen Text eine Hilfestellung
zum Verstdndnis des Stoffes geben zu konnen.

Zahlreiche Druckfehler wurden bisher von Studierenden entdeckt und mir mitgeteilt.



Herzlichen Dank dafiir! Leider sind sicher noch sehr sehr viele Fehler in diesem Skript
enthalten, welche ihrer Entdeckung harren. Dafiir bitte ich um Entschuldigung. Fiir
Hinweise auf Fehler in diesem Skript bin ich immer sehr dankbar.
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Grundlagen

In diesem Kapitel orientieren wir uns vor allem an [AT, Kap. 1].

0.1. Mathematische Logik

Aussagen und ihre Verkniipfungen

In diesem Abschnitt fithren wir kurz einige grundlegende Begriffe der mathematischen
Logik ein. Hierbei orientieren wir uns an [, Abschnitt 1.1]. Den Einen mag dieser
Abschnitt ein wenig wie Trockenschwimmiibungen vorkommen, und damit haben sie
sicherlich nicht ganz unrecht. Den Anderen mag es in diesem Abschnitt an der ein oder
anderen Stelle an Prézision oder Tiefgang fehlen. Auch dieser Eindruck ist nicht von der
Hand zu weisen. Wer mehr iiber mathematische Logik lernen mochte, sei auf die iibliche
Fachliteratur, z. B. auf [EET] verwiesen.

Unter einer Aussage (im aristotelischen® Sinn) verstehen wir ein ,sprachliches Kon-
strukt“, welches entweder wahr (w) oder falsch (f), aber nicht beides ist. Eine Aussage
muss also einen der beiden Wahrheitswerte (w/f) annehmen.

Bemerkung 0.1. (i) Der Wahrheitswert einer Aussage A héingt weder von der per-
sénlichen Meinung, Uberzeugung, dem eigenen Geschmack, noch von einer Inter-
pretation oder Auslegung der Begriffe ab. Er ist in einem gewissen Sinne universell.
Satze wie ,,Die Musik von Mozart ist schon® oder ,Bachs «Kunst der Fuges ist
die Krone dieser Kompositionstechnik“ sind also fiir uns keine Aussagen.

(ii) Es ist bei einer Aussage nicht wichtig, ob wir entscheiden kénnen, ob eine Aussage
wahr oder falsch ist. Der Satz ,,Jede gerade natiirliche Zahl, welche grofler als 2 ist,
ist die Summe zweier Primzahlen.“ (starke Goldbachsche?-Vermutung) kann nur
entweder wahr oder falsch sein und ist somit eine Aussage. Zur Zeit ist jedoch der
Wahrheitswert dieser Aussage nicht bekannt.

! Aristoteles (384 v. Chr. - 322 v. Chr.), antiker griechischer Philosoph
2Christian Goldbach (1690-1764), deutscher Gelehrter
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Zwei Aussagen A und B konnen miteinander verkniipft werden. Die wichtigsten Ver-

kniipfungen sind hierbei:

’ Fachbegriff \ Notation \ Sprechweise
Negation -A ,nicht A“
Konjunktion ANB ,Aund B“
Disjunktion AV B »,A oder B¢
Implikation | A = B saus A folgt B¢/ A impliziert B/ ,wenn A, dann B¢
B+ A »A ist hinreichend fiir B¢/ , B ist notwendig fiir A“
Bijunktion | A <— B »A ist dquivalent zu B“/ A ist gleichwertig mit B“
»A genau dann, wenn B“/ | A dann und nur dann, wenn B*
,A ist notwendig und hinreichend fiir B

Diese Wahrheitswerte dieser Verkniipfungen in Abhéngigkeit von den Wahrheitswer-
ten von A und B sind durch die Zeilen folgender Wahrheitstafel festgelegt:

|A[B|-A[AAB|AVB|A — B|A < B|
w | w f A W w A
w | f f f W f f
flwl| w f w w f
| f w f f w w

Bemerkung 0.2. (i) Wenn A und B beide wahr sind, so ist auch A V B wahr. Die

Disjunktion ist also kein ausschlieSendes ,,entweder, oder®.
Das Symbol V fiir die Disjunktion erinnert an das lateinische Wort ,,vel* fiir ,,oder”.

(ii)) Wenn A falsch ist, so ist die Implikation A = B immer (unabhingig vom
Wahrheitswert von B) wahr.

(iii) Die Bijunktion A <= B ist genau dann wahr, wenn die Wahrheitswerte von A
und B iibereinstimmen.

(iv) Ist A eine Aussage, so ist die Aussage (A V (—A)) unabhéngig von den Wahrheits-
werten von A immer wahr und (A A (—A)) immer falsch.

Ein Aussage, welche sich aus Teilaussagen zusammensetzt, und welche fiir alle méglichen
Kombinationen von Wahrheitswerten der Teilaussagen immer wahr ist, heiffit Tautologie.
Fiir die Beweistechnik in der Mathematik wichtige Tautologien sind:

Lemma 0.3. Fir drei Aussagen A, B und C' sind folgende Aussagen Tautologien:

(i) (A <= B) < ((A = B)A(B = A))"

3Diese Tautologie bedeutet, dass man den Beweis der Aussage (A <= B) in zwei Schritte zerlegen
kann. Man kann némlich getrennt die Aussagen (A = B) und (B = A) zeigen, was in der Praxis

oft gemacht wird.
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(i) (A = B) <= ((-B) = (~4))8

(111) Transitivitit der Implikation: (A = B)A (B = () = (A = O).

(iv) (-(A = B)) < (AA(=B))."

Beweis. Wir zeigen fiir (i) mit Hilfe einer Wahrheitstafel exemplarisch, dass die Aussage
(A <= B) <= ((A = B)AN(B = A4))),

welche wir abkiirzend mit C' bezeichnen, fiir alle Kombinationen der Wahrheitswerte von
A und B wabhr ist:

|A|B|A< B|A = B|B= A|(A = BANB = A)]C]
W | W w w w w w
w | f f f W f w
f|w f W f f w
f|f W w W W A

Die Beweise der anderen Tautologien ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. [
Lemma 0.4. Seien A, B und C' Aussagen. Dann sind folgende Aussagen Tautologien:
(i) (ANA) <= A.
(ii) (AVA) < A.
(iii) —~(-A) <= A.
(iv) Kommutativgesetze fiir Konjunktion und Disjunktion:
(AANB) <= (BAA),
(AVB) <= (BVA).

(v) Assoziativgesetze fiir Konjunktion und Disjunktion:

(AN(BANC)) <= (AANB)ANC),
(AV(BVC(C)) <= ((AvB)v(O).

(vi) Distributivgesetze fiir Konjunktion und Disjunktion:

(AV(BAC)) <= ((AVB)A(AV(Q)),
(AN(BVC(C)) <= ((AANB)V(ANC)).

4Diese Tautologie fithrt zum Beweis durch Kontraposition: Anstelle (A = B) zu zeigen, beweist
man ((-B) = (—-A)).

®Diese Tautologie fiihrt zum Beweis durch Widerspruch: Mochte man (A = B) zeigen, so kann
man zeigen, dass (A A (—B)) falsch ist, denn dann ist auch (-(A = B)) falsch und damit (A = B)
wahr.
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(vii) De Morgansché® Regeln :

((AAB)) <= (~4)V(B),
(7(AVB)) <

~—

(viii) Abtrennungsregeln:

Der Beweis ist wiederum eine Ubung.

Quantoren

Wir folgen weiterhin dem empfehlenswerten Buch [T, Abschnitt 1.1].

Eine Aussageform ist ein ,sprachliches Gebilde“, in welchem eine oder mehrere va-
riable Groflen (Variable) auftreten, welche jedoch einem festgelegten Geltungsbereich
entstammen. Zudem fordern wir: Setzt man fiir alle variable Grofien, die in einer gege-
benen Aussageform vorkommen, konkrete Werte aus dem Geltungsbereich ein, so erhélt
man eine Aussage.

Alle Werte aus dem Geltungsbereich der Variablen einer Aussageform, welche zu einer
wahren Aussagen fithren, bilden zusammen den Erfillungsbereich der Aussageform.

Beispiel 0.5. Die Aussageform ,,Das Quadrat einer natiirlichen Zahl z ist gleich einer
geraden natiirlichen Zahl y“, ist z. B. wahr fiir x = 2 und y = 4, falsch fiir x = 2 und

y = 8 und falsch fiir z = 3 und jede beliebige gerade Zahl y.

Eine andere Art aus Aussageformen Aussagen zu gewinnen stellen die beiden Quan-
toren

e der Allquantor ¥ und
e der Emistenzquantor 3

dar. Ist A(x) eine Aussageform in der nur die variable Grofle # vorkommt, so erhalten
wir folgende Aussagen:

(Vx: A(z)) steht fur ,Fir jeden Wert x aus dem Geltungsbereich gilt A(x).*,
(Jz: A(z)) steht fir ,,Es existiert (mindestens ein) Wert x aus dem Geltungs-
bereich, sodass A(zx) gilt.“.

6 Augustus De Morgan (1806 - 1871), britischer Mathematiker. Diese Regeln waren aber wohl bereits
im 14. Jahrhundert bekannt.
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Enthélt eine Aussage mehrere Quantoren hintereinander, so gilt folgenden Konvention:

Jede variable Grdfie in einer Aussage, welche zu einem Existenzquantor gehort, hangt
von allen links von thr in der Aussage bereits aufgetretenen Variablen ab.

Quantoren sind nicht kommutativ, denn in der Aussage

VeVae3d: Ale,d, )
héngt nun ¢ von £ wie auch von z ab. In der Aussage
VedoVaz: A(e, 0,x)

héngt hingegen ¢ nur von e, nicht aber von x ab. Dieser formal feine, aber in der Tat
grofle Unterschied, wird in dieser Vorlesung noch eine wichtige Rolle spielen. Folgen-
de umgangssprachliche Formulierungen sollen die Nichtkommutativitdt von Quantoren
noch einmal verdeutlichen:

,Fir jeden Einwohner Bayerns gibt es eine (Verwaltungs-)Gemeinde, in welcher sein
erster Wohnsitz liegt.*

»Es gibt eine (Verwaltungs-)Gemeinde, sodass alle Einwohner Bayerns dort ihren
ersten Wohnsitz haben.“

Fiir die Negation einer Aussage mit Quantoren gilt:
(=(Vz:Alr) <= (Gz:(-A),
(=(Fz: Ax))) <= (Vx:(-A(x)).

Um also nachzuweisen, dass die Aussage (Vx : A(x)) falsch ist, geniigt es ein Gegenbei-
spiel zu finden, d. h. ein spezielles zy aus dem Geltungsbereich anzugeben, fiir welches
(mA(zo)) wahr ist.

Treten mehrere Quantoren in einer Aussage auf, so erhélt man die Negation iterativ
indem man jeweils den Quantor V durch 4 und den Quantor 3 durch V ersetzt und dann
die Aussageform am Ende negiert. So gilt zum Beispiel:

(=(VeddVa:Ale,0,2))) <= (FeVdTz: (mA(ed,x)))

Man kann den Existenzquantor noch verschérfen, indem man fordert, dass nicht nur
mindestens ein Wert im Geltungsbereich existiert, sondern dass es genau einen Wert
gibt im Geltungsbereich gibt. Man schreibt dann kurz:

J! lies ,es existiert genau ein®

Zwar werden wir in den folgenden Kapiteln aus stilistischen Griinden unsere mathema-
tischen Sétze meistens in gewohnlicher Sprache niederschreiben, jedoch ist es manchmal
hilfreich, diese Aussagen dann noch einmal in eine formale Sprache zu iibersetzen, da man
die formale Sprache besser manipulieren kann (z. B. bei Negationen). Eine gute und klar
versténdliche mathematische Darstellung ist fiir die Kommunikation mit anderen not-
wendig (z. B. in Priiffungen (Staatsexamina) und bei mathematischen Veroffentlichungen).
Das Erlernen einer guten mathematischen Darstellung, sozusagen der mathematischen
Sprache, ist ein wichtiges Ziel der ersten Studiensemester.
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0.2. Naive Mengenlehre

In diesem Abschnitt orientieren wir uns an [BI, Abschnitt 1.2].

Der Begriff der Menge

Mengen sind grundlegende Objekte der Mathematik. Eine exakte Definition des Begriffs
Menge ist etwas aufwendig. Fiir unsere Bediirfnisse geniigt die (etwas problematische)
Vorstellung Cantors? von einer Menge als eine Sammlung gewisser Objekte, welche Ele-
mente der Menge genannt werden®. Eine iibliche Art den anschaulichen Begriff einer
Menge mathematisch priizise zu erfassen ist die axiomatische Mengenlehre® nach Zer-
melo™ und Fraenkel™.

Ist X eine Menge und x ein Element von X, so driicken wir diese Tatsache durch die

Notation
re X

aus. Ist fiir ein Objekt = und eine Menge X die Aussage x € X falsch, so schreiben wir

kurz
r ¢ X.

Unserem naiven Mengenbegriff liegt die Vorstellung zugrunde, dass eine Menge durch
ihre Elemente eindeutig bestimmt ist. Daher ist y € X fiir ein gegebenes Objekt y
und eine gegebene Menge X immer eine Aussage. Zwei Mengen X und Y nennen wir
(unserem naiven Mengenbegriff entsprechend) gleich™, notiert

X =Y,

"Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918), deutscher Mathematiker
8Cantor formulierte, was er unter einer Menge versteht, wie folgt:

sUnter einer ,Menge" verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunter-
schiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente"
von M genannt werden) zu einem Ganzen."

(siehe G. Cantor, Beitrige zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, Math. Ann. 46 (1895)).
Dieser anschauliche Mengenbegriff ist jedoch keinesfalls unproblematisch. In seinem Buch , Principles of
Mathematics“ (Cambridge 1903), machte Bertrand Russel auf ein Paradoxon in der naiven Mengenlehre
aufmerksam (Russellsche Antinomie), indem er die Menge M derjenigen Mengen betrachtete, welche
sich selbst nicht als Element enthalten. Wenn man nun annimmt, dass M selbst ein Element von M ist,
so folgt, dass M nicht in M enthalten sein kann, ein Widerspruch. Nimmt man hingegen an, dass M
sich nicht selbst als Element enthélt, dann ist M aber ein Element von M, wiederum ein Widerspruch.
Man muss also den Begriff der Menge enger und mathematisch préziser fassen.

9Hier stellt sich nun ein anderes Problem: Nach dem zweiten Unvollstéindigkeitssatz von Kurt Godel
(1906 - 1978) kann die Widerspruchsfreiheit (Konsistenz) des Zermelo-Fraenkelschen Axiomssystems
nur dann aus diesem selbst heraus bewiesen werden, wenn es inkonsistent wire. Fiir eine detailliertere
Beschreibung der Geschichte der Mengenlehre und deren axiomatische Fassungen verweisen wir auf das
auch ansonsten interessante Buch [EDRH, Kap. 14].

0Frnst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871 - 1953), deutscher Mathematiker

1 Abraham Halevi Fraenkel (1891 - 1965), aus Bayern stammender israelischer Mathematiker

12Diese Definition der Gleichheit von Mengen entspricht im Axiomssystem von Zermelo-Fraenkel
dem Eztensionalititsaxiom.
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wenn jedes Element von X auch ein Element von Y ist und umgekehrt, d.h.
(X=Y): <<= (VeeX:zeY)ANVyeY: yeX)".
Sind zwei Mengen X und Y nicht gleich, so schreibt man X # Y, d. h.
(X#Y) <= (X =Y)).

Eine Menge X heifit Teilmenge einer Menge Y, notiert X C Y oder gleichbedeutend
X CY, wenn jedes Element von X auch ein Element von Y ist, formal

(XCY): <= VMreX:zxeY).
Damit ist die Aussage
(X=Y) <= (XCY)A(Y CX))

eine Tautologie™. Wenn man in einer Notation ausdriicken mochte, dass X eine Teil-
menge von Y ist, aber X nicht gleich Y ist, so schreibt man X C Y und es gilt

(XCY) = (X CY)A(X#Y)).

Man sagt dann auch: X ist eine echte Teilmenge von Y.

Mengen konnen in verschiedener Weise beschrieben werden und werden gewohnlich
mit geschweiften Klammern {. ..} dargestellt. Manchmal kann man die Elemente einfach
der Reihe nach angeben, z. B.

{¢,0, 4, &} oder {0,1,2,3,4,...}.

Nach unserer Definition der Gleichheit von Mengen spielt bei einer solchen Aufzédhlung
die Reihenfolge keine Rolle. Auch &ndert sich die Menge nicht, wenn man Elemente
doppelt zédhlt. So gilt z. B.

{C,0, 0,8} ={4,& 0,01 ={0,0,8,& 0,0}

Eine besondere Menge ist die leere Menge () = {}, welche kein Element enthilt™. Die
leere Menge ist Teilmenge einer jeden Menge Y, da die definierende Eigenschaft fiir eine
Teilmenge, nimlich hier Vo € ) : € Y, in diesem Fall als ,leere* Aussage wahr ist.

Sei A(z) eine Aussageform deren Geltungsbereich G eine Menge ist, dann bilden alle
Elemente aus G, fiir die A(z) wahr ist (also der Erfiillungsbereich der Aussageform A(x))
eine Menge, welche kurz mit

{reG[A)}

I3Hier haben wir eine neue Notation eingefiihrt, nimlich : <= . Dieses Symbol besagt, dass die
links stehende Notation (welche noch nicht erklért ist) durch die rechte Aussage (welche bereits bekannt
ist) definiert wird, sodass eine Tautologie entsteht.

“4Djiese spielt in der Beweistechnik eine wichtige Rolle. Die Gleichheit zweier Mengen X und Y kann
man in zwei Schritten zeigen, indem man sowohl X C Y wie auch Y C X beweist.

15In der axiomatischen Mengenlehre nach Zermelo-Fraenkel wird die Existenz einer solchen Menge
im Leeremengenaziom gefordert.
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bezeichnet wird™.
Sie kennen bereits einige Mengen aus Ihrer Schulzeit, z. B.

N = {0,1,2,...} (nach DIN 5473)
N* = {1,2,...},

Z = {0,4+1,+2,...},

ZF = {+1,+2,..}.

Operationen mit Mengen

Die Menge aller Teilmengen einer Menge Y heilt Potenzmenge™ von Y, notiert
PY)={X : XCY}
Definition 0.6. Fiir zwei Mengen X und Y definieren wir:

o die Vereinigung™ X UY von X und Y als

XUY ={z|(zxeX)V(xeY)}

e den Durchschnitt X NY von X und Y als

XNY ={z|(zeX)A(zeY)},

e die Differenzmenge X \'Y durch

X\Y={reX|z¢Y}

Zwei Mengen X und Y heilen disjunkt, wenn X NY = ().
Sei I eine beliebige Indexmenge und X;, ¢ € I, Mengen, so definieren wir deren
Vereinigung durch
UXi={z| @il zecX)}
iel

und deren Durchschnitt durch

ﬂXi ={z|(Viel:zeX;)}

i€l

Zum Beispiel erhalten wir fir X; = {z € Z | z > i}, i € N, somit (J,.y X; = N und
Nien Xi = 0.

6Dies entspricht dem Aussonderungsaziom der Zermelo-Fraenkelschen axiomatischen Mengenlehre.

"In der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre wird die Existenz dieser Potenzmenge im Potenzmen-
genaxiom gefordert.

8In der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre fordert das Vereinigungsaziom die Existenz einer sol-
chen Menge.
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0.2. Naive Mengenlehre

Lemma 0.7. Seien X, Y, Z Mengen, dann gilt:
(i) XNX=X=XUX,
(ii) Kommutativgesetze: X UY =Y U X sowie XNY =Y NX,
(iii) Assoziativgesetze: (X UY)UZ =X U (Y UZ) sowie (XNY)NZ=XN(YNZ),

(iv) Distributivgesetze:
XU NZ)=(XUY)N(XUZ) sowie XN(YUZ)=(XNY)Uu(XNZ).

Der Beweis dieses Lemmas sind dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Aufgabe 0.8. Seien X und Y Mengen. Zeigen Sie:
(XUY)=(XnNY)) < (X =Y).
Definition 0.9. Sei X eine Menge und U C X eine Teilmenge, dann heifit die Menge
Cx(U)=X\U

das Komplement von U in X.
Lemma 0.10. Sei X eine Menge und U,V zwei Teilmengen von X. Dann gilt

(1)) UUCx(U) =X und UNCx(U) =10,

(i) Cx(Cx(U)) =U,

(1ii) De Morgansche Regeln™: Cx(U NV) = Cx(U) U Cx(V) sowie Cx(U U V) =
Cx(U)NCx(V).

Der Beweis dieses Lemmas ist wiederum ein Ubungsaufgabe.
Das kartesische Produkt von einer Menge X mit einer Menge Y, notiert X x Y ist
definiert als

XxY ={(z,y) | (e X)AN(yeY)}E

Wenn X # Y, dann gilt X x Y # Y x X. Fiir endlich viele Mengen X1,..., X,,, n € N,
kann man das kartesische Produkt auch einfach definieren:

Xix - x X, ={(z1,...,2,) | (Vi€ {1,...,n}:z;, € X;)} 2.
Wie am Beispiel R™ bereits gesehen, kann man auch das n-fache kartesische Produkt

X" = X x oo x X = {(21,. .. 20) |21, 2y € X
QX X A {<x17 » L )|‘I1 Tn € }

n-mal

einer Menge X mit sich selbst bilden.

Man beachte die formale Analogie zu den De Morganschen Regeln der Logik (siche Lemma [I3).

2OHierbei gilt (x,y) = (2',%') genau dann, wenn z = 2’ und y = v/’
2'Hierbei gilt dann (z1,...,7,) = (z},...,2}) genau dann, wenn z; = z/ fiir alle i € {1,...,n}.

rn
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0. Grundlagen

Aufgabe 0.11. Seien U, X,Y und Z Mengen. Zeigen Sie:
i) (X xY=0) << (X=0)V(Y=0)),

(i) (X x Z)U(Y x Z) = (X UY) x Z,

(i) (UNX)x (YNZ)=(UxY)N(X x Z).

0.3. Ordnungsrelationen

Wir orientieren uns in diesem Abschnitt an [BT, Abschn. 1.3.3].

Seien X und Y Mengen, so heifit eine Teilmenge R C X x Y Relation zwischen X
und Y. Im Fall X =Y sprechen wir einfach von einer Relation auf X. Ist R C X x Y,
so heifit die Teilmenge

R'={(y,2) €Y x X |(2v,y) ER}CY x X

die Umkehrrelation von R.
Eine Relation R C X x X auf einer Menge X heifit:

e reflexiv, wenn gilt: Vo € X @ (x,z) € R,

e transitiv, wenn gilt: Vo, y,z € X : ((z,y) € RA (y,2) € R) = (z,2) € R,

e symmetrisch, wenn gilt: Vo, y € X : (z,y) € R = (y,z) € R,

e antisymmetrisch, wenn gilt: Vo,y € X : ((z,y) € RA (y,z) € R) = (x =1y).

Definition 0.12. Sei X eine Menge. Eine reflexive, transitive und antisymmetrische
Relation O C X x X heifit Ordnungsrelation auf X.
Eine Menge X mit einer Ordnungsrelation O C X x X heifit geordnete Menge, wenn
gilt:
Ve,ye X : ((z,y) € OV (y,z) € O).
Ist O eine Ordnungsrelation auf X, so schreiben wir auch
r Ry <= (z,y) €0.
Beispiel 0.13. (a) Sei M eine Menge und X = P(M) die Potenzmenge von M, dann
ist
O={UV)ePM)xP(M): UCV}

eine Ordnungsrelation auf X. Wenn M mindestens zwei (verschiedene) Elemente
hat, so ist X mit der Ordnungsrelation O aber keine geordnete Menge.

(b) Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist bzgl. der Ordnungsrelation
O={(r,y) e NxN: z <y}

eine geordnete Menge®.

22Hierbei steht < fiir das bereits aus der Schule bekannte ,kleiner oder gleich“.
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0.4. Aquivalenzrelationen

Sei X eine Menge mit einer Ordnungsrelation O C X x X und z,y € X, so schreiben
wir
=y = ((x2y)A(z#Y).
Theorem 0.14. Sei X eine geordnete Menge, dann gilt
(i) Fiir je zwei Elemente x,y € X gilt genau eine der drei Mdaglichkeiten:
o <Y,
ez =y,
oy <.
(i) Ve,y,z€ X : (z<y)AN(y<2) = (z<2).
Beweis. ad (i): Wir unterscheiden zwei Fille:

a) Sei z = y, dann ist (x < y) V (y < x) nach Definition von < falsch und die
Aussage bewiesen.

b) Sei x # y. Aufgrund der Antisymmetrie einer Ordnungsrelation ist ((z <
y) A (y < z)) immer falsch. Daher geniigt es in unserem Fall die Aussage

((zr <y)V(y <x))

zu beweisen.

Da X geordnet ist gilt ((z < y) V (y < z)). Zusammen mit unserer Voraus-
setzung trifft also (z # y) A ((z < y) V (y < z)) zu. Aufgrund des Distribu-
tivgesetzes fiir Aussagen (siche O4) erhalten wir
)

(z2y)A(z#y)V([y22)A(x#y))
also
(z<y)V(y <o)

ad (ii): Zunéchst folgt aus (z < y) A (y < z) sofort ((x < y) A(y = x)) und damit wegen
der Transitivitdt von Ordnungsrelationen z =< z. Wir miissen also noch z # z
zeigen. Sei also © = z, so erhalten wir (z = 2) A (z < y) und damit (z < y). Jedoch

ist (z < y) A (y < z) nach Teil (i) falsch.
[

0.4. Aquivalenzrelationen

Manchmal méchte man eine Menge in Teilmengen zerlegen, zum Beispiel um Elemente
nach gewissen Eigenschaften zu sortieren. Zum Beispiel mochte man vielleicht die Menge
aller Friichte in einem Supermarkt zerlegen in die Menge der Apfel, der Birnen, der
Zitrusfriichte, etc..

Eine Zerlegung einer Menge X # () ist eine Menge {X; : i € I} C P(X) von

Teilmengen sodass X = |J X;. Eine Zerlegung {X; : i € I} von X heifit disjunkt, wenn
i€l
zudem gilt:

13



0. Grundlagen

(i) X; #0 fir alle i € 1,

(i) X; und X, ¢ # j, sind immer disjunkte Teilmengen von X, d. h. Vi,j € 1,7 % j :

Um deutlich zu machen, dass X die Vereinigung disjunkter Mengen ist schreibt man
dann auch X = | | X;. Zum Beispiel gilt:

el

o {1,2,3,4) = {1,2} LU {3,4},
o N2 = | |[{(z,y): x € N}.

yeN
Wenn eine disjunkte Zerlegung X = || X; gegeben ist, so sagen wir z € X ist
iel
aquivalent zu 2’ € X, kurz x ~ 2/, wenn es ein i € [ gibt, sodass z,2’ € X;. Die
Relation x ~ 2’ hat folgende drei Eigenschaften:

(A1) Refleivitit: Vo € X : x ~ x,

(A2) Symmetrie: Vz,2' € X : (x ~ 12/ = 2/ ~x),
(A3) Transitivitit: Ve, 2’2" € X : (x ~2’ und 2/ ~ 2" = 2 ~ 2").

Etwas formaler definieren wir eine Aquivalenzrelation als eine Relation R € X x X
auf X, welche aus allen Paaren von Elementen aus X besteht, welche wir als dquivalent
ansehen mochten.

Definition 0.15. Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X # () ist eine reflexive,
symmetrische und transitive Relation R C X x X auf X.

Sei R eine Aquivalenzrelation auf X, so nennen wir zwei Elemente z und 2z’ aus X
dquivalent, kurz x ~ x’, wenn (x,z') € R. Weiter bezeichnen wir mit

2] ={2' e X : z~a'}={2a' € X: (z,2') € R} € P(X)
die Aquivalenzklasse von z. Die Menge
X/~ =A{lz] : x€ X} CP(X)
heift der Quotient von X nach der Aquivalenzrelation R.

An dieser Stelle mochten wir ein oft verwendetes Beispiel angeben, welches die Si-
tuation anschaulich verdeutlicht: Sei X die Menge aller Schiiler einer Grundschule.
Wir nennen zwei Schiiler dquivalent, wenn beide in der selben Schulklasse sind. Eine
Aquivalenzklasse entspricht also einer Schulklasse und der Quotient X /~ ist die Menge
aller Schulklassen der Grundschule.

Wir haben bereits gesehen, dass eine disjunkte Zerlegung X = | | X; eine Aquivalenz-
i€l
relation auf X definiert, ndmlich

R={(z,2): (Fiel: za €X;)}

14



0.4. Aquivalenzrelationen

Betrachten wir noch einmal das Beispiel X = {1,2,3,4} = {1,2} U {3,4}. Hier wére
R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)} und [1] = {1,2} = [2], [3] =
{3,4} = [4] und X/~ = {[1], [3]}.

Lemma 0.16. Sei R eine Aquivalenzrelation auf X # 0, dann gilt fir alle x, 2’ € X
entweder [x] = [2'] oder [z] N [2'] = 0.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass aus [x] N [2/] # 0 folgt [x] = [2].

Sei also [x] N [z/] # (), dann gibt es ein 2" € [z] N [2'] also x ~ 2" sowie 2" ~ 2.
Aufgrund der Transitivitat folgt dann = ~ z/. Sei nun y € [z], dann gilt y ~ x und,
wie zuvor gesehen, x ~ 2/, also y ~ 2/ und damit y € [2']. Damit haben wir [z] C [2/]
gezeigt.

Analog kann man [2'] C [z] beweisen. Insgesamt folgt also [z] = [2/]. O

Lemma I8 zeigt, dass fiir eine Aquivalenzrelation R auf X # () der Quotient X [~
eine disjunkte Zerlegung von X ist, d. h.

X = |_| [z]. 2

[z]eX/~

Fiir Quotienten mochten wir noch zwei instruktive Beispiele geben (siehe [Hell):

1. Rationale Zahlen: Wir betrachten auf Z x Z* die Aquivalenzrelation
(z,n) ~ (Z,n): <= 20’ =2'n.

(Es ist eine Ubungsaufgabe nachzuweisen, dass es sich tatséichlich um eine Aquiva-

lenzrelation handelt.) Der Quotient (Z x Z*)/~ heiit Menge der rationalen Zahlen

und ein Element [(z,n)] € (Z x Z*)/~ heiBt rationale Zahl. Die rationale Zahl

[(z,n)] schreibt man auch als 2.

2. Restklassen: Bereits aus der Schule kennen Sie das Rechnen mit Resten bei Di-
visionen ganzer Zahlen, so gilt z. B. 4 = 12 mod 2. Sei nun n € N*, so definieren
wir auf Z die Aquivalenzrelation

Tyt = =2 modn < nteiltr—2 < Fae€Z:x—2 =an.

23Wenn Ihnen diese Schreibweise zu abstrakt ist, so konnen Sie auch aus jeder von R definier-
ten Aquivalenzklasse genau ein Element auswihlen. Dieses Element wird oft Reprisentant seiner
Aquivalenzklasse genannt. Dass Sie gleichzeitig aus allen (auch aus unendlich vielen) Aquivalenzklassen
jeweils einen Représentaten wéhlen diirfen, garantiert das Auswahlaziom der Zermelo-Fraenkelschen
Mengenlehre. Die Menge dieser Repésentaten bildet dann die Indexmenge I und es gilt

X:Ll[x].

xzel

24(Jberlegen Sie sich, was unsere Definition mit der Thnen aus der Schule bekannten Definition einer
rationalen Zahl zu tun hat.
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0. Grundlagen

Es gibt offenbar genau n Aquivalenzklassen, namlich [0], [1], ..., [n — 1]. Den
entsprechenden Quotienten bezeichnen wir mit

L :=17)~, =A{[0],[1],...,[n —1]}.

So ist z. B. Zy = {[0], [1]} = {[—428],[975]}, wobei [0] = [-428] = {22 : 2z € Z}
die Menge aller geraden ganzen Zahlen und [1] = [975] = {22 +1: z € Z} die
Menge aller ungeraden ganzen Zahlen ist.

Aufgabe 0.17. Sei X # () eine Menge und Ry, Ry C X x X zwei Aquivalenzrelationen
auf X.

(a) Zeigen Sie: Ry N Ry ist eine Aquivalenzrelation auf X.

(b) Ist auch Ry U Ry eine Aquivalenzrelation auf X? Begriinden Sie Ihre Antwort.

0.5. Abbildungen

Hier orientieren wir uns an [Hell] und an [B&T].

Definition 0.18. Eine Abbildung oder Funktion f von einer nichtleeren Menge X in eine
nichtleere Menge Y ist eine Zuordnung, welche jedem Element z aus X ein eindeutiges
Element f(z) in Y zuordnet, notiert:

f: X =Y, 2 f(z).

Man nennt die nichtleere Menge X die Definitionsmenge (Definitionsbereich) von f und
Y die Zielmenge von f.

Die Zielmenge einer Abbildung ist automatisch nicht leer.
Im Folgenden sind alle Definitionsmengen von Abbildungen nicht leer, auch wenn

wir das nicht immer wieder angeben. Manchmal schreiben wir X LV anstelle von
f: X =Y.

Auch wenn die oben gegebene Definition einer Abbildung Ihnen aus der Schule vertraut
sein mag, erscheint sie vielleicht doch ein wenig unprézise. So ist insbesondere der Begrift
,Zuordnung nicht zuvor definiert worden. Um den Begriff Abbildung auf Begriffe aus
der Mengenlehre zuriickzufiithren verwenden wir die Idee des Funktionsgraphen. Fiir eine
Abbildung f: X — Y ist das die Menge {(z, f(z)) : = € X} und damit eine Teilmenge
von X x Y.

Formal gesprochen ist eine Funktion (oder ein Funktionsgraph) von einer Menge X # ()
in eine Menge Y eine Relation I'y C X x Y mit der Eigenschaft

Vee X3lyeY :(x,y) eIy,

oder dquivalent mit den beiden Eigenschaften
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0.5. Abbildungen

(i) Vee X JyeY: (z,y) €Iy,
(i) Ve €e X V(y,2) €Y xY : (((m,y) €Tp) A (x,2) €y) = (y = 2)).

Aus I'y gewinnt man eine Abbildung f : X — Y indem man fiir z € X setzt f(z) = v,
wobei (z,y) € I'y. Die Relation I'y kann dann als

Py ={(z f(z)) | v e X}

umgeschrieben werden und ist somit der bereits aus der Schule bekannte Graph der
Funktion f.

Zwei Abbildungen f; : X7 — Y] und f5 : X5 — Y5 heiflen gleich, wenn X; = X5, Y7 =
Yy und fi(z) = fo(x) fir alle x € X; = X, gilt, oder dquivalent, wenn I'y, = I'y, und
Y1 = Y5. Somit muss man in der Notation einer Abbildung nicht nur eine Zuordnungs-
vorschrift, sondern immer auch die Definitionsmenge und die Zielmenge angeben. Die
Abbildungen

N—=N, z—22+1,
7 — 7, x> x®+1,
Z—N, zra22+1

sind nach unserer Definition nicht gleich.
Die Teilmenge

f(X)={f(z) : z€ X}
von Y heifit Bild der Abbildung f: X — Y.
Wir fithren nun drei sehr wichtige Begriffe ein:
Definition 0.19. Eine Abbildung f : X — Y heifit:

(i) injektiv, wenn f verschiedene Elemente aus X auf verschiedene Elemente in Y
abbildet, d. h.
Ve, o' € X @ (f(z) = f(2)) = x =127,

Diese Definition besagt also, dass eine injektive Abbildung verschiedene Elemente
des Definitionsbereichs auf verschiedene Elemente der Zielmenge abbilden muss.

(ii) surjektiv, wenn f(X) =Y, d. h.
VyeY dreX: f(x)=19",

Diese Definition besagt also, dass eine surjektive Abbildung jedes Element der
Zielmenge , trifft*.

(iii) bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist?. Eine bijektive Abbildung wird bisweilen
auch Identifikation (zwischen Mengen) genannt.
Eine bijektive Abbildung identifiziert also die Elemente des Definitionsbereichs eins
zu eins mit den Elementen der Zielmenge.

25 Anders ausgediickt hat 'y die Eigenschaft (((z1,y) € T'f) A ((x2,y) € Ty)) = (21 = z2).

26 Anders ausgediickt hat I'y die Eigenschaft Vy € Y 3z € X : (x,y) € I';.

2TUm zu zeigen, dass eine Abbildung bijektiv ist, muss man also sowohl Injektivitit wie auch Sur-
jektivitédt nachweisen.
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0. Grundlagen

Injektivitdt und Surjektivitdt sind verschiedene Eigenschaften einer Abbildung und
sollten nicht verwechselt werden. Die Surjektivitdt héangt stark von der Wahl der ge-
wéhlten Zielmenge ab. Ist f : X — Y eine beliebige Abbildung, so ist die Abbildung
f:X = f(X), 2~ f(z) = f(z) immer surjektiv. Bei gegebener Abbildungsvorschrift
kann die Injektivitdt durchaus von der Definitionsmenge von f abhingen. Das folgende
Beispiel von bereits aus der Schule bekannten Funktionen soll das verdeutlichen: Sei
Rso:={x € R : = > 0}, dann gilt:

R — R, x +— 2% ist weder injektiv noch surjektiv,
R>o — R, x+— 22 st injektiv aber nicht surjektiv,
R — R, x +— x? st surjektiv aber nicht injektiv,
RZO — RZ()? r— x? st leekth

Aufgabe 0.20. Geben Sie alle injektiven Abbildungen {1,2,3} — {1,2,3} an und
begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 0.21. Geben Sie Beispiele fiir

(a) Abbildungen Z — Z, die injektiv aber nicht surjektiv ist,
(b) Abbildungen N — N, die surjektiv aber nicht injektiv ist,
(c) Abbildungen Z — N, die bijektiv ist,

und begriinden Sie Thre Antwort.

Ist f: X — Y eine Abbildung und U C X eine nichtleere Teilmenge, dann heifit die
Abbildung

flo:U—=Y, u— flg(u) = f(u)

Finschrinkung von f auf U.
Wenn f: X — Y eine beliebige Abbildung ist, so definieren wir eine neue Abbildung

(0.1) FLPEY) = PX), Uss fUUl = {z e X : f(z)eU.

Die Menge f~[U] C X heifit Urbild von U C Y unter f. Nach Definition einer Abbildung
f: X =Y gilt immer f7[Y] = X und f1[0] = 0.

Mit Hilfe des Urbilds kénnen wir auch die Begriffe injektiv und surjektiv erkléren: So
ist f: X — Y genau dann injektiv, wenn f~![{y}] hochstens ein Element enthélt und f
ist dann und nur dann surjektiv, wenn f~!'[{y}] # 0 fiir alle y € Y. SchlieBlich ist also f
genau dann bijektiv, wenn f~1[{y}] fiir alle y € Y einelementig ist.

Aufgabe 0.22. Sei f: X — Y eine Abbildung und seien U,V C Y. Beweisen Sie:
(a) fHHUUV]=fHUTU fHV],
(b) fHUNV]=fHUIn V]
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0.5. Abbildungen

Ist f: X — Y bijektiv, so kann man auch die Umkehrabbildung
(0.2) Y = Xy (),

wobei f7!(y) = x genau dann gilt, wenn y = f(x) ist, definieren®™. Es gilt also fiir die
Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung y = f(f~'(y)) und f~*(f(z)) = .

Selbst wenn 1 definiert sein sollte, so ist % im Allgemeinen nicht die Umkehrabbildung

f
von f.
Lemma 0.23. Sei f : X — Y bijektiv, dann ist auch f~':Y — X bijektiv.

Beweis. Sei f-1(y) = f-1(y/), damn Tolgt y = F(f~(4)) = F(/ () = o' Also ist /!
injektiv. Wenn z € X, dann gilt x = f~!(f(x)). Somit ist f~! auch surjektiv. O

Seien g : X — Y und f : Y — Z zwei Abbildungen, wobei die Definitionsmenge Y
von f mit der Zielmenge von g iibereinstimme, dann definieren wir die Hintereinander-
schaltung f o g von f und g als

fog: X = Z xw— f(g(x)).

Lemma 0.24. FEine Abbildung f : X — Y ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbil-
dung g 1Y — X gibt, sodass go f = idx und f o g =idy ist. Es gilt dann g = f=1.

Beweis. Ist f bijektiv, so hat ¢ = f~! die gewiinschten Eigenschaften.

Nehmen wir nun an, es gibt eine Abbildung ¢ : ¥ — X mit den angegeben Eigen-
schaften, dann ist f injektiv, denn aus f(z) = f(2') folgt v = g(f(z)) = g(f(2')) = 2'.
Anderseits ist f surjektiv, denn fiir alle y € Y gilt f(g(y)) = v.

Wegen f(g(y)) = y fiir alle y € Y folgt f~(y) = g(y) fiir alle y € Y und somit

g=1r" -

Aufgabe 0.25. Sei f: X — Y eine Abbildung und U,V C X. Zeigen Sie, dass gilt:

Aufgabe 0.26. Seien f: X — Y und g : Y — Z zwei Abbildungen.

28 An dieser Stelle ist ein Hinweis angebracht um Missverstéindnisse zu vermeiden. Die Notation f~!
haben wir nun fiir zwei vollig verschiedene Abbildungen verwendet, einmal fiir eine Urbild-Abbildung
in Formel () welche fiir jede beliebige Abbildung definiert ist und einmal fiir die Umkehrabbildung
in Formel (03), welche nur existiert, wenn f bijektiv ist. Da die Definitions- und Zielmengen beider
Abbildungen aber unterschiedlich sind, sollte eine Verwechslung nicht auftreten. Fiir eine bijektive
Abbildung f gilt f~1[{y}] = {«} genau dann, wenn f~1(y) = z.
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0. Grundlagen

(a) Zeigen Sie:
f injektiv und g injektiv = go f injektiv,
f surjektiv und ¢ surjektiv. = go f surjektiv.

(b) Gelten auch die umgekehrten Implikationen? Beweisen Sie Thre Antwort.

Aufgabe 0.27. Seien X und Y zwei nichtleere Mengen und f : X — Y eine Abbildung.
Zeigen Sie:

(a) Durch o ~ 2/, wenn f(x) = f(2'), z,2’ € X, ist auf X eine Aquivalenzrelation
definiert.

(b) Die Abbildung A
frX]~=f(X)CY, o] f(2)

ist wohldefiniert®™ und bijektiv.

0.6. Machtigkeit von Mengen
In diesem Abschnitt folgen wir [T, Abschn. 1.4.4].

Definition 0.28. Zwei nichtleere Mengen X und Y heiflen gleichmdchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung X — Y gibt.
Der , gleichméchtig“ bedeutet anschaulich , gleich viele Elemente besitzen®. Wir mochten
dieser Idee auch einen Sinn geben, wenn Mengen unendlich viele Elemente haben. Dazu
benutzen wir eine bijektive Abbildung, die die Elemente von X eins zu eins mit den
Elementen von Y identifiziert und umgekehrt. Wir werden spéter sehen, dass es Mengen
mit unendlich vielen Elementen gibt, die aber nicht gleichméchtig sind. So gibt es z. B.
,mehrreelle Zahlen als rationale Zahlen (siche Satz IZ30 und Satz [Z30).

Wir sagen X hat n € N* Elemente, notiert | X| = n, wenn X und {x € N*; 1 <z <n}
gleichméchtig sind.

Die leere Menge hat 0 Elemente, notiert |()| = 0.

Definition 0.29. Eine Menge X heifit
e endlich, wenn es ein n € N gibt, sodass | X| = n.

e unendlich, wenn X nicht endlich ist.

abzdihlbar unendlich , wenn X und N gleichméchtig sind.

hochstens abzihlbar oder kurz abzdhlbar, wenn X endlich oder abzéhlbar ist.

tiberabzdihlbar, wenn X nicht hochstens abzéhlbar ist.

294. h. die Abbildungsvorschrift hingt nicht von der Wahl des Repriisentanten einer Aquivalenzklasse
ab.
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0.6. Méchtigkeit von Mengen

Sei X eine abzahlbar unendliche Menge, dann heifit eine bijektive Abbildung f : N —
X Abzihlung von X und X kann als

X ={f(y)jeN}

geschrieben werden.
Der Begriff ,,abzéhlbar unendlich® ist immer noch recht anschaulich. Obwohl die Menge
unendlich viele Elemente hat, kénnen wir an der Menge gewissermaflen entlanggehen

und die Elemente eines nach dem anderen nummerieren. Das macht gerade die bijektive
Abbildung f: N — X.

Aufgabe 0.30. Zeigen Sie, dass Z abzéhlbar unendlich ist (vgl. Aufgabe IZI(c)).
Satz 0.31. Folgende Mengen sind abzdhlbar unendlich:

(i) N xN,

(i) Q.
Beweis. Cantorsches erstes Diagonalargument, siehe [, Abschn. 1.4.4]. Ein schoénes
Bild des Cantorschen Abzéhlungsschemas fiir Q finden Sie in [KT, Abschn. 2.4]. O

Satz 0.32. Sei {X; | j € N} ein abzihlbares System von Mengen, wobei jede Menge X;
selbst abzdihlbar ist, d. h. fir jedes j € N gibt es eine bijektive Abbildung f; : N — X;.

Dann st die Vereinigung X = UjeN X abzdhlbar.
Beweis. Cantorsches erstes Diagonalargument, siehe [, Abschn. 1.4.4]. O

Satz 0.33. Sei X eine nichtleere Menge, so gibt es keine surjektive Abbildung f : X —
P(X).

Beweis. Nehmen wir an, es gébe eine surjektive Abbildung
f: X —=PX), z— f(z) C X.

Betrachten wir nun die Menge
Y={zeX|z¢ fx)} CX.

Da f surjektiv ist, gibt es ein y € X mit f(y) = Y. Nun gibt es nur folgende zwei
Moglichkeiten:

(1) Wenn y € f(y), dann gilt y ¢ Y und damit y € f(y) \ Y, d. h. f(y) \Y # 0 und
damit f(y) # Y, ein Widerspruch.

(2) Wenn y ¢ f(y), dann gilt y € Y und damit y € Y\ f(y) also f(y) # Y, wiederum
ein Widerspruch.

]

Betrachten wir nun die Menge X = N, so erhalten wir, zumal P(N) sicherlich nicht
endlich ist, als Konsequenz:

Korollar 0.34. P(N) ist iberabzihlbar.
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Zahlen

1.1. Korper

In diesem Abschnitt orientieren wir uns an [&d, Abschn. 1.5], [BI, Kap. I, § 2] und [KT,
Kap. 2].

In der Schule haben Sie zunéchst die natiirlichen Zahlen 0,1,2,3, ... kennen gelernt.
Zur Subtraktion wurde es notig auch die negativen ganzen Zahlen —1,—2,—3,... ein-
zufithren. Die Division motivierte dann die rationalen Zahlen (,,Bruchzahlen®). Bereits
in der Schule haben Sie gesehen, dass in der Natur Zahlen vorkommen, welche werder
ganzzahlig sind, noch sich durch ein Verhéltnis von ganzen Zahlen (Briiche) beschreiben
lassen. Ein Beispiel ist die Léange d der Diagonale des Quadrats mit Seitenldnge 1. Nach
dem Satz von Pythagoras gilt ndmlich d*> = 2 und die positive Losung dieser Gleichung,
némlich d = v/2 ist nicht rational. Ein weiteres Beispiel ist der Umfang 7 des Kreises mit
Durchmesser 1. Auch die Eulersche Zahl e = exp(1) ist nicht rational. In der Schule wur-
de daher von reellen Zahlen gesprochen, ohne jedoch diesen Begriff genauer zu erlautern.
Uberhaupt stellt sich heraus, dass ,fast alle“ reellen Zahlen nicht rational, also keine
Briiche sind. Wir gehen zwar davon aus, dass die reellen Zahlen gegeben sind, geben
jedoch ihre axiomatische Definition auch an, um uns auf sicheren Grund zu stellen.

Zunéchst benotigen wir den algebraischen Begriff eines Korpers. Dabei handelt es sich
um Mengen auf denen eine Addition und eine Multiplikation definiert ist, die den bereits
in der Schule gelernten Rechengesetzen geniigen.

Definition 1.1. Ein Kdrper ist ein Tripel (K, +, ) bestehend aus einer Menge K und
zwei Verkniipfungen (Abbildungen)

KxK—K, (kE)—k+k
KxK—K, (kE)—Fk-¥

mit folgenden Eigenschaften:

(A) Addition®™:

30Diese Eigenschaften besagen, dass (K, +) eine abelsche Gruppe ist.
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1. Zahlen

(A1) Assoziativitit der Addition: Vk, k' k" € K: (k+K)+ k" =k + (K +k").
(A2) Existenz eines neutralen Elements der Addition: 30 e KVk € K: 0+k = k.

(A3) Existenz eines Inversen Elements bzgl. der Addition: Vk € K 3—k € K :
—k+k=0.

(A4) Kommutativitat der Addition: Vk, k' e K: k+k =K + k.

(M) Multiplikation: Sei K* := K\ {0}.
(M1) Assoziativitéit der Multiplikation: Vk, k' k" € K: (k- k') - k' =k - (K - k").
(M2) Kommutativitdt der Multiplikation: Vk, k' € K: k- k' =k - k.

(M3) Existenz eine neutralen Elements der Multiplikation: 31 € K* Vk € K :
1 -k = k (insbesondere ist 1 # 0).

(M4) Existenz eines Inversen der Multiplikation: Vk € K* k' e K: k7' - k=1
(Fiir 0 € K existiert also kein Inverses bzgl. der Multiplikation).

(D) Distributivgesetz: Yk, k', k" € K: (k+ k') - k"= (k- k") + (K" - k").

Beispiel 1.2. Sei Menge Q der Briiche mit der {iblichen bereits in der Schule erlernten
Addition und Multiplikation ist ein Korper

Folgende Rechenregeln in einem Korper folgen aus den Axiomen und werden {iblicherweise
in der Vorlesung Lineare Algebra 1 bewiesen. In der Vorlesung Algebra werden Korper
dann noch genauer untersucht.

Lemma 1.3 (Rechenregeln in einem Korper). Sei (K, +,-) ein Korper und k, k', k" € K.
Dann gilt:

(a) Die Elemente 0 und 1 sind eindeutig bestimmdt.

(b) (k+k =k+k') = (K =k"). Insbesondere gilt (k+k =k) — (k' =0) und
(k+k =0) = (k= —k).

(¢) —(k) = k.

(d) Wenn k # 0, dann (k -k = k-Ek') = kK = k". Insbesondere gilt fir k # 0
(k-K =k) = (K=1), sowie (k-k' =1) = kK =kL

(e) Fiirk #0 gilt (k1) = k.
(f) Nullteilerfreiheit: (k- k' =0) < ((k=0)V (k' =0)).
(9) (=k) K = —(k-K)=Fk-(=K).

(h) (—k)- (~k) = k- K.
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1.2. Geordnete Korper

Wir schreiben oft kk’ anstelle von k- k’. und £ anstelle von k- (k'~!'). Zudem sprechen
wir einfach von einem Korper K und erwdhnen die implizit gegebene Addition und
Multiplikation nicht extra.

In einem Korper K definieren wir nun auch noch eine Subtraktion durch k& — k' :=
k+ (—K') fiir alle k, k' € K, sowie eine Division durch %’ =k - (k1). fiir alle k € K* und
alle ¥’ € K.

Zum Einsparen von Klammern verwenden wir die iibliche Konvention ,, Inversion vor
Punktrechnung vor Strichrechnung®. Desweiteren sprechen wir kiinftig von einem Korper
K und unterschlagen in der Notation einfach die zum Tripel gehorenden Abbildungen
der Addition und der Multiplikation.

Fazit: In einem Korper hat man eine Addition und eine Multiplikation, die sich so
verhalten, wie man es aus der Schule von Addition und Multiplikation kennt.

1.2. Geordnete Korper

In diesem Abschnitt orientieren wir uns vor allem an [, Abschn. 1.5], aber auch an
BT, Kap. I, § 2].

Wir méchten weiterhin die reellen Zahlen axiomatisch charakterisieren. Wie bereits
aus der Schule bekannt, ist es fiir zwei reelle Zahlen sinnvoll zu sagen, dass die eine
grofer als die andere ist. Wir mochten dieses jetzt axiomatisch fassen:

Definition 1.4. Ein Korper K der gleichzeitig (bzgl. einer gegebenen Ordnungsrelation)
eine geordnete Menge ist, heifit geordneter Korper, wenn die Ordnungsrelation und die
Korperstruktur in folgendem Sinne vertraglich sind:

(O1) Monotonie der Addition: Fiir alle z,y,z € K gilt (z <y) = (x 4+ 2z <y + 2).

(02) Monotonie der Multiplikation: Fiir alle z,y,z € K gilt ((x < y) A (0 < 2)) =

((-2) < (y- 2).
Ein Element x eines geordneten Korpers K heift
e positiv, wenn 0 < z,
e negativ, wenn x < 0,
e nicht positiv, wenn x < 0,
e nicht negativ, wenn 0 < x.

Ein typisches Beispiel eines geordneten Korpers ist Q (mit der bereits bekannten Ad-
dition und Multiplikation) und der iiblichen Ordnungsrelation <, d. h. bei gleichnamigen
Briichen mit natiirlichem Nennen gilt ¢ < IE’, c € N*, wenn a < b (hierbei haben wir die
iibliche Ordnungsrelation von Z genutzt).

Satz 1.5 (Rechenregeln fiir Ungleichungen). Fiir alle Elemente x,y, z eines geordneten
Korpers K gilt:
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1. Zahlen

(i) (x=y) = (0<(y—2x)),

(
(it) (x <y)A(2=<0)) = ((y-2) < (x-2)),
(iii) (z <0)V(0<2) = (0<2*:=2-2)2
(iv) (0<z<y) = 0<y ' <zl

Um Klammern zu sparen verwenden wir die Konvention , Rechenoperation vor Ord-
nungsrelation®.

Beweis. ad (i): Setze z := —x, dann folgt mit z < y aus (O1) sofort 0 =z —z < y — x.

ad (ii): Mit (O1) erhalten wir 0 < y —2 und 0 = z — z < —z. Wegen (02) folgt
0=0-(—2) < (y—2)-(—2) und damit wegen (O1) yz = yz+0 < yz+(y—2z)-(—2) =
yz —yz + xz = xz, also die Aussage.

ad (iii): Wenn 0 < z, so erhalten wir aus (0O2) sofort 0 < 2. Wenn z < 0, dann gilt mit
(i) 0 < —z und damit nach (02) 0 < (—z)* = 2°.

ad (iv): Nach (iii)) git 0 < 1?2 =1 =1y - % Wenn % < 0, dann folgt nach (O1) 0 < —i
und damit nach (02) 0 < —i -y = —1, ein Widerspruch. Wenn i = 0, so auch
l=y- i = 0, wieder ein Widerspruch. Damit muss also 0 < i gelten. Mit der
gleichen Argumentation erhalten wir auch 0 < % und damit 0 < % . %} Ausz <y
folgt mit (O2) sofort i <1

O

Wenn Sie den Korper Q mit der ihnen vertrauten Ordnungrelation , kleiner gleich®
betrachten, so sind Thnen die Rechenregeln aus Satz A plausibel.

Aufgabe 1.6. Auf der Menge Z, := {0,1} definieren wir eine Addition durch 0+ 1 =
1+0=1und 0+ 0 =1+ 1= 0 sowie eine Multiplikation durch 0-1=1-0=0-0=0
und 1-1=1.

(a) Zeigen Sie, dass Zs bzgl. dieser Verkniipfungen ein Korper ist.

(b) Zeigen Sie, dass es keine Ordnungsrelation auf Z, gibt, die Zs zu einem geordneten
Korper macht.

(c) Zeigen Sie allgemein, dass ein Korper mit endlich vielen Elementen kein geordneter
Korper sein kann.

Sei K ein geordneter Korper. Fiir zwei Teilmengen U,V C K definieren wir

U+V={u+v|uelU veV} und U-Vi={u-v|juelU veV }.

31Damit erhalten wir auch 0 < 1. Denn aus 1 < 0 folgt 0 < 12 = 1 und damit ein Widerspruch.
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1.2. Geordnete Korper

Sei weiterhin x € K, so definieren wir
r=U. <<= YuelU: x=<u,
U<z <= YuelU: u=<uz.

Desweiteren definieren wir fiir eine Teilmenge U C K das Mazimum, notiert max(U),
und das Minimum, notiert min(U), von U durch

r=max(U): <= (x € Uund U < z)
bzw.

r=min(U): <= (r € Uund z < U).
Beachten Sie, dass max(U) bzw. min(U) nicht immer existieren miissen.

Aufgabe 1.7. Sei U eine Teilmenge eines geordneten Korpers K.

(a) Beweisen Sie: max(U) und min(U) sind, wenn sie existieren, eindeutig bestimmt.
(b) Beweisen Sie: Ist U endlich, dann existieren max(U) und min(U).

(c) Seien U,V C K, sodass max(U), max(V), min(U), min(V) existieren. Beweisen
Sie:
(i) UCV = max(U) <X max(V),
(il) max(U + V) = max(U) + max(V),
(iii)) Wenn 0 < U und 0 <V, dann max(U - V') = max(U) - max(V),
(iv) max(—U) existiert und es gilt min(U) = — max(—U),
(v) max(U U V) existiert und es gilt max(U U V) = max({max(U), max(V)}),
(vi) min(U U V) existiert und es gilt min(U U V') = min({min(U), min(V")}).

Definition 1.8. Sei K ein geordneter Korper. Fiir ein Element x € K definieren wir den
Betrag von z, notiert |z|, durch

|z| := max{z, —x}.

Aufgabe 1.9. Beweisen Sie, dass fiir alle Elemente z,y eines geordneten Koérpers K
gilt:

(a) 0 =< |z|, sowie x| =0 <= z =0.
(b) |z -y| = |z| - |y| und damit auch | — x| = |z|.

(c) Die Dreiecksungleichung |x+y| < |z| + |y| und damit auch ||z| —|y|| < |z —y| sowie
2| = lyl| = |z +yl.

Zusammenfassend gilt also
(1.1) | =yl =z +y| = || + [y

Die Dreiecksungleichung () wird uns in dieser Vorlesung immer wieder als wichtiges
Hilfsmittel bei Abschétzungen begegnen.
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1. Zahlen

1.3. Volistandigkeit und reelle Zahlen

In diesem Abschnitt orientieren wir uns vor allem an [, Abschn. 1.5], aber auch an
B, Kap. I, § 2]. Wir fiihren nun eine Eigenschaft eines geordneten Korpers ein, der
die reellen Zahlen charakterisiert (siche Satz [CI4) und sie vom geordneten Korper Q
unterscheidet.

Definition 1.10. Sei K ein geordneter Korper. Eine Teilmenge V' C K heifit

e nach oben beschrinkt, wenn gilt: do € K : V' < 0. Ein solches o heifit dann obere
Schranke von V.

e nach unten beschrinkt, wenn gilt: Ju € K : v < V. Ein solches u heifit dann untere
Schranke von V.

e beschrdinkt, wenn sie sowohl nach oben, wie auch nach unten beschrankt ist.

Obere bzw. untere Schranken einer nach oben bzw. nach unten beschréinkten Menge
sind nicht eindeutig bestimmt.

Definition 1.11. (i) Sei V' eine nach oben beschrinkte Teilmenge eines geordneten
Korpers K. Eine obere Schranke w von V' heiit Supremum (oder kleinste obere
Schranke) von V| notiert w = sup(V'), wenn gilt:

VeeKigdveV :iw—e<o.

Hierbei bezeichnet K. o := {x € K: 0 < z} die Menge aller positiven Elemente in
K.

(ii) Sei V eine nach unten beschrinkte Teilmenge eines geordneten Korpers K. Eine
untere Schranke « von V' heifit Infimum (oder groBte untere Schranke) von V,
notiert o = inf(V'), wenn gilt:

Vee K gdveV :iv<a+e.

Aufgabe 1.12. Sei V eine Teilmenge eines geordneten Korpers K. Zeigen Sie, dass gilt:

a) Wenn max (V) existiert, dann gilt max(V') = sup(V).

(a)

(b) Wenn min(V) existiert, dann gilt min(V') = inf(V).

(¢) Wenn sup(V) existiert, so gilt sup(V) = min({z €e K: V < z}).
(d)

d) Wenn inf(V') existiert, so gilt inf(V) = max({z €e K: 2 < V}).

Satz 1.13 (Eindeutigkeit des Supremums und des Infimums). Sei V' eine Teilmenge
eines geordneten Korpers K. Dann hat V' héchstens ein Supremum und héchstens ein
Infimum®.

32Jedoch muss V weder ein Infimum noch ein Supremum besitzen
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1.3. Vollstiandigkeit und reelle Zahlen

Beweis. Nehmen wir an V' hétte zwei verschiedene Suprema, ndmlich w; und wy, wobei
ohne Einschrinkung w; < wy gilt. Dann ist 0 < € := wy —w; und wy; = wy — €. Da wy ein
Supremum von V ist, gibt es ein v € V mit w; = ws — & < v. Damit ist aber w; keine
obere Schranke von V' und insbesondere auch kein Supremum. Widerspruch.

Auf dhnliche Weise zeigt man die Eindeutigkeit des Infimums (Ubung). O]

Definition 1.14. Ein geordneter Korper K heifit (ordnungs)vollstindig, wenn er folgen-
de Supremumseigenschaft besitzt:
Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge von K besitzt ein Supremum.

Beispiel 1.15. Ein typisches Beispiel fiir einen geordneten Korper, der nicht ordnungs-
vollstindig ist, ist Q. Wie wir wissen ist v/2 keine rationale Zahl und die Teilmenge
{g € Q: ¢*> <2} C Q ist sehr wohl beschriinkt, z. B. durch die obere Schranke 2,
besitzt jedoch als Teilmenge von Q kein Supremum.

Satz 1.16. Fin geordneter Korper K, der die Supremumseigenschaft hat, besitzt auch
die folgende Infimumseigenschaft:
Jede nichtleere, nach unten beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Infimum.

Beweis. Sei V' C K nichtleer und nach unten beschrénkt, sowie p € K eine untere
Schranke von V, also p < V Dann ist die Menge —V := {z € K: —z € V} durch
—p nach oben beschriankt, da —V < —p und besitzt nach Voraussetzung ein Supremum
w € K. Damit ist —w eine untere Schranke von V. Um zu sehen, dass —w das Infimum
von V ist, wiahlen wir beliebig ein ¢ € K mit 0 < £. Da w ein Supremum von —V ist,
gibt es ein Element v € V mit w —e < —v und damit nach Satz 3 v < (—w)+e&. Damit
ist —w ein Infimum von V. [

Satz 1.17. Bis auf Isomorphie gibt es nur einen ordnungsvollstindigen geordneten
Korper™.

Wir werden diesen Satz nicht beweisen und verweisen zur Konstruktion z. B. durch
Aquivalenzklassen rationaler Cauchyfolgen®™ oder durch Dedekindsche® Schnitte eines
ordnungsvollstdndigen geordneten Korpers, wie auch zum Beweis von dessen Eindeutig-

keit auf [EBH, Kap. 2] von K. Mainzer.

Definition 1.18. Als R bezeichnen wir den (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmten
ordnungsvollstdndigen geordneten Korper. Wie nennen ihn Kdrper der reellen Zahlen.
Elemente von R heiflen reelle Zahlen.

Wir stellen uns die Menge der reellen Zahlen als eine (nach beiden Seiten unendliche)
Gerade vor (Zahlenstrahl, reelle Achse). In dieser Vorstellung gilt * < y, wenn z auf
dem Zahlenstrahl links von y liegt. Wir schreiben benutzen fortan die bereits aus der
Schule bekannte Notation fiir die Ordnungsrelation auf R :

x <y oder gleichbedeutend y > z.

33d. h. seien K; und K, zwei ordnungsvollstindige geordnete Kérper, so gibt es eine bijektive Ab-
bildung f : K; — K, sodass sowohl f wie auch die Umkehrabbildung f~! mit der Addition, der
Multiplikation und der Ordnungsrelation vertréglich sind.

34 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857), franzdsischer Mathematiker

35 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 - 1916), deutscher Mathematiker
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1. Zahlen

Natiirliche, ganze und rationale Zahlen

Wir kénnen nun die Menge N der natiirlich Zahlen als Teilmenge von R auch axiomatisch
definieren:

Definition 1.19. Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist die kleinste® Teilmenge von
R, mit den folgenden Eigenschaften

(N1) 0 e N,
(N2) Aus n € Nfolgt n+1 e N.

Diese Definition der natiirlichen Zahlen als Teilmenge der reellen Zahlen fithrt uns
zum Induktionsprinzip:

Gilt fiir eine Teilmenge V' C R, welche 0 enthdlt, dass v € V
immer v + 1 € V nach sich zieht, dann ist N C V.

Wir erhalten N als Durchschnitt aller Teilmengen V' C R, welche 0 enthalten und fiir
die aus v € V immer v+1 € V folgt. Setzen wir 2 := 1+1, 3:=1+1+1, 4 := 1+1+1+1,
etc., so iiberlegt man sich, dass

N={0,1,2,..}.

Aus dieser Definition von N gewinnen wir eine Beweistechnik, das Prinzip der vollstindigen
Induktion:

Mochte man nun fiir eine Aussageform A {iber der Grundmenge N beweisen, dass A(n)
fiir ein beliebiges n € N wahr ist, so kann man etwa wie folgt vorgeben:

(1) Induktionsanfang: Man beweist zunédchst, dass A(0) wahr ist.

(2) Induktionsschluf:Fir beliebig aber fest gewéhltes n € N zeigt man die Aussage.
(A(n) = A(n+1))®

Zudem koénnen wir Abbildung f : N — X rekursiv definieren indem man z. B. wie
folgt vorgeht:

(1) Definiere f(0) (oder f(0), f(1),..., f(k)).
(2) Gebe eine Vorschrift V' an, mit welcher man f(n + 1) aus f(0), f(1),...,f(n)

bestimmen kann:

fin+1) =V (f(0), f(1),.... f(n+1)).

36d. h. es gilt das Induktionsprinzip: Fiir jede Teilmenge V C R, die die geforderten Eigenschaften
hat, gilt VC N.

3TMan kann hier auch Varianten verwenden, z. B. kann man auch zeigen, wenn fiir alle Vorgéinger k
von n + 1 die Aussage A(k) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.
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1.3. Vollstiandigkeit und reelle Zahlen

Beispiel 1.20. Die Fibonacc®™ Zahl f(n), n € N, ist rekursiv definiert iiber
f(0)=0, f(1)=1und f(n+2)= f(n)+ f(n+1).

Nun aber fahren wir mit der Untersuchung von R fort. Mit N ist auch Z eine Teilmenge
von R, ndmlich

Z={r€eR: zeNoder —zeN} CR
Damit konnen wir auch Q als Teilmenge von R betrachten durch
Qi={z-y"': z,yeZ y#0}CR

Satz 1.21 (Prinzip von Archimedes®™). Seien z,y € R mit y > 0, dann gibt es n € N*,
sodass n -y > x.

Beweis. Wire diese Aussage falsch, so wére x eine obere Schranke der Menge
M:={n-y: ne N} CR.

Damit hitte M auch ein Supremum. Setzen wir ¢ = y > 0, so gibt es ein Element

ng € N* sodass sup(M) —y < ng -y und damit sup(M) < ng-y+y = (ng+ 1)y. Da aber

(no + 1)y € M ist sup(M) keine obere Schranke von M, Widerspruch. O

Korollar 1.22. Seiy € R mit y > 0, dann gibt es ein n € N*, sodass % <.

Beweis. Nach dem Prinzip von Archimedes gibt es ein n € N* sodass 1 < ny, also
1

Satz 1.23. Jede nichtleere Teilmenge von N hat ein Minimum.

Beweis. Sei nun A C N eine nichtleere Teilmenge, welche kein kleinstes Element enthélt,
dann ist fiir alle n € N die Menge AN{0,1,...,n} leer.

In der Tat stimmt das fiir n = 0, da sonst min(A) = 0. Wenn nun aber AN{0,1,...,n}
leer ist, so ist auch AN{0,1,...,n+ 1} leer, da sonst min(A) =n + 1.

Nach der Definition von N ist aber damit A bereits leer, ein Widerspruch. O

Korollar 1.24. Jede nach oben (unten) beschrinkte nichtleere Teilmenge von Z enthilt
ein grofites (kleinstes) Element.

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

Satz 1.25 (Dichtheit von Q in R). Seien z,y € R mit © < y. Dann gibt es ¢ € Q mit
r<q<uy.

38Leonardo Fibonacci oder Leonardo da Pisa, italienischer Gelehrter, 12. und 13. Jahrhundert
39 Archimedes von Syrakus (3. Jahrh. v. Chr.) antiker griechischer Gelehrter
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1. Zahlen

Beweis. Wahle n € N*| sodass % < y — x und betrachte die Menge A ={k € Z: k>
nx} C 7Z. Nach dem Prinzip von Archimedes ist A nicht leer und nach Konstruktion
nach unten beschriankt. Damit enthdlt A aber ein kleinstes Element m € Z (Korollar
22) Aus m > nx und nz < m — 1 ergibt sich nun

m m-—1 1
— = +t-<zt+y—zr=y.
n n n

T <

Damit ist ¢ := ™ € Q die gesucht rationale Zahl. O

Anschaulich bedeutet Satz 23, das wir mit unserem menschlichen Auge die Menge
Q als Teilmenge der reellen Zahlengeraden nicht von Q unterscheiden kénnen.

Satz 1.26 (Bernoullische™ Ungleichung). Sei z € R mit x > —1 und n € N, dann gilt
(14+2)" > 1+ nx.
Beweis. Durch vollstandige Induktion:
e Induktionsanfang: n=0: (1+2z)°=1=1+0z.
e Induktionsschluss: Aus (1 + )" > 1+ na folgt mit 1 +2z >0

(14+2)"" = (14+2)"(1+2) > 1+nz)(1+z) =1+ n+Dr+nz® > 1+ (n+1)z.

[]

Korollar 1.27. (i) Seib € R mitb > 1. Dann gilt: Fir alle K € R gibt es einn € N,
sodass b" > K.

(i) Sei 0 < q < 1. Dann gilt: Fir alle ¢ > 0 gibt es ein n € N, sodass ¢" < €.

Beweis. Setze b = 1 4+ x mit x > 0. Dann besagt die Bernoullische Ungleichung ™ >
1 + ma fiir alle m € N. Nach dem Prinzip von Archimedes gibt es ein n € N, sodass
nx > K uns somit " > 1+ nzx > 1+ K > K. Damit gilt (i).

Setzt man b= ¢! und K = ¢! in (i) ein, so folgt (ii). O

1.4. Intervallschachtelung

In diesem Abschnitt orientieren wir uns an [KI, Abschn. 2.3 f.] Wir lernen eine Technik
kennen, die sich aus der Vollstandigkeit von R ergibt, um reelle Zahlen mit gewissen
Eigenschaften zu konstruieren, indem wir sie quasi ,,eingrenzen®.

Seien x,y € R mit < y, dann heifit

o [z,y]:={a€eR: x<a<y} kompaktes Intervall,

40Jakob I. Bernoulli (1655 - 1705), schweizerischer Mathematiker
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1.4. Intervallschachtelung

o (z,y) =|z,y={a €R: = <a <y} offenes beschrinktes Intervall,
o [z,y) =[r,y[={a€R: x <a <y} (nach rechts) halboffenes Intervall,
o (z,y] =|z,y] :={aeR: x <a <y} (nach links) halboffenes Intervall.

Fiir ein beschrénktes Intervall I € {[z,y], (z,v), [z, v), (z,y]} heifit |[| := y — x die
Linge von I. Neben den oben stehenden beschrdnkten Intervallen gibt es noch die un-
beschrénkten Intervalle:

o | —oo,z[=(—00,z) :={a€eR: a<uz}
o | —o00,z]=(—00,z] ={aecR: a <z},
o |z,00[= (z,00) :={a €R: x < a}l,
o [z,00[=[r,00):={aeR: z<a}.
Auch R selbst fassen wir bei Bedarf als Intervall | — oo, o[ auf.

Definition 1.28. Eine reelle Intervallschachtelung ist eine Familie (1,,) :== {I,, : n € N}
kompakter Intervalle in R, sodass gilt

(I1) I,y C I, fiir allen € N,
(I2) Ve>03neN: |[,| <e.

Bei einer Intervallschachtelung liegen also nach (I1) die Intervalle ineinander, wie das
Wort ,,Schachtelung” bereits suggeriert. Die Intervalllingen werden also mit wachsendem

n immer kleiner. In (I2) verwenden wir die Formulierung ,\Ve >0 ... ... < e“. Solche
Formulierungen werden uns noch héufig begegnen, z. B. bei Begriff der Konvergenz oder
der Stetigkeit. Sie sind wie folgt zu verstehen: ,Fiir beliebig kleine positive € ... “. Hier

in (12) heifit dass, dass die Intervalllingen mit wachsendem n beliebig klein, also kleiner
als jede vorgegebene Schranke ¢ werden.

Satz 1.29 (Prinzip der Intervallschachtelung). Sei (I,,) eine reelle Intervallschachtelung,
dann gibt es genau ein Element a € R, sodass fir alle n € N qilt a € I, oder kurz

N I, = {a} A
neN
Beweis. Sei I,, = [z, y,], dann ist die Menge A := {z, : n € N} nach (I1) durch alle
yn nach oben beschréankt und hat somit ein Supremum. Fiir dieses Supremum gilt aber
damit x,, < sup(A4) <y, fir alle n € N, also a := sup(A) € I, fiir alle n € N.

Wenn nun zwei verschiedene reelle Zahlen a; < as in allen I, liegen, so gilt [a, as] C I,
fir alle n € N und damit |I,,| > (as — a1) im Widerspruch zu (I). O

41Die Giiltigkeit dieser Aussage ist fiquivalent zur Ordnungsvollstindigkeit von R (siehe [EJ, Abschn.
2.3]).
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1. Zahlen

Das Prinzip der Intervallschachtelung wird uns erlauben reelle Zahlen mit gewissen
Eigenschaften zu ,konstruieren“ indem wir sie (ihre Lage auf dem reellen Zahlenstrahl)
durch eine Intervallschachtelung immer weiter eingrenzen, bis am Ende nur noch eine

Zahl tibrigbleibt.
Satz 1.30. Die Menge R ist tiberabzihlbar.

Beweis. Zunéchst ist R nicht endlich, da N C R. Angenommen R wére abzahlbar un-
endlich, dann gibt es eine bijektive Abbildung f : N — R.

Wir konstruieren nun eine reelle Intervallschachtelung (7,,), sodass fiir alle n € N gilt
f(n) ¢ I, rekursiv:

Sei Iy := [f(0) + 1, f(0) + 2] = [z0,Yo)- Seil nun I,, = [z,,y,] bereits konstruiert.

Wir betrachten I, := [xn,xn + %} , Ino = [wn 4 2t a, + w] und I3 :

[l‘n + Q(y"T_I"), yn] . Dann gilt 1, = I,,; U I,2 U I, 3 und wir kénnen ein j, € 1,2,3
wihlen, sodass f(n+1) ¢ I, ;,. Wir setzen I, := I, j,. Man iiberlege sich, weshalb wir
so eine reelle Intervallschachtelung konstruiert haben (Ubung).

Nach Satz gibt es ein Element y € R mit y € I, fiir alle n € N. Damit gilt aber
y ¢ Bild(f). Somit ist f nicht surjektiv. Widerspruch. O

Dieser Satz besagt, dass, obwohl Q dicht in R liegt, es ,;sehr sehr viel“ mehr reelle
Zahlen als Briiche gibt.

Satz 1.31 (Existenz von Wurzeln). Seix € Rog ={a € R: a > 0} und k € N*, dann
gibt es genau ein y € Ry sodass y* = x. Wir notieren y = zk baw. y= x.

Beweis. Nehmen wir an, es gidbe zwei verschiedene solche Zahlen, z. B. y;,y2 € Ryg.
Wir nehmen ohne Einschrinkung y; < y» an. Dann folgt aber x = y¥ < y5 = x, ein
Widerspruch.

Nun konstruieren wir y durch eine Intervallschachtelung. Hierbei geniigt es © > 1
anzunehmen, denn wenn 0 < x < 1, so betrachten wir 7 := % anstelle von x. Fiir x = 1
erhalten wir sofort y = 1.

Sei Iy := [1, z]. Ist I,, = [ay,, b,] bereits konstruiert, so betrachten wir den Mittelpunkt
von m := %(an + b,) von I,, und setzten

[an, m], wenn mF >z
Lt = [@ny, bua] = [m,b,], wenn mF <z
) Y

Es gilt somit
o af <z <M,
o |[,1| = %|In|, also |I,,| = %n|lo| = %n(x —1).

Nach Konstruktion gilt 1,11 C [,. Sei nun € > 0, dann gibt es nach Korollar 27 eine
Zahl n € N, sodass 1" < e - |Io|~*. gilt. Damit ist |I,| < e.
Nach Satz gibt es genau eine Zahl y € R, welche in allen Intervallen I, liegt.
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1.5. Komplexe Zahlen

Wir miissen nun nachweisen, dass y* = x gilt. Dazu betrachten wir die Intervalle
I¥ := [ak bF]. Sie bilden eine Intervallschachtelung. In der Tat folgt aus I,,,; C I,, auch

nr-n

I | C IF. Desweiteren gilt
1IF| = (bF —al) = (b, — an) (W ad + b 2a, + ...+ bual 2 + 00al™) < |1 kby!
Sei nun € > 0. Da die I,, eine Intervallschachtelung bilden, gibt es ein m € N, sodass
[ In| < 7= Damit gilt 1Ik| < e.
1

Nach Konstruktion gilt fiir alle n € N einerseits a* < x < b* also x € I¥, und
andererseits y € I,,, also y* € I*. Damit liegen sowohl x und %" beide fiir alle n € N in
I,,. Aus Satz folgt x = y*. O

1.5. Komplexe Zahlen

In Satz =30 haben wir gesehen, dass man in R Quadratwurzeln aus positiven Zahlen
ziehen kann. Aus negativen reellen Zahlen ist dieses in R jedoch nicht moglich, denn
Satz [[A folgt 22 > 0 fiir alle x € R.
Daher erweitern wir noch einmal den Zahlbegriff und definieren eine neue Zahl ¢ mit
der Eigenschaft
i =-1

Diese Zahl i darf mit einer Zahl y € R zu yi = ¢y multipliziert werden und wir verwenden
die iiblichen Rechenregeln. Daher erfiillt yi die Gleichung (yi)? = y?i? = —y?. Insgesamt
betrachten wir nun die Menge der komplezen Zahlen

={z+yi: z,y € R}

Der Realteil einer komplexen Zahl z = x + yi ist die reelle Zahl (z) = x und der
Imagindrteil von z ist die reelle Zahl $(z) = y.
Wir rechnen mit komplexen Zahlen in gewohnter Weise. Die unbekiimmerte Rechnung

(x+y)+ @ +yi) , =" (z+2)+y+y)
(x+yi) (2" + i) ,=¢ x(@ +y'i)+yila +y)
L= x4+ ayli 4+ yai + yy'i®
= ' +xyi+yri —yy
» =" (22’ —yy') + (zy + ya')i
motiviert die folgende Definition der Addition und der Multiplikation komplexer Zahlen:
(x+yi) + (@ +yi) = (x+2)+(y+y)
(x+yi) (@ +9i) = (22’ —yy) + (xy + ya')i.

Man beachte, dass man R auf natiirliche Weise in C einbetten kann,

R—=C, =z (x+0i),
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1. Zahlen

die mit der Addition und der Multiplikation vertraglich ist (ﬂbungsaufgabe), d. h.
r+2' = (40i)+ (2" +0i) und za’ — (x+ 0i)(z" + 0i).

Daher fassen wir jede reelle Zahl auch als komplexe Zahl auf, so z. B. 0 = 0 + 0i oder
1 =1+ 0:. Dann gilt 0z = 0 und 1z = 2 fiir alle z € C.
Wir kénnen C auch mit R? identifizieren:

C—R* (v+yi)r— <:;)

Die Menge der reellen Zahlen in C entspricht damit der x-Achse. Diese Identifikati-
on ist auch mit der Addition und der Multiplikation mit reellen Zahlen vertriglich
(Ubungsaufgabe), d. h.

/

(x +yi)+ (' +91) — (';) - (;,) und Az +yi) — A <§) , AeR.
Der folgende Satz zeigt, dass beim Rechnen mit komplexen Zahlen die iiblichen Rechen-
regeln gelten:
Satz 1.32. Mit der angegeben Addition und Multiplikation ist C ein Korper.

Beweis. Der Beweis der Korpereigenschaften ist Routine.
Am schwierigsten zu sehen, ist die Existenz eines multiplikativen Inversen: Sei z =

(x +yi) # 0. Dann ist auch 22 +y? # 0 und wir setzen 2’ = %ﬂlg + r;—fyzz Man rechnet
dann leicht zz’ = 1 nach. Damit haben wir die Existenz eines multiplikativen Inversen
gezeigt. ]

Fiir eine komplexe Zahl z = x 4 yi definieren wir z := x — yi, die zu 2z konjugierte
komplexe Zahl. Die Abbildung C — C, z + Z heifit kompleze Konjugation. Identifizieren
wir C mit R? wie zuvor, so entspricht die komplexe Konjugation gerade der Spiegelung
an der z-Achse.

Lemma 1.33. Die komplexe Konjugation ist mit der Addition und der Multiplikation
vertrdglich, d. h. es gilt fir alle 21,25 € C

n+t2n=7Z+% und 7z =7 Z.
Beweis. Ubungsaufgabe [
Man rechnet leicht nach, dass fiir z = x 4 y2 gilt:
zz=2>+y* R
Wir definieren den Betrag von z als die reelle Zahl

1z := V2 Z = a2+ 2

Dieser Betrag von z = x+ 1y entspricht der Lange des Vektors (;j) € R?, den Sie bereits

aus der Schule kennen.
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Aufgabe 1.34. Zeigen Sie, dass fiir z € C gilt:

(€) [R(2)] < |z] sowie [3(2)| <2,

(f) Ist 2 # 0, so gilt 27! = #E.

Lemma 1.35. Der Betrag hat folgende EigenschaftenZ:

(i) |z| > 0 fir alle z € C und |z| =0 <= z=0.

(i1) |z122| = |21] - |22| fiir alle z1, 2o € C.

(iii) Es gilt die Dreiecksungleichung

|Zl + ZQ| S ‘21’ + |Zg|

fiir alle z1, z5 € C.

Beweis. Die Behauptung (i) ist einfach nachzuweisen.

Fiir (ii) betrachtet man

1.5. Komplexe Zahlen

|2120|° = (2122) (7122) = (2171) (22%2) = |21 [*|22)?

und zieht die Wurzel aus den nicht negativen Zahlen.

Aus |R(z)| < |z| erhalten wir zunéchst

R(nz) < |a1z2] = |z1| - || = |=1] - |2

und damit

|2’1+Zz‘2 = (21+22)(Z_1+Z_2)2212_1+212_2+222_1+222_2

|21]? + 2R(2172) + |22/
< |zl 420z - 2] + |2 = (1] + |22])

Daraus folgt die Dreiecksungleichung.

O

42Ein Kérper K auf dem eine Funktion K — R, z — |z| definiert ist, welche diese Eigenschaften hat

heifit bewerteter Korper.
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Wir haben komplexe Zahlen eingefithrt, um Wurzeln aus beliebigen reellen Zahlen
ziechen zu konnen. Wurzeln kann man aber ebenso aus beliebigen komplexen Zahlen
ziehen und jede quadratische Gleichung

224+a=0aeC

hat eine komplexe Losung (Ubungsaufgabe). Dasselbe gilt auch fiir Gleichungen hoherer
Ordnung, z. B. kubische Gleichungen. Allgemein gilt:

Theorem 1.36 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei n € N* dann hat jede Gleichung
der Form

2"+ an 12"V faz+ag=0 mit ag,...,an €C, a, #0
eine komplexe Losung.

Wir haben nun einen wichtigen algebraischen Vorteil von C gegeniiber R angesprochen.
Dieser ist jedoch mit einem Nachteil erkauft. Im Gegensatz zu reellen Zahlen gilt:

Satz 1.37. Es gibt keine Ordnungsrelation auf C, die C zu einem geordneten Korper
macht.

Beweis. Angenommen C sei mit < ein geordneter Korper. Dann gilt nach Satz I3
0 < 1?>=1und damit —1 =0+ (—1) < 1+ (—1) = 0. Nun erhalten wir wieder mit Satz
3, da entweder 0 < i oder i < 0 gilt, den Widerspruch 0 < i = —1. O

Ungleichungen zwischen komplexen Zahlen, die nicht reell sind, haben also keinen
Sinn. So ist die Aussage |z1| < |z fiir beliebige 21, 2o € C erklart, nicht jedoch z; < zs.
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Folgen, Reihen, Konvergenz

2.1. Summenzeichen und binomischer Lehrsatz

In diesem Abschnitt stellen wir einige Notationen und Aussagen bereit, die wir spéter in
diesem Kapitel verwenden werden. Wir orientieren uns an [Eadl, § 1] und an [KI, Kap.
1].

Seien k£ und n ganze Zahlen mit £ < n und ag, ax,1,...,a, komplexe Zahlen. Dann
notieren wir die Summe von ay, a4y, - - ., a, durch

n

E aj ::ak+ak+1+---+an
Jj=k

und das Produkt von ag, agiq, ..., a, durch
n
Jj=k

Manchmal ist es niitzlich fiir die leere Summe und das leere Produkt festzulegen:

k—1 k—1
Za] =0 und Haj =1
j=k j=k

Fiir eine ganze Zahl m mit £ — 1 < m < n gilt dann

n

Zaj—l— Z aj:Zaj und Haj- H aj:Haj.
’ pars , . ,

=k Jj=m+1

<

Beispiel 2.1 (Geometrische Summenformel). Fiir alle z € C\ {1} und n € N* gilt
n _ ntl
S = 1=
; 1—-=2
7=0

Hierbei gilt 2" := 1.
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

Beweis. Vollstédndige Induktion:
o Fiirn=1gilt =2 = 122004 —q 4

1-z

ntl noo. 1 1_pnt1 1 1—2z"12

e Induktionschlul: )7 27 = 37 27 + 2" = 55— 4 2" = 225 —
j=0 7=0

Fiir eine natiirliche Zahl n € N definieren wir n!, genannt n-Fakultdt, durch
1, fir n=0
n! = L )
[]Jj, fir n#0
j=1

Bemerkung 2.2. Man kann sich leicht iiberlegen, dass n! fiir n € N* die Anzahl aller
Anordnungen von n Elementen ist.

Fiir zwei natiirliche Zahlen n, k£ definieren wir den Binomialkoeffizienten (’;) als

n\ [0, fir k>n

Wir erkennen die Symmetrie (Z) = (nfk) fir k < n.
Lemma 2.3 (Pascalsche®™ Gleichung). Firn,k € N mit 1 <k <n gilt

n\ (n-—1 n n—1

k) \k—-1 k )
Beweis. Fiir k = n ist die Formel richtig. Fiir 1 < k < n — 1 ist der Nachweis eine
einfache Rechnung. O

Sie kennen bereits den Binomialkoeffizienten aus der Stochastik in der Schule:
Satz 2.4. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge ist (Z)

Einen Beweis finden Sie z. B. in [Eadl, § 1]. Diese Aussage zeigt auch, dass Binomial-
koeffizienten natiirliche Zahlen sind.

Der Begriff ,,Binomialkoeffizient“ wird am Binomischen Lehrsatz deutlich. Die Bino-
mialkoeffizienten sind gerade die Koeffizienten in der Summendarstellung des binomi-
schen Lehrsatzes:

Satz 2.5 (Binomischer Lehrsatz). Seien z,w € C und n € N, dann gilt

i n .
(z4+w)" = Z ( ,)z”‘ﬁuﬂ.
=0 \J
Man kann den Binomischen Lehrsatz durch vollstdndige Induktion mit Hilfe der Pas-
calschen Gleichung beweisen (siehe z. B. [El, § 1]). Diesen haben wir auch im Vorkurs
vorgestellt. Sollten Sie nicht am Vorkurs teilgenommen haben, so ist der Beweise eine

gute Ubungsaufgabe. Ein anderer Beweis verwendet kombinatorische Argumente (siehe
z. B. [KJ, Kap. 1].

43Blaise Pascal (1623-1662) franzosischer Gelehrter
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2.2. Komplexe Folgen und Grenzwerte

2.2. Komplexe Folgen und Grenzwerte

In diesem Abschnitt orientieren wir uns an [Eadl, § 4] und [KJ, § 5]. In diesem Abschnitt
lernen wir das zentrale und grundlegende Konzept der Analysis kennen: die Konvergenz.

Die hinter dem Konvergenzbegriff stehende Idee ist eine beliebig genaue Annédherung
(in einem zu definierenden Sinn). Sie kennen das bereits von irrationalen Zahlen, wie z.
B. m. Da 7 als irrationale Zahl nicht als abbrechende oder schliellich periodische Dezi-
malzahl darstellbar ist, wird in praktischen Anwendungen 7 oftmals angenéhert, z. B.
indem man deren Dezimaldarstellung an irgendeiner Stelle abbricht und die letzte Zahl
rundet. Je spéter man abbricht um so genauer ist diese Approximation. Fiir komplexe
Zahlen wird diese Idee der beliebig genauen Annédherung in diesem Abschnitt préazisiert
und untersucht.

Wenn nichts anderes angegeben ist,
so bezeichnet von nun an n immer eine natirliche Zahl.

Definition 2.6. Sei X eine Teilmenge von C. Eine Folge in X ist eine Abbildung
N—=X, n—a,.

Hat diese Abbildung Werte in C, ohne dass X néher spezifiziert ist, so sprechen wir
von einer komplexen Folge oder kurz von einer Folge.
Hat diese Abbildung nur Werte in R, so sprechen wir von einer reellen Folge.

Die Terminologie Folge wird deutlich, wenn wir uns eine solche Abbildung als ,, Auf-
listung“ Threr Werte vorstellen. Daher schreiben fiir eine Folge {iblicherweise

(ag, a1, as,...) oder (ap)pen oder kurz (a,)

Wir nennen a,, auch das n-te Glied der Folge a.

Wir konnen die Abbildungsvorschrift fiir eine Folge explizit angeben, z. B. a,, = c fiir
die konstante Folge ¢ oder a,, = %, oder rekursiv, wie beim Beispiel der Fibonacci-
Zahlen.

Definition 2.7. Eine komplexe Folge (a,)nen heit konvergent gegen a € C, notiert
lim a, = a oder a, —= a, wenn gilt:
n—oo

Ve>0 IN=N.eN Vn>N.: |a,—a|<e®

Eine Folge (a,) heifit konvergent, wenn es eine Zahl a € C gibt, mit ¢ = lim a,. Die
n—oo

Zahl a heifit dann Grenzwert oder Limes der Folge (a,). Konvergiert eine Folge gegen 0
so spricht man auch von einer Nullfolge.
Eine Folge heiflt divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

44Beachten Sie, dass € > 0 bedeutet, dass € € Rsq liegt.
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

Um die obigen Definitionen besser zu verstehen betrachten wir die Menge
(2.1) D.(a):={2z€C: |z—a| <&}

Da der Betrag in C gerade die iibliche Linge von Vektoren im R? = C beschreibt, ist
D.(a) die Menge aller Elemente in C, welche zu a € C einen Abstand von weniger als €
haben. Damit ist D.(a) die Kreisscheibe (ohne Rand) mit Mittelpunkt ¢ und Radius e.
Wir nennen diese Kreisscheibe D.(a) um a auch e-Umgebung von a.

Wenn eine Folge (a,)nen gegen a konvergiert, so heifit dass, egal wie klein wir den
Radius € auch wihlen, sich immer fast alle, d. h. alle bis auf endlich viele™, Folgeglieder
a, in der Kreisscheibe um a mit Radius € liegen. Somit ndhern sich die Folgeglieder a,,
der Zahl a fiir grofle n ,immer mehr und beliebig nah an*.

Fiir das Konvergenzverhalten spielen also endlich viele Folgeglieder keine Rolle.

Satz 2.8. Sei (a,) eine konvergente Folge, so ist ihr Grenzwert eindeutig bestimmdt.

Anschaulich ist dieser Satz einleuchtend. Angenommen es gibe zwei verschiedene
Grenzwerte a und a von (a,). Dann gibt es ein € > 0 (z. B. ¢ = ‘ag—a'), sodass die
Umgebungen D.(a) und D.(a) disjunkt sind. Wenn nun (a,) einerseits gegen a und an-
dererseits gegen a konvergieren wiirde, so miissten fast alle Folgeglieder von a,, einerseits
in D.(a) und andererseits in D.(a) liegen, was absurd ist. Die Tatsache, dass man zwei
verschiedene Punkte durch (offene) Umgebungen trennen kann, wird auch Hausdorff3-

Figenschaft genannt.

Beweis. Angenommen (a,) hétte zwei verschiedene Grenzwerte a und @ # a. Setze

. la=d|

€=

~ 3 )
ein N. € N, sodass |a,, — a| < ¢ fiir alle n > N.. Fiir n > max(N., V.) erhalten wir mit
der Dreiecksungleichung (Lemma [Z33) den Widerspruch:

Dann gibt es ein N. € N, sodass |a,, — a| < ¢ fiir alle n > N.. Ebenso gibt es

2
la—al =|(a —ay) + (a, —a)| < la — a,|+|a, —al < 2e = =|a —al.
—_—  —\— 3

<e <e
O
Beispiel 2.9. e Die konstante Folge a,, = c ist offenbar konvergent gegen c.
e Die Folge a,, = (—1)" ist divergent.
Angenommen a,, konvergiere gegen a € C, dann gibt es fiir ¢ = % ein N, sodass

la — a,| < ¢ fiir alle n > N,. Damit ergibt fiir n > N. der Widerspruch:

2 = laps1 — an| = |(ans1 —a) + (a — ap)| < |aps1 —al +|a —ay] < 2e = 1.

4Sngmlich alle bis auf eventuell ag, a1, ..., aN.—1

46Felix Hausdorff (1868 - 1942), deutscher Mathematiker
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2.2. Komplexe Folgen und Grenzwerte

Definition 2.10. Eine Folge komplexer Zahlen (a,) heiit beschrdinkt, wenn die Menge
{lan| : n € N} beschrinkt ist, d. h.

JReR. (VR EeN: |a,| <R
also a,, € Dg(0) fiir alle n € N.
Satz 2.11. Eine konvergente Folge (a,) ist beschrinkt 2

Auch dieser Satz ist recht anschaulich: Bei einer konvergenten Folge liegen schliesslich
fast alle Folgeglieder in einer kleinen Umgebung des Grenzwertes.

Beweis. Da (a,) konvergent ist, gibt es ein @ € C und ein N € N, sodass |a — a,| < 1
fir alle n > N gilt. Fiir R := max{|ao|, |a1|,...,|an-1],|a + 1|} gilt dann |a,| < R fiir
alle n € N. [

Lemma 2.12 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen). Seien (a,) und (b,) Folgen
mit a = lim a, und b = lim b,,. Dann gilt:
n—oo n—oo

(i) (a, + b,) konvergiert gegen a + b, also lim (a, + b,) = a + b.

n—o0

(ii) (anby,) konvergiert gegen ab, also lim (a,b,) = ab. Fir b, = ¢ erhalten wir insbe-
n—oo

sondere lim (ca,) = ca.
n—oo

(iii) (a, — b,) konvergiert gegen a — b, also lim (a, — b,) = a —b.

(iv) Wenn b +# 0, so gilt b, # 0 fiir alle bis auf endlich viele n € N, und 32 konvergiert

a im & — @
gegen 3, also nh_)rgo =3

Beweis. ad (i): Sei € > 0, so gibt es N% N® € N, sodass |a — a,| < %8 fiir alle n > N©
und b — b,| < 3¢ fiir alle n > N°. Wenn n > max(N®, N*) =: N, dann erhalten
wir

|(a+0) — (an +b,)| < |a—an| +[b—by| <e.

ad (ii): Als konvergente Folge ist (a,) beschrinkt, d. h. es gibt R, € R sodass |a,| < R,.
Setze R := max(R,, |b|).

Sei nun € > 0. Da a = lim a, und b = lim b, gibt es N,, N, € N, sodass gilt:

n—oo n—oo
€ £
> : — — > : — —.
Vn > Ny: |a—a,| < 5R und Vn > Ny: [b—b,| < SR
Setze N := max(N,, Ny). Dann gilt fiir alle n > N :
lanby, —ab] = |an(b, —b) + (a, — a)b| < |an(bp — )| + |(an — a)b|
= lan[ - [bn =0 + |an — a - [b]
£
IR —¢.
< RQR €

4"Die Umkehrung von Satz I gilt nicht, wie das Beispiel a,, = (—1)" zeigt.

43



2. Folgen, Reihen, Konvergenz

ad (iii): Folgt fast unmittelbar aus (i) und (ii).

ad (iv): Wegen (ii) geniigt es zu zeigen, dass gilt: Wenn b # 0, so gilt b,, # 0 fiir alle bis
auf endlich viele n € N, und % konvergiert gegen %
Fiir € .= % > 0, gibt es ein N € N, sodass b, —b| < €= % fiir alle n > N. Damit

gilt insbesondere |b,,| > @ > 0 fiir alle n > N.
Sei nun € > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt:

2
b, — b| < 5'3' .
Fiir n > max(N, N) gilt dann
L B U B e L
bu O [ Bbu [ (Bl [a] T2

Lemma 2.13. Sei (a,) eine komplexe Folge, die gegen a konvergiert, dann gilt:
(i) Tim [a,] = al.
(i) lim @, = a,
n—oo

(117) lim R(a,) = R(a) und lim I(a,) = S(a),
n—00 n—00

() lim a, = lim R(a,) + i lim S(a,),
n—o00 n—o00 n—00

(v) Der Grenzwert einer konvergenten reellen Folge (a,) ist reell.

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. Die folgenden Funktionen der Auf- bzw. der Ab-
rundung heiflen auch Gaufklammern™:

[1: R=>Z z—[z]:=min{k€Z: k> z},
|]: R=>Z z~ |z|:=max{ke€Z: k<uzx}.

Beispiel 2.14 (Grenzwerte niitzlicher Folgen).

(i) lim & =0firallege Qo ={reQ: z > 0}™.
n—o0

(i) lim /z =1 fiir alle 2 € R.o.

n—o0

(iii) lim /n=1.

n—oo

48 Johann Carl Friedrich Gau8 (1777 - 1855), deutscher Mathematiker und Naturwissenschaftler
OFir k€ Nund j € N* gilt n¥ = (n*)7 = ¥/nk und g

n

S
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2.2. Komplexe Folgen und Grenzwerte

(iv) lim 2" =0 fur alle z € D1(0) ={w € C: |w| < 1}.

n—o0

(v) lim Z—: =0 fiir alle £ € N und alle z € C mit |z| > 1.

n—oo

Beweis. ad (i): Fur € > 0, wihle N := [g_% + 1-‘ . Dann gilt fiir allen > N :

- () <) (-

ad (ii): Wegen Aussage (iv) von Lemma P2 geniigt es > 1 zu betrachten, da man im
Fall 0 < x < 1 einfach % anstelle von x betrachtet.

Aus z > 1 folgt zunéchst {/z > 1 und damit x,, := Yz — 1 > 0. Wir erhalten mit
der Bernoullischen Ungleichung (Satz 28) = (1 + z,)" > 1 4+ nx, > nz, und
damit z,, < Z. Somit gilt fiir alle n > N := F] :

£

|V —1] =2, <e.

‘ 1

n4

ad (iii): Wir nehmen ohne Einschrinkung n > 2 an. Da z,, := {/n — 1 > 0 folgt aus
dem Binomischen Lehrsatz (Satz E33):

n=(lta,) =3 <?)xfl > 14 (Z)xi =1+ —”(”2 )2
7=0
und damit z,, < y/2/n.
Fiir gegebenes ¢ > 0 wahlen wir N = max {2, ’—6%-‘} und erhalten fiir n > N :

1/n—1] ==, <e.

ad (iv): Eine direkte Konsequenz von Korollar TZA(ii).

ad (v): Wir setzen z = |z| — 1 > 0 und wéhlen ein p € N mit p > k. Wenn n > 2p
erhalten wir aus dem Binomischen Lehrsatz (Satz E3):

! P
lz|" = (14 x)" > Mar= T __gp s 1 gr,
p (n —p)!p! 27p!
Da p > k gilt auch n?=% > n und damit
n* 2Pp! 2pl 1
= < L
on mpnp—k - xP n

Fiir n > N := max ((ﬁﬂ ,Qp) erhalten wir

xP

< €.

Zn
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

2.3. Konvergenzsatze fiir reelle Folgen

Im Gegensatz zu C ist R ein vollstdndiger geordneter Kérper. Diese Anordnung kénnen
wir verwenden, um niitzliche Aussagen zu machen, welche besonders auf die Situation
reeller Folgen zugeschnitten sind. Wir orientieren uns weiter an [[Eadl, § 4] und [KT, § 5].

Lemma 2.15 (Schwache Monotonie von Grenzwerten). Seien (a,) und (b,) zwei kon-

vergente reelle Folgen mit a = lim a, und b = lim b,. Wenn a,, < b, fir alle n € N
n—oo n—oo

mit n > Ny gilt, dann folgt a < b2

Beweis. Fiir ¢ > 0 gibt es einerseits N, € N, sodass a — ¢ < a, fiir alle n > N,
und andererseits ein N, € N, sodass b, < b+ ¢ fir alle n > N,. Wenn n > N =
max(Ny, Ny, Ny), dann gilt a — ¢ < a, < b, < b+ ¢ und damit a — b < 2¢. Also muss

a—b <0 gelten. O

Korollar 2.16. Sei (a,,) eine konvergente reelle Folge mit a,, € [x,y] fir alle n € N mit
n > Ny, dann gilt auch lim a, € [z,y].>?
n—oo

Satz 2.17 (EinschlieBungsregel, Sandwichlemma). Seien (a,) und (c,) zwei konvergente

reelle Folgen mit dem selben Grenzwert L = lim a, = lim ¢,. Sei (b,) eine reelle Folge
n—oo n—oo
mit
ay, < b, <c, firallen € N,n> N.

Dann konvergiert auch b, gegen L.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben, so gibt es ein N € N, N > N, sodass fiir alle n > N gilt
an,cn € (L—¢,L+¢). Mit a,, < b, < ¢, folgt dann auch b, € (L — ¢, L + ¢) fiir alle
n > N und somit die Aussage. O

Wir haben bereits gesehen, dass jede konvergente Folge beschriankt ist. Jedoch ist eine
beschrankte Folge keinesfalls auch zwingend konvergent, wie das Beispiel a, = (—1)"
zeigt.

Definition 2.18. Eine reelle Folge (a,) heifit

e schliefSlich monoton wachsend bzw. schlief§lich streng monoton wachsend, wenn es
ein Ny € N gibt, sodass fiir alle n > N, gilt

ap < Gpy1, bzw. ap < Apiq.

Ist Ny = 0 in dieser Definition, so sprechen wir von einer monoton wachsenden
Folge.

%0Aus a, < b, kann man hingegen nicht a < b, sondern nur a < b folgern, wie das Beispiel a,, = 0
und b,, = % zeigt.

SHierbei ist es wichtig, dass das Intervall [z, y] abgeschlossen ist. Denn fiir a,, = % gilt zwar a,, € (0, 1]
fiir alle n € N*, aber 0 = nh_)rgc an, ¢ (0,1].
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2.4. Der Satz von Bolzano-Weierstraf3

schliefSlich monoton fallend, bzw. schliefSlich streng monoton fallend,wenn es ein
Ny € N gibt, sodass fiir alle n > N gilt

Qp > Ape1, DZW. ap > Qpy.

Ist Ny = 0 in dieser Definition, so sprechen wir von einer monoton fallenden Folge.

(schlieflich) monoton, wenn (a,,) (schlieBlich) monoton wachsend oder (schliefilich)
monoton fallend ist.

nach oben beschrdnkt, wenn die Menge {a,, : n € N} nach oben beschrinkt ist.
e nach unten beschrdnkt, wenn die Menge {a,, : n € N} nach unten beschrinkt ist.

Satz 2.19. (i) Jede schlieflich wachsende und nach oben beschrinkte reelle Folge ist
konvergent.

(ii) Jede schlieflich fallende und nach unten beschrinkte reelle Folge ist konvergent.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussage (i). Der Beweis von (ii) geht analog (Ubung). Sei
(a,) eine schlieBlich wachsende und nach oben beschrénkte reelle Folge und Ny € N so,
dass a,.1 > a, fiir alle n > Ny gilt.

Wir betrachten nun die Menge A := {a, : n € N, n > Ny}. Da die Folge a, nach
oben beschrankt ist, ist auch A eine nach oben beschrinkte Menge. Damit existiert
wegen der Ordnungsvollstandigkeit von R das Supremum s = sup(A). Sei nun € > 0
vorgegeben. Da s die kleinste obere Schranke von A ist, gibt es ein N € N, N > N,
sodass s — ¢ < ay. Fir alle n > N erhalten wir nun

s—e<any<a,<s<s+e.

2.4. Der Satz von Bolzano-Weierstral3

In diesem Abschnitt folgen wir der Darstellung in [KI, Abschn. 5.5].

Definition 2.20. Sei (a,,) eine Folge komplexer Zahlen. Eine Zahl h € C heifit Hiufungswert®
von (ay,), wenn gilt: Fiir alle € > 0 liegen unendlich viele Folgeglieder in D.(h) = {z €
C: |z—h| <e}.

Beispiel 2.21. (i) Der einzige Haufungswert einer konvergenten Folge ist ihr Grenz-
wert (Ubung).

52In der Literatur ist hierfiir der Begriff Héufungspunkt einer Folge gebriuchlicher. Da dieser Begriff
jedoch etwas doppeldeutig ist, da man zwischen Haufungspunkten von Folgen und Mengen unterscheiden
muss, schlieffe ich mich gerne dem Vorschlag von Cédric Martin an und spreche vom Hiufungswert einer
Folge.
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

(ii) Die Folge a,, = (—1)" hat zwei Hédufungswerte, ndmlich 1 und —1.

(iii) Sei f : N — Q eine bijektive Abbildung (Cantors Abzidhlungsschema), dann ist
jede reelle Zahl ein Haufungswert der Folge a,, = f(n) (vgl. Satz [Z3.

(iv) Die Folge a,, = n hat keinen Haufungswert.

Aufgabe 2.22. Sei (a,) eine komplexe Folge und h € C. Zeigen Sie, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:

e h ist ein Haufungswert der Folge (a,).
e Ve>0VNeNIn>N: |a, —h| <e.

Definition 2.23. Sei (a,) eine Folge und ny < n; < ... eine streng monoton wachsende
Folge natiirlicher Zahlen, dann heifit die Folge

kv ap,
Teilfolge von (ay,).

Lemma 2.24. Sei (a,,) eine Teilfolge einer gegen a konvergenten Folge (ay), dann
konvergiert auch a,, gegen a.

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Lemma 2.25. Fir eine komplexe Folge (a,,) und eine Zahl h € C sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. h ist ein Hiufungswert von (ay,).
2. Es gibt eine Teilfolge von (a,) die gegen h konvergiert.

Beweis. Ist h ein Haufungswert von (a,), so liegen in jeder e-Umgebung von A unendlich
viele Folgeglieder. Fiir ¢ = 1 wihlen wir ein ny € N, sodass |a,, — h| < 1. Seien nun
ng, . ..,Nk bereits gewdhlt. Dann wahlen wir ny,; so, dass einerseits ngp,q > ng und
andererseits |a,,,, —a| < kLH gilt. Die so konstruierte Teilfolge (a,,) konvergiert nach
Konstruktion gegen h (vgl. dazu Korollar [22).

Sei nun (a,,) eine Teilfolge von (a,), die gegen h konvergiert, so liegen in jeder e-
Umgebung D, (h) unendlich viele Glieder der Teilfolge (a,,) und damit auch unendlich
viele Glieder der Folge (a,,). O

Theorem 2.26 (Satz von Bolzano™-Weierstra8® fiir reelle Folgen). Jede beschrinkte
Folge reeller Zahlen hat eine konvergent Teilfolge.

33Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781 - 1848), bohmischer Mathematiker und Phi-
losoph, romisch-katholischer Priester
®4Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl (1815 - 1897), deutscher Mathematiker
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2.5. Cauchyfolgen und Banachscher Fixpunktsatz

Beweis. Sei (a,) eine reelle beschrankte Folge, d. h. es gibt ein R > 0, sodass a, €
[—R, R] fiir alle n € N gilt.

Wir konstruieren nun eine Intervallschachtelung und eine konvergente Teilfolge. Wir
setzen Iy := [—R, R] = [bo, ¢o] und ng := 0.

Seien nun Iy, I, ..., Iy und ng,nq,...,n; bereits konstruiert, wobei I}, unendlich viele
Glieder der Folge (a,) enthélt, so konstruieren wir I wie folgt: Wir teilen I = [bg, ]
in zwei gleich grofie Teilintervalle [bg, (b + ¢x)/2] und [(bx + cx)/2, ¢x] und wihlen aus
diesen beiden eines aus, in welchem unendlich viele Folgeglieder von (a,) liegen und
nennen es I := [bp11, Cptr). Dann wihlen ngyq > ng mit ap,,, € lrqq.

Die so konstruierte Familie [ ist eine Intervallschachtelung, da einerseits I3 C I
fiir alle k£ € N gilt. Andererseits folgt aus |Ix11| = ”2—’“‘ induktiv:

1 1

Wegen Korollar 22 gibt es damit fiir jedes € > 0 ein K € N, sodass |Ix| < ¢.
Sei h € R die eindeutige Zahl mit h € I}, fiir alle £ € N. Da a,,, € I}, gibt es fiir jedes
e > 0ein K € N, sodass |I| < ¢ fiir alle k > K gilt. Wir erhalten somit fur alle k£ > N

lan, —h| < |Ix] <e.
Damit konvergiert die Teilfolge (ay, ) gegen h. O

Theorem 2.27 (Satz von Bolzano-Weierstra8 (komplexe Folgen)). Jede beschrinkte
Folge komplexer Zahlen hat einen Hdufungswert.

Beweis. Sei (a,) eine beschriankte Folge komplexer Zahlen, d. h. es gibt ein R > 0,
sodass |a,| < R und somit R(a,), S(a,) € [—R, R] und fiir alle n € N gilt.

Nach Theorem gibt es ein natiirliche Zahlen ny < ny < --- < ngx < ..., sodass
die Folge (R(a,,)) gegen eine reelle Zahl hy konvergiert.

Nun ist die Teilfolge (a,,) immer noch beschriankt und es gibt natiirliche Zahlen

Nhy < Ny, < - <Ny, < ... mit g, € {ng : k € N} fiir alle j € N, sodass (% (ankj>>
gegen eine reelle Zahl hy konvergiert.

Die Teilfolge <ankj> von (a,) konvergiert nach Lemma und 213 gegen hy + ths.
Die Aussage folgt nun mit Lemma PZ23. O]

2.5. Cauchyfolgen und Banachscher Fixpunktsatz

Wir folgen in diesem Abschnitt [KT, Abschn. 5.6] sowie [BT, Abschn. 2.4]

Definition 2.28. Eine komplexe Folge (a,,) heit Cauchyfolge, wenn gilt:
Ve>0dN. >0Vn,m> N: |a, —ap| <€

(hierbei sind n und m selbstverstiandlich natiirliche Zahlen).
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

Satz 2.29. Fiir eine komplexe Folge (a,) sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (a,) ist konvergent
(i1) (ay) ist eine Cauchyfolge.

Beweis. Konvergiere zunéchst (a,) gegen a € C und sei £ gegeben. So gibt es ein N € N,
sodass |a; — a| < § fiir alle k > N gilt. Fiir n,m > N erhalten wir mit der Dreiecksun-
gleichung

e €
lan, — an| = [(a, —a) + (a — ap)| < |a, — a| + |y —a| < §+§:8.
Somit ist (a,) eine Cauchyfolge.

Sei nun (a,) eine Cauchyfolge. Dann gibt es ein NV € N; sodass fiir alle n > N gilt
la,| — lan| < |ap, —an| < 1.

Damit ist aber (a,) durch max{|ay|, ..., |an_1], |an| 4+ 1} beschrankt.

Damit besitzt (a,) eine konvergente Teilfolge (a,,, ) (Satz von Bolzano-Weierstra8). Der
Grenzwert der Teilfolge (a,, ) sei mit a bezeichnet. Sei nun € > 0 gegeben, da gibt es
ein N; € N, sodass fiir alle n,m > N gilt: |a, — a,| < 5. Ferner gibt es ein N, € N,
sodass fiir alle n, > N, gilt: |a,, —a| < 5. Fiir N = max(Ny, Ny) erhalten wir mit einem
gewahlten ny > N fiir alle n > N :

€

228.

3
an = 0l < Jan = @ | + lan, —al < 5 +

Damit konvergiert (a,) gegen a. O

Bemerkung 2.30. Man kann ein Modell von R aus Q wie folgt konstruieren: Man
betrachte die Menge aller Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen in Q. Hierbei heifien
zwei Cauchyfolgen (a,) und (b,) in Q &quivalent, wenn die Differenzfolge (a,, — by,)
gegen Null konvergiert. Auf diesem Quotienten kann man dann in natiirlicher Weise
eine Korperstruktur und eine Ordnungsrelation definieren, sodass man einen ordnungs-
vollstandigen geordneten Korper erhilt (siehe z. B. den Abschnitt [EBH, Kap. 2, § 3] von
K. Mainzer).

Definition 2.31. Sei X = R oder X = C. Eine Abbildung f : X — X heifit Kontraktion

von X, wenn gilt:
K € [0,1) Ve,y € X [f(z) — f(y)| < K|z —yl.

Definition 2.32. Ein Punkt x € X heifit Fizpunkt einer Abbildung f : X — X, wenn
f(2) = .

Theorem 2.33 (Banachscher™ Fixpunktsatz). Sei X = R oder X = C, dann hat jede
Kontraktion f : X — X genau einen Fixpunkt.

5Stefan Banach (1892 - 1945), polnischer Mathematiker
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2.5. Cauchyfolgen und Banachscher Fixpunktsatz

Beweis. Unser Beweis liefert sogar eine Konstruktion des Punktes a. Sei ag € X beliebig.
Wir definieren rekursiv a, 1 := f(ay,).

Behauptung 1: (a,) ist eine Cauchyfolge

Da |f(z) — f(y)| < K|z —y| fir ein K € [0,1) und fiir alle z,y € X gilt, erhalten wir
firn>1:

‘an-i-l - an‘ - |f(an) - f(an—l)‘ < K|6Ln - CLTL—1|'

Durch vollstéandige Induktion beweist man damit fiir alle n > 1 :
lans1 — an| < K"ay — agl.
Seien nun n, m mit n > m beliebig gew&hlt, so folgt mit der Dreiecksungleichung;:
| — | < |an — Apot] + -+ |amg1 — | < (K" 4o 4+ K™)|ay — agl.

Wegen
1-K)(K"'4+...+ K™ =K"—-K"<K™

erhalten wir
m

lan — am| < la; — ag.

T 1-K
Da K € [0,1) folgt aus Beispiel ZTd(iv):

m

lim
m—oo 1 — K

|CL1 — a0| =0.
Sei also € > 0, dann gibt es ein N € N; sodass fiir alle n > m > N gilt:
la, — an| <e.

Damit erkennt man, dass (a,) eine Cauchyfolge ist.
Behauptung 2: Der Grenzwert a von (ay,,) ist ein Fixpunkt von f.
Sei € > 0, so gibt es ein N € N mit |a, — a|] < ¢ fiir alle n > N. Somit gilt aber fiir
n>N:
a1 — fa)| = |f(an) — f(a)] < Klan —a < Ke <e.

Die Teilfolge (a,+1) der konvergenten Folge (a,) konvergiert also gegen f(a). Damit
konvergiert aber auch (a,) gegen f(a). Da aber (a,) ebenso gegen a konvergiert, ist
f(a) = a wegen Satz IZ3.
Behauptung 3: a ist der einzige Fizpunkt on f. Sei b # a ein weiterer Fixpunkt von
f, so gilt:
la = bl =|f(a) = f(b)] < Kla—b| < |a—b],

ein Widerspruch. O
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

Ausblick

Fiir den Begriff der Konvergenz einer Folge in einer Menge X benttigt man eine Struktur,
die feststellt, welche Punkte ,,eng benachbart® sind. Eine solche Struktur heifit Topologie
auf X. In der Analysis treten hdufig Topologien auf, die durch eine Abstandsfunktion,
auch Metrik genannt, induziert sind. Eine Abstandsfunktion auf X ist eine Abbildung
d: X x X — X, welche folgende Eigenschaften hat:

e positive Definitheit: Vx,y € X : d(x,y) > 0 und d(z,y) =0 < z= =y,
o Symmetrie: Yo,y € X : d(z,y) = d(y, z),
e Dreiecksungleichung: Vr,y,z € X : d(x,z) + d(z,y) > d(z,y).

Eine Menge X mit einer Abstandfunktion d heifit auch metrischer Raum.
Typische Beispiele wiaren X = Q, R, C mit d(z,y) = |z —y|. Eine Folge ag, a,... mit
a, € X, wobei X ein metrischer Raum ist, konvergiert dann gegen a € X, wenn gilt

Ve > 03N e NVn > N : d(a,,a) < e.

Der Grenzwert konvergenter Folgen in einem metrischen Raum ist wieder eindeutig
bestimmt. Auch der Begriff einer Cauchyfolge iibertréigt sich auf metrische Raume indem
man sagt: Eine Folge (a,) in X ist eine Cauchyfolge, wenn gilt:

Ve >03dN e NVn,m > N : d(a,,ay) < e.

Wie bereits das Beispiel Q mit der iiblichen Abstandsfunktion zeigt, miissen Cauchyfol-
gen in metrischen Rdumen nicht immer konvergieren. Metrische Rdume, in welchen jede
Cauchyfolge konvergent ist, heiflen vollstindig. Beispiele hierfiir sind R und C mit den
iiblichen Abstandsfunktionen.

Der oben gegebene Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes kann sogar einfach auf
Kontraktionen eines sogenannten vollstindigen metrischen Raumes iibertragen werden
(siche z. B. [A, Satz 2.4.7]), sodass der Banachsche Fixpunktsatz fiir Kontraktionen
eines beliebigen vollsténdigen metrischen Raumes gilt.

2.6. Bestimmte Divergenz

Wir verweisen auf [KIl, Abschn. 5.7] und [EQT, § 4].

Bestimmte Divergenz komplexer Folgen

Definition 2.34. Eine komplexe Folge (a,) divergiert bestimmt gegen Unendlich®, no-

tiert lim a, = oo, wenn gilt:
n—oo

VR>03IN eNVn> N: |a,| > R.

56in manchen Lehrbiichern spricht man auch von uneigentlicher Konvergenz gegen Unendlich
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Bestimmte Divergenz reeller Folgen

Definition 2.35. Eine reelle Folge (a,,)

o divergiert bestimmt gegen Unendlich™, notiert lim a, = oo, wenn gilt:
n—oo

VR>0dN eNVn>N: qa, > R.

o divergiert bestimmt gegen —oo™, notiert lim a, = —oo, wenn gilt:

n—o0

VR>0dN e NVn>N: a, < —R.

Vorsicht. Eine reelle Folge, die in R bestimmt divergiert, divergiert auch als komplexe
Folge bestimmt. Umgekehrt gilt das aber nicht. Die reelle Folge a,, = (—2)" divergiert

als komplexe Folge bestimmt gegen oo, als reelle Folge divergiert sie zwar, aber nicht
bestimmt.

Beobachtung 2.36. Jede nicht beschrinkte monotone reelle Folge divergiert bestimmd.
Aufgabe 2.37. Sei (a,) eine reelle Folge. Zeigen Sie:

(a) Wenn lim a, = 400, dann gilt a, # 0 fiir fast alle n € N, und es gilt lim - = 0.

n—00 n—oo “n

b) Wenn a,, > 0 fiir fast alle n € N und lim a,, = 0, dann gilt lim + = oo.
( ) n n ) g a

n—00 n—o0
(¢) Wenn a,, < 0 fiir fast alle n € Nund lim a, = 0, dann gilt lim ai = —o00.
n—o0 n—oo -

Definition 2.38. Fiir eine beschrinkte reelle Folge (a,,) betrachten wir die Folgen (sy)
und (i) mit s, := sup{a, : n >k} und i}, := inf{a, : n >k} und definieren™ den

e Limes superior von (a,), notiert limsup a,,, durch
n—o0

limsup a, := lim sg.
n—o0 k—oo

e Limes inferior von (a,), notiert liminf a,,, durch
n—o0

liminf a,, := lim 7.
n—00 k—o0

Ist eine Folge (a,) nicht nach oben beschrankt, so definieren wir limsup a, := oo. Ist
n—oo

eine Folge (a,) nicht nach unten beschréankt, so definieren wir lim inf a,, := —o0.
n—oo

57in manchen Lehrbiichern spricht man auch von uneigentlicher Konvergenz gegen Unendlich

58In manchen Lehrbiichern spricht man auch von uneigentlicher Konvergenz gegen —oo.
% Da die Folge (s;,) monoton fallend und die Folge (ix) monoton wachsend ist und beide beschrinkt
sind, existiert der Limes superior und der Limes inferior.
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

Aufgabe 2.39 (Eigenschaften des Limes superior und des Limes inferior). Sei (a,,) eine
beschrénkte reelle Folge und H die Menge aller Haufungswerte von (a,,). Zeigen Sie:

(a) limsupa, = inf{sup{a, : kK >n}: n e N}

n—o0

(b) liminf a,, = sup{inf{ay : £ >n}: n € N}.

n—
(c) sup(H) und inf(H) existieren, und es gilt sup(H) € H sowie inf(H) € H.

(d) limsupa, = sup(H) und liminf a,, = inf(H).

n—00 n—00

(e) (ay) ist genau dann konvergent, wenn lim inf a,, = lim sup a,,.
n—00 n—00

(f) limsup a, > liminf a,.

n—00 n—0o0
(g) liminf(—a,) = —limsup a,,.
n—0o0 n—00

2.7. Reihen

Fiir diesen Abschnitt vergleiche auch [KI, Kap. 6] und [EQl, § 4, § 7, § §].
Ist eine komplexe Folge (a,) gegeben, so heiit (s,) definiert durch

n
Sp = E G; =ap+ a1+ -+ ap_1 + ay
Jj=0

Folge der Partialsummen. Diese Folge wird im Folgenden auch durch ) a, abgekiirzt
und als (unendliche) Reihe bezeichnet. Im Fall der Konvergenz oder der bestimmten
Divergenz der Folge (s,) = ) a,, definieren wir

o0

E a; = lim s,.
n—oo

Jj=0

Aufgrund der besonderen Struktur der Folge (s,) kann man bereits aus dem Verhalten
der Folge (a,) Riickschliisse auf die Konvergenz der Reihe ) a,, ziehen. Dieses ist das
zentrale Anliegen dieses Abschnitts.

Lemma 2.40 (Nullfolgenkriterium). Wenn ) a,, konvergiert, so gilt lim a, = 0.

n—oo

Beweis. Aus lim s, = s folgt wegen a,, = s,,—s,,_1 sofort lim a,, = lim s,— lim s,,_; =
n—oo n—oo n—oo n—0o0

s—s=0. O

Bemerkung 2.41. Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, wie die harmonische Reihe
zeigt. Mit Hilfe des Nullfolgenkriteriums kann man also nicht die Konvergenz einer Reihe
beweisen, sondern nur ihre Divergenz feststellen, wenn (a,,) nicht gegen 0 konvergiert.
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Als direkte Folgerung aus Satz erhalten wir:

Satz 2.42 (Cauchykriterium fiir Reihen). Fine (reelle oder komplexe) Reihe Y a,, kon-
vergiert dann und nur dann, wenn sie eine Cauchyfolge ist, d. h.

n

2

j=m+1

Ve>0dN eNVn>m>N: |s, — sp| = < e.

Satz 2.43 (Konvergenzkriterium fiir Reihen mit nur nicht positiven oder nur nicht
negativen Summanden). Ist (a,) eine nicht negative (bzw. nicht positive) reelle Folge,

d. h.a, >0 (a, <0) fir alle n € N, dann ist s, = > a, monoton wachsend (bzw.
=0
monoton fallend) und es gilt:

o [st s, beschrinkt, so konvergiert »_ a,.
o [st s, unbeschrinkt, so divergiert . a, bestimmt gegen +oo (bzw. gegen —o0).
Beispiel 2.44 (Niitzliche Reihen). (i) Sei z € C mit |z| < 1, dann gilt fir die geome-

trische Reihe
1

1—2

sz:1+z—|—z2—|—23+-~=
=0

Fiir |z| > 1 ist die Folge a,, = 2" keine Nullfolge und somit ) 2" divergent.

(ii) Es gilt
1\". konvergent, fir r>1
E — 18t . . ..
n bestimmt divergent gegen + oo, fiir r < 1.

Insbesondere divergiert die harmonische Reihe (r = 1) bestimmt:

1
>lox
=17
Beweis. ad (i): Nach Beispiel 1 gilt
n n+1
5 = i 1—2
. 1—2z
7=0

Da nach Beispiel ZZ4 gilt lim 2" = 0 fiir |z < 1 und damit
n—oo

o0
J ; 1
E z/ = lim s, = )
n—00 1—z2
Jj=0
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

ad (ii): Sei zunéchst r > 1. Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass die Folge (s,)
beschrinkt ist. Sei nun k € N, sodass 2¥ — 1 > n, dann gilt

< 1 1 1 1 1
Sp X Sak_1 =1+ 2T+§ + e+ W+"'+m
- N

S/

-~

<24 <2l
< 1+ or—1 +oo Tt 9(k—1)(r—1)
= /1Y 1
< = )
- ]Z() <2r—1> 1 — 21—r

In der letzten Gleichung verwendeten wir Teil (i), da fiir » > 1 gilt QT% <L
Sei r < 1, dann gilt fiir k£ € N mit n > 2*

1+1+ +1>1+1+ +1>1+1+ +1
Sn: JR— PP —_— > - J— J— —_
or nr 2 n 2 ok
= 1+1+ 1+1 +o 4 L +o 4
N 2 3 4 k=14 1 ok
N—— N .
>24=3 >2k-1
k
> 14—,
> +2

Da die Folge (1 + £) nicht beschrénkt ist, gilt gleiches auch fiir s,,.
0

Satz 2.45 (Leibniz®™-Kriterium). Sei (a,) eine reelle positive und monoton fallende
Folge mit lim a, = 0. Dann gilt:
n— oo

(i) Die alternierendé®™ Reihe Y (—1)"a, konvergiert.

n

(~1Va; — Y (~1Va;| < apar.
0 =0

M8

(i)

J

Beweis. Wir betrachten die beiden Teilfolgen sof und sop 11 der Folge der Partialsummen

Sp =y (—1)a;.

7=0
Da (a,) monoton fallend ist, ist die Teilfolge sor wegen

Sok42 — Sok = Aok — Qogpt1 < 0

60Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), deutscher Gelehrter. Namensgeber des gleichnamigen
Butterkekses
61d. h. die Summanden der Reihe haben abwechselnde Vorzeichen
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2.7. Reihen

ebenso monoton fallend. Die Teilfolge sor1 1 ist hingegen wegen

Sok43 — S2k41 = Q2ky2 — Q243 = 0
monoton wachsend. Zudem gilt sop — Sop_1 = ag, > 0 fiir £ > 1. Fiir die Intervalle
Iy = [8%71, 52k]
folgt also:

o [141 C I,

k—oo
o || = sor — Sok—1 = ag, —— 0.

Somit ist [ eine Intervallschachtelung und es gilt:

{i(—w’aj} = I

=0 keN*
also (i).
m .
Der Grenzwert s := > (—1)’a; liegt immer zwischen s, und s,.1, da sg;, monoton
j=0
gegen s fillt und sgx41 monoton gegen s wichst. Damit gilt s —s,| < [Sp1— Sn| = @nt1-
Damit gilt (ii). O

Definition 2.46. Eine (reelle oder komplexe) Reihe Y a, heifit absolut konvergent,
j=0

o0
wenn die Reihe ) |a,| konvergiert.
=0

Bemerkung 2.47. Nullfolgen (a,), sodass > a, absolut konvergiert sind also Null-
folgen, welche in einem gewissen Sinne besonders ,rasch” gegen 0 konvergieren. Man
spricht auch von summierbaren (Null)folgen. Kriterien fiir absolut konvergente Reihen,
besagen also etwas iiber die ,, Geschwindigkeit“ der Konvergenz von (a,) gegen 0.

Beispiel 2.48. Nach dem Leibniz-Kriterium ist die Reihe > (—1)" konvergent, jedoch
nicht absolut konvergent, da die harmonisch Reihe divergiert.

Proposition 2.49. Fine absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Konvergiert > |a,|, so gilt nach der Dreiecksungleichung und dem Cauchykri-
j=0

terium fiir konvergente Reihen gibt es zu einem vorgegebenen € > 0 ein N € N, sodass

fiir alle n > m > N gilt

n

Z la,| < e.

j=m+1
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

Mithilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir sodann

n

>

n

< ) a| <

j=m+1 j=m+1
oo
Nach dem Cauchykriterium fiir konvergente Reihen konvergiert also auch > a,,. O]
j=0

Satz 2.50 (Majorantenkriterium). Sei (¢,) eine positive reelle Folge und (a,) eine kom-
plexe Folge.

(i) Wenn
e |a,| < ¢, fir fast alle n € N gilt und
e > ¢, konvergiert,

dann konvergiert auch ) a, absolut.

(i1) Falls zudem |a,| < ¢, sogar fiir alle n € N gilt, so folgt

[oe) oo
D lal <D e
=0 =0

In diesem Fall heifst die Reihe ) c; Majorante von ) |a;|.
=0 j=0

Beweis. Sei K € N, sodass |a,| < ¢, fiir alle n > K gilt. Sei zudem ¢ > 0 vorgegeben.
Dann gibt es nach dem Cauchykriterium fiir Reihen ein N > K, sodass fiir alle n > m >
N gilt

n

Z c; <E.

j=m+1

Damit erhalten wir fiir diese n, m sofort

n n
Z la;| < Z cj <e€.

Damit erfiillt auch ) |a,| das Cauchykriterium fiir Reihen und ist somit konvergent.
Die zweite Aussage folgt mit Lemma T3 aus

n n
2 lal <D ¢
j=0 j=0

fiir alle n € N. O

Aus dem Majorantenkriterium erhélt man durch einen Widerspruchsbeweis unmittel-
bar:
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2.7. Reihen

Korollar 2.51 (Minorantenkriterium). Seien (a,) und (c,) reelle Folgen.
Wenn

® a, > c, >0 fir fast allen € N gilt und
e > ¢, divergiert,
dann divergiert auch . a,.

Satz 2.52 (Quotientenkriterium, d’Alembert®™-Kriterium). Sei (a,,) eine kompleze Fol-

ge, wobei a,, # 0 fiir fast alle n € N angenommen wird. Wenn lim |2
n—o00 n

=: q existiert,

dann gilt:
(i) Falls ¢ <1 konvergiert die Reihe ) a,, absolut.
(i) Falls ¢ > 1 divergiert die Reihe ) a,,.

Gn+1

n

Beweis. Im Fall (i) sei & € R so gewéhlt, dass 0 < ¢ < k < 1 gilt. Da lim

n—o0

=q <Kk,

gibt es ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt
Induktion erh&lt man so

an41
Qn

< K, also |an11] < Kla,|. Mittels

lan| < k" Nay| = &N |an]| K"
——

Konstante

Da die geometrische Reihe Y ™ konvergiert, konvergiert auch £~ |ay| > k™. Nach dem
Majorantenkriterium ist damit auch »_ |a,| konvergent.
Im Fall (ii) wéhlen wir k € R mit 1 < k < ¢. Dann gibt es ein N € N, sodass fiir alle

. an
n > N gilt |=24

wachsend, konvergiert insbesondere nicht gegen Null. Damit ist  _ a,, aber divergent. [

> k. Da fast alle a,, # 0, ist die Folge (|a,|) schlieBlich streng monoton

An41

Bemerkung 2.53. Wenn lim = ¢ = 1, so erhélt man aus dem Quotientenkri-

n—oo
terium keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe ) a,. So liefert das Quotienten-

kriterium fiir die Reihe (%)T immer ¢ = 1, aber nur fiir » > 1 konvergiert auch > a,
(sieche Bsp. E44).

n

Analog wie Satz 222 kann man folgende Variante des Quotientenkriteriums beweisen:

Satz 2.54 (Variante des Quotientenkriteriums). Sei (a,) eine komplexe Folge, wobei
a, # 0 fir fast alle n € N angenommen wird. Wenn es ein 0 < q < 1 g¢ibt, sodass

‘%‘ < q fir fast alle n € N gilt, dann konvergiert die Reihe > a, absolut.

Satz 2.55 (Wurzelkriterium (von Cauchy)). Sei (a,) eine kompleze Folge und L :=

lim sup {/ |an

n—oo

62d’ Alembert, eigentlich Jean-Baptiste le Rond (1717-1783), franzdsische Gelehrter
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

(i) Wenn L < 1, dann konvergiert > a,, absolut.
(1) Wenn L > 1, dann divergiert . a,,.

Beweis. Im Fall (i) sei 0 < L < k < 1. Dann gibt es ein N € N, sodass fur alle n > N
gilt {/|a,| < k und somit |a,| < k™. Da die geometrische Reihe > k™ mit 0 < k < 1
konvergiert, ist auch > a,, nach dem Majorantenkriterium konvergent.

Im Fall (ii) gilt |a,| > 1 fiir unendlich viele n € N. Damit konvergiert a,, aber nicht
gegen 0 und die Reihe ) a,, ist divergent. O

Bemerkung 2.56. Wenn limsup {/|a,| = L = 1, so erhélt man aus dem Wurzelkrite-
n—oo

rium keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe Y a,. Das Wurzelkriterium ergibt
fiir die Reihe ) (%)T immer L = 1, aber nur fiir » > 1 konvergiert auch ) a, (siche
Bsp. 2Z4).

Aufgabe 2.57 (Vergleich zwischen Wurzel- und Quotientenkriterium). Sei (a,) eine

komplexe Folge mit a,, # 0 fiir fast alle n € N, sodass lim

n—oo
Zeigen Sie: L := limsup {/|a,| < q.

n—oo

Intl| —: ¢ existiert.
a

Bemerkung 2.58 (Vergleich zwischen Wurzel- und Quotientenkriterium). Aufgabe 2227
zeigt, dass wenn fiir eine Reihe ) a,, die Konvergenz mit Hilfe des Quotientenkriteri-
ums nachgewiesen werden kann, so kann man das auch mit Hilfe des Wurzelkriteriums.
Umgekehrt gilt das nicht. Ein extremes Beispiel ist z. B.

B 2%, falls n gerade
=N L falls n ungerade

3n

Aus dem Wurzelkriterium lim sup {/|a,| folgt fiir dieses Beispiel die Konvergenz, wihrend

n—oo
das Quotientenkriterium nicht angewandt werden kann, da die Folge

Ap+1
Qp,

3 \3

2(2)", falls n ungerade

{ 1 (z)n, falls n gerade
2

nicht einmal beschrankt ist.
Aus Satz 223 folgt:

Korollar 2.59 (Variante des Wurzelkriteriums). Sei (a,) eine komplexe Folge. Wenn
es ein 0 < L <1 gibt, sodass {/|a,| < L fir fast alle n € N gilt, dann konvergiert die
Reihe > a,, absolut.

Bemerkung 2.60 (Integralvergleichskriterium). Wir werden spater noch ein weiteres
Konvergenzkriterium, das Integralvergleichskriterium kennenlernen, siehe Satz hh2.

Definition 2.61. Sei ) a, eine Reihe und 7 : N — N eine bijektive Abbildung, dann
heifit die Reihe ) a,q,y Umordnung von ) ay,.
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Satz 2.62 (Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen). Ist > a, eine absolut
konvergente reelle oder komplexe Reihe, so konvergiert auch jede Umordnung ) a- ()

und es gilt
Z aj = Z Ar(j)

=0 =0

Beweis. Sei also 7 : N — N eine bijektive Abbildung. Da > |a,| konvergiert, gibt es fiir
ein vorgegebenes € > 0 ein N € N, sodass

[e%s) N—-1 [e%s)
Z\aﬂ - Z |aj|| = Z |a;| < B}
j=0 j=0 j=N
Somit erhalten wir auch
0 N-1 [e'e] fe’e)
D= w| =2 e <) lal<g
j=0 Jj=0 Jj=N j=N

Sei nun M € N so grofl gewéhlt, dass

{0,...,N =1} € {7(0),7(1), ..., 7(M)}

gilt. Damit erhalten wir fiir m > M :

m —1 o)
Z Za] < ZaT(J Zaj a;
7=0 7=0 \]:0 7=0 !
< Zaj+§ mit  J = {7(0),...,7(m)}\ {0,...N — 1}

3 3 g
< Z|a’J’+ <Z|a1’+§ 5 CO

Jje€J

]

Im Umordnungssatz (Satz E632) ist die Voraussetzung absolut konvergent essentiell.
In der Tat gilt:
Aufgabe 2.63. Sei ) a, eine konvergente aber nicht absolut konvergente reelle Reihe
und = € R. Zeigen Sie: Es gibt eine bijektive Abbildung 7 : N — N fiir die ) a,;) =«

=0
gilt.

Wiéhrend eine Vertauschung endlich vieler Summanden einer konvergenten Reihe den
Grenzwert natiirlich nicht &ndern kann, dndert sich der Grenzwert einer konvergenten
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reellen Reihe bei Vertauschung von unendlich vielen Summanden nur dann nicht, wenn
die Reihe absolut konvergiert. Eine Art ,unendliches Kommutativgesetz“ gilt also nur
fiir absolut konvergente Reihen.

Den folgenden Satz schieben wir ein, da wir ihn spéter beim Beweis der Funktional-
gleichung der Exponentialfunktion benttigen. Er besagt, wie man Reihen miteinander
multiplizieren kann:

Satz 2.64 (Satz von Mertens™ / Cauchy-Produkt). Sei > a,, eine absolut konvergente

n
komplexe Reihe und ) b, eine konvergente komplexe Reihe, sowie ¢, := Y a;b,_;. Dann
3=0

konvergiert auch " ¢, und es gilt zudem

j=0

o0 o0 n n
~ S — : — bo._ —
Beweis. ™ Sei a := ) a,, b:= ) b, sowie s? := > a;, s, = > b; und s == > ¢;.
Jj=0 J=0 ‘

n=0 n=0 7=0
Dann gilt
n n j
ab—s¢ = ab— > ¢; = ab— > > apbj_y
=0 J=0 k=0
n n—j n
= ab— > a; > by = ab— Y ajsh_;
(2.2) =0 R =, n
= (a—spb+spb—3ajsp_; = (a—sp)b+ 3 ab— 3 ajs),_;
Jj=0 j=0 j=0
= (a—spb+ 3 a;(b—s, ;)
=0

Wir betrachten

3
—
ME
[

63Franz Carl Josef Mertens (1840 - 1927), deutsch und 6sterreichischer Mathematiker
64siche RtEp://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von Mertens_(Cauchy-Produkt)| Fassung vom
21.07.2012, 14:09 Uhr
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2.8. Potenzreihen

dann gilt

|%] |%]

Zaj(b_szfﬂ < |a’J| ’b_szfj
j=0 7=0
) H
< max{|b—82|:n—L§J§k§n Z|a]|
[\ ~ s =0
n— oo 0 Oj\,-/
<> |aj|=konst
j=0
n—oo 0.
und
n n
aj(b—sp ;)| < o lagl-[o—shyl
=laln i T
n
< R ) g
j=laln
————

20 (Cauchykrit.)

n—o0

n

und somit lim | Y aj(b—b,—;) | = 0. Da zudem auch lim ((a — s%)b) = 0, erhalten

wir lim (ab— s;) =0 also lim s§ = ab. Dieses ist aber die Aussage. O
n—00 n—oo
Bemerkung 2.65. Wenn im Satz die Reihe > b, auch absolut konvergiert, so
konvergiert auch > ¢, absolut (siche z. B. [Eadl, § §]).
Wenn in der beim Satz von Mertens verwendeten Notation die Reihen ) a, und
> by, lediglich konvergieren, so muss » | ¢, nicht konvergent sein, wie das Beispiel a,, =

b, = S zeigt (Ubung). Falls jedoch zudem auch > ¢, konvergiert, so gilt > ¢, =

vn+1 =0
(Z an) (2 bn> nach einem Satz von Abel®.
n=0 n=0

2.8. Potenzreihen

Wir orientieren uns an K1, Abschn. 6.4].

65Niels Henrik Abel (1802 - 1829), norwegischer Mathematiker.
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Sei (a,) eine komplexe Folge so heifit die Folge der Partialsummen

sn(2) = Z ajzj»

Jj=0
welche wir auch mit ) a,2™ bezeichnen, Potenzreihe.

Wir nehmen an, dass die Variable z eine komplexe Zahl ist. Die Frage ob »_ a,z2"
konvergiert héngt natiirlich stark vom Wert von z ab. Wir méchten nun die Menge

Konv(a,) := {z eC: Z anz" konvergent} ,

genannt Konvergenzbereich der Potenzreihe > a,z™ niher untersuchen. Es wird sich
herausstellen, dass Konv(a,) eine , Kreisscheibe“um 0 ist, wobei einige Randpunkte von
Konv(a,) zu Konv(a,) gehoren kénnen und andere Randpunkte nicht.

Zunéchst ist klar, dass 0 € Konv(a,,) und damit Konv(a,) # 0.

Lemma 2.66. Sei z, € Konv(a,,), dann konvergiert Y anz"™ fir alle z € C mit |z| < |z,|

absolut.

Beweis. Da ) a,2" konvergiert gilt lim a,2! = 0. Damit ist die Folge (a,zZ) be-
n—oo

schrénkt, d. h. es gibt ein R > 0 mit |a,z]| < R. Damit folgt

z\" Iz \"
anzy (z_) = lapzl] - ( ) < Rq"
o

2]
mit g = % < 1. Da die geometrische Reihe > ¢™ mit 0 < ¢ < 1 konvergiert, ist > _(Rq")

eine konvergent Majorante von » a,2". Damit konvergiert > a,2" absolut nach Satz
a0. O

lan2"| =

Definition 2.67. Sei (a,) eine komplexe Folge, dann heifit
R := R(a,) :=sup{r e R: Z a,r" konvergiert }

Konvergenzradius der Potenzreihe Y a,2".

Da > a,0™ = ag gilt R > 0. Der Begriftf Konvergenzradius wird durch folgenden Satz
veranschaulicht:

Satz 2.68. Die Potenzreihe Y a,2" ist

e fir alle z € C mit |z| < R absolut konvergent und

e fir alle z € C mit |z| > R divergent.

Beweis. Sei |z| < R, dann gibt es nach der Definition des Supremums ein r € R mit
|z| < r < R, sodass ) a,r" konvergiert. Nach Lemma konvergiert dann ) a, 2"
absolut.

Sei |z] > R und ) a,z" konvergent dann konvergiert nach Lemma > apr™ fir
alle r € Rmit 0 < r < |z|, also auch fiir alle R < r < |z|, im Widerspruch zur Definition
von R. O
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2.8. Potenzreihen

Bemerkung 2.69. Fir z € C mit |2|] = R kann ) a,2" konvergieren, aber auch
divergieren (siche unten).

Satz 2.70 (Formeln fiir den Konvergenzradius). Es gilt

QAn41

e Eule™: R(a,)= % mit ¢ == lim

n—oo

, wenn dieser Grenzwert existiert,

e Cauchy-Hadamard®: R(a,) = 1+ mit L :=limsup {/|ax|,

n—oo

wobei wir hier é =0 und % = oo verstehen.
Beweis. Fiir z # 0 gilt mit b, := a,, 2"

Ap41
G,

bn+1
bn

¢ := lim = |z| lim

n—o0

B <1, wenn |z|<
= l2la >1, wenn |z|>

Q| =

Nach dem Quotientenkriterium (Satz EZ32) konvergiert damit (absolut) > a,z", wenn
2| < %, und Y a,z" divergiert, falls |z| > %. Damit gilt R(a,) = %. Wenn ¢ = 0, dann
konvergiert > a,z™ fiir alle z € C. Wenn ¢ = oo, dann konvergiert > a,, 2™ nur fiir z = 0.

Der Beweis der Formel von Cauchy-Hadamard geht analog mit Hilfe des Wurzelkrite-
riums, Satz 203 (siehe z. B. [KI, Abschn. 6.4]). O

Beispiel 2.71. (i) Der Konvergenzradius von ) 2" ist R = 1. Fiir alle z € C mit
|z| = 1 divergiert jedoch > 2.

(ii) Der Konvergenzradius von . 12" ist R = 1. Fiir = = 1 divergiert die Potenzrei-
he als harmonische Reihe. Fiir z = —1 konvergiert die Reihe (als alternierende
harmonische Reihe) nach dem Leibnizkriterium, Satz 3.

(iii) Der Konvergenzradius von ) 52" ist R = 1. Fiir alle z € C mit |z| = 1 konvergiert
die Potenzreihe absolut, weil )~ & konvergiert.

Lemma 2.72 (Restgliedabschétzung). Sei Y a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius R > 0. Sei weiterhin 0 < r < R und n € N*, dann gibt es eine Konstante c,, > 0,
sodass gilt:

o0
Zajzj < crplz|" fir alle |z| <.
j=n
o0 . S5 . oS .
Beweis. Da ) |a;r7| existiert, existiert auch ) |a;|r? =" > |a;|r?~" und damit auch
7=0 j=n j=n

o
Crn = Y |a;|r~™. Wir erhalten so fiir |2] <7 :

j=n
[e.e] o o
S Y lagl o < 2D el = el
j=n j=n Jj=n

66Leonhard Euler (1707 - 1783), schweizerischer Mathematiker
67 Jacques Salomon Hadamard (1865 - 1963), franzosischer Mathematiker
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2. Folgen, Reihen, Konvergenz

Proposition 2.73. Sei (a,) eine komplexe Folge, welche nicht konstant Null ist, so-
dass die Potenzreihe ) a,z" Konvergenzradius R > 0 hat. Wir setzen f : Dgr(0) —

C, z = f(2) == ) anz™. Dann gibt es ein 0 < § < R, sodass f|p,) nur endlich viele
n=0
Nullstellen™ hat.

Beweis. Sei N € N sodass ay # 0 und a,, = 0 fiir n < N. Sei 0 < r < R gewéhlt, dann
gibt es ein ¢, 41 > 0 sodass

o0

E ~J
;2

j=N+1

(2.3) |f(z) — aNzN‘ = < c7~,]\;+1|z|]\[Jrl fir alle |z| <.

Angenommen die Aussage ist falsch, dann gibt es in jeder Kreisscheibe um 0 mit
Radius =, m € N¥, unendlich viele Nullstellen von f und daher eine Folge (2,,) mit
f(zm) = 0, 2z, # 0 und lim 2, = 0. Mit (Z3) erhalten wir dann |ay| - |2, <

m—roo
Crn1]Zm |V und damit
m—0oQ

lan| < ¢ Nt1]2m|] —— 0,
also ay = 0, im Widerspruch zu ay # 0. O
Satz 2.74 (Identitéitssatz fiir Potenzreihen). Sei » a,2" eine Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius R, > 0 und > b,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, > 0. Sei

R := min(R,, Ry) und f, : Dg(0) = C, z — f,(2) := > an2" sowie f, : Dr(0) —
n=0

C, z = filz) = nijobnz". Wenn es eine Folge (z,,) mit mh_rgo Zm = 0 gibt, sodass
fa(zm) = folzm) und z,, # 0 fir alle m € N gilt, dann gilt

aj =0b; firallejeN
und somit f, = fp.

Beweis. Man betrachte f — g und wende Proposition 2773 an (Ubung). O

Ausblick

Konvergenz ist ein fundamentales Konzept der mengentheoretischen Topologie. Unsere
Definition der Konvergenz von Folgen erweitert sich direkt auf Folgen in metrischen
Réumen. Die Eigenschaft eines metrischen Raumes, dass jede Cauchy-Folge in ihm kon-
vergiert, wird als (topologische) Vollstédndigkeit bezeichnet.

Fiir allgemeinere topologische Rdume wird der Begriff der Folge zum Begriff eines
Netzes verallgemeinert.

Eine gute Einfithrung in die mengentheoretische Topologie finden Sie in dem Buch
[&], welches eine Gruppe Mathematiker an der Universitdt Bochum (deren Campus im
Stadtteil Querenburg liegt) unter dem Pseudonym ,,Boto von Querenburg® herausgege-
ben hat. Der Vorname Boto steht hierbei fiir ,,Bochumer Topologen®.

68Sei f: X — C eine Abbildung. Ein Element # € X heifit Nullstelle von f, wenn f(x) = 0 gilt.
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Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

In diesem Kapitel betrachten wir Abbildungen, deren Definitionbereich X eine Teilmen-
ge der reellen oder komplexen Zahlen sind und welche ,benachbarte Punkte auf be-
nachbarte Punkte“ abbilden. Solche Abbildungen heifilen stetig™. Aus der Schule mag
Ihnen der Begriff der Stetigkeit fiir reelle Funktionen bereits bekannt sein. Dort wurde
die Anschauung vermittelt, dass eine Funktion f : [a,b] — R stetig ist, wenn ,, man
den Graphen zeichnen kann ohne mit dem Stift abzusetzen“. Diese Anschauung werden
wir formalisieren und wichtige Eigenschaften stetiger Abbildungen kennenlernen. Wir
verwenden in diesem Abschnitt die Begriffe ,, Abbildung* und ,,Funktion“synonym.

3.1. Stetige Funktionen

Wir richten uns in diesem Abschnitt nach [KJ, Kap. 7.1].
In diesem Abschnitt bezeichne X immer eine Teilmenge von R oder C.

Definition 3.1. ™ Wir nennen eine Abbildung (Funktion) f : X — C stetig in einem
Punkt x, € X, wenn gilt:

Ve>030 =0cp, >0Vz e X (Jz—12,] <6) = (|f(x)— f(z,)| <e).
oder anders ausgedriickt (siche Gleichung (2)):
Ve € Rog 30 = 0cn, € Rug: f(Ds(xo) N X) C Do(f()).

Die Abbildung f : X — C heifit stetig auf X, wenn f in jedem Punkt von X stetig
ist, d. h.

Ve,e X Ve>0 39=0.,,>0 VeeX: (Jz—uz,|<0) = (|f(z)— f(z,)] <e¢)
bzw.

Vi, € X Ve€Rog 30 =0., € Rog: f(Ds(zo) N X) C Do(f(20)).

69Gtetigkeit kann man sehr allgemein fiir Abbildungen zwischen topologischen Réumen definieren.
“Onach K. Weierstra8
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Bemerkung 3.2. e Beachten Sie, dass in der Definition der Stetigkeit von f auf X
0 sowohl vom vorgegebenen ¢ wie aber auch vom betrachteten Punkt x, abhéngt.
Um das zu verdeutlichen haben wir § = ¢, ,, geschrieben.

e Ob eine Funktion stetig ist, héingt auch von Ihrem Definitionsbereich ab, so ist z.
B. jede Funktion f : N — C stetig (Ubung). Daher muss der Definitionsbereich
bei einer Aussage iiber die Stetigkeit einer Funktion immer unbedingt spezifiziert
werden.

Beispiel 3.3. (i) Konstante Funktionen sind offenbar stetig.

(ii) Die Identitéts-Abbildung f : X — C, = +— x ist stetig. Fiir gegebenes € > 0 hat
0 = ¢ die gewiinschten Eigenschaft.

(iii) Die Dirichlef@-Funktion

1, wenn z€Q

fR—=R, xr—>{0’ wenn z ¢ Q

ist in keinem Punkt von R stetig.
(iv) Die ThomadZ-Funktion

0, wenn z ¢ QnNJ0,1]
f:0,1] >R, z—< 1, wenn z=0
%, wenn T = § fiir teilerfremde p,q € N*, p < ¢

ist nur in den irrationalen Punkten von R stetig.

Definition 3.4. Eine Funktion f : X — C heiit folgenstetig in z, € X, wenn gilt: Fiir
jede Folge (x,) mit x,, € X und lim z, = z, gilt:

n—o0

lim f(zn) = f(2o)-

n—oo
Die Funktion f heifit folgenstetig auf X, wenn f in jedem Punkt von X folgenstetig ist.
Satz 3.5. (i) Ist f: X — C stetig in x, € X, dann ist f in z, auch folgenstetig. 2

(ii) Ist f: X — C folgenstetig in x, € X, dann ist [ in x, auch stetig.

" Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), deutscher Mathematiker

"(arl Johannes Thomae (1840 - 1921), deutscher Mathematiker

"Diese Aussage gilt sehr allgemein fiir stetige Abbildungen zwischen topologischen Riumen.

"Diese Aussage gilt auch fiir Abbildungen zwischen metrischen Rédumen und anderen ,gutartigen®
topologischen Raumen, jedoch nicht allgemein.
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3.1. Stetige Funktionen

Beweis. Sei (x,) eine Folge mit z, € X, welche gegen x, konvergiert und £ > 0 vor-

gegeben. Da f in x, stetig ist, gibt es ein § > 0, sodass |f(z) — f(z,)| < ¢ fiir alle

x € Ds(x,). Da lim z,, = z, gibt es ein N > 0, sodass z,, € Ds(z,) fiir alle n > N
n—oo

gilt. Damit erhalten wir |f(z,) — f(z,)| < € fiir alle n > N. Da € > 0 beliebig war folgt
lim f(x,) = f(z,). Somit ist f in z, folgenstetig und wir haben (i) gezeigt.
n—oo

Um Aussage (ii) zu zeigen nehmen wir an, f sei aber nicht stetig in z,, d. h.
de, > 0V > 0 3xs € X mit |x5 — x| < dund |f(zs) — f(z)| > €.

Waihlen wir speziell § = %, n € N*, so gilt:

1
Jde, > 0Vn € N* 3z, € X mit |z, — z,| < — und |f(z,) — f(z,)] > €.
n
Die so erhaltene Folge (x,) konvergiert gegen x,, aber f(x,) konvergiert nicht gegen
f(z,). Damit ist f auch nicht folgenstetig in z,. O

Korollar 3.6. Eine Abbildung f : X — C ist genau dann stetig auf X, wenn f folgens-
tetig auf X ist.

Definition 3.7. Eine Funktion f : X — C heiit LipschitZ@-stetig auf X, wenn f die
Absténde nur beschrankt verzerrt, d. h. genauer

AL>0Vr,ye X [f(z) — f(y)| < Llz —yl.
Die Konstante L heifit Lipschitz-Konstante™ zu f.

Satz 3.8. Fine auf X Lipschitz-stetige Funktion f: X — C ist auf X auch stetig.

Beweis. Sei L > 0 eine Lipschitz-Konstante zu f und ¢ vorgegeben, dann setze § :=

= O

Beispiel 3.9. Die Funktionen

a) abs: C > R, 2z |z|,

b) R:C—R, 2z~ R(2),

c) §:C—-R, zmJ(2),

(a)
(b)
()
(d) Konj:C—-C, z+—z

sind Lipschitz-stetig auf C mit Lipschitz-Konstante L = 1 und somit auf ganz C stetig.

Aufgabe 3.10. Zeigen Sie: Die Funktion wy : Rsg = R, 2+ ¥z, k € Nso, ist zwar
auf ganz R stetig, jedoch nicht auf R Lipschitz-stetig.

"Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 - 1903), deutscher Mathematiker
"OFiir L < 1ist f ein Kontraktion im Sinne von Definition EZXI.
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Lemma 3.11 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen). Sei X C C, z, € X, und f,g :
X — C Funktionen, welche in x, stetig sind. Sei nun 'Y C C mit f(X) C Y und
h:Y — C eine Funktion, die in f(x,) stetig ist. Dann gilt:

(i) f+ g ist stetig in x, 2.
(11) f-g ist stetig in x, 3.

(i1i) Wenn g(x,) # 0, dann gibt es ein r > 0, sodass g(x) # 0 fir alle x € D,(z,) N X.
Die Abbildung g : D(x,) N X — C ist dann auch stetig in x,2.

(iv) ho f ist stetig in x,.

Beweis. Sei x,, eine beliebige Folge in X mit lim x,, = x,. Da f und g stetig in x, sind,
n—oo

gilt mit Satz B3 lim f(z,) = f(z,) wie auch lim g(z,) = g(z,).
n—oo n—oo
Nach den tiblichen Rechenregeln fiir Grenzwerte (Lemma E12) folgt damit auch

Tim ((f + 9)(xn)) = (f +9)(zo) und  lm ((f-g)(xn)) = (f - 9)(o).

Da die gegen z, konvergierende Folge (z,) in X beliebig war, folgen die Aussagen (i)
und (ii) unmittelbar aus Satz B3.

Sei nun ¢(z,) # 0, dann gibt es fiir e = 9@ ¢in § = » > 0, sodass fiir alle
x € Dy(x,) N X gilt: |g(z) — g(z,)] < |g(”2”°)‘. Damit gilt

lg(z,)]
2

fir alle z € D,(x,) N X. Betrachten wir nun eine beliebige Folge in D,(z,) N X mit
lim x, = z,. Dann gilt mit Lemma 212

im (L) =L
b (f) 5o

Nach Satz B3 ist damit auch % in z, stetig. Das zeigt (iii).

Sei nun x,, wieder eine beliebige gegen x, konvergierende Folge in X. Da f stetig ist,
konvergiert die Folge v, := f(z,) gegen y, := f(z,). Da h stetig ist, konvergiert somit
auch h(y,) = (ho f)(z,) gegen h(y,) = (ho f)(x,). Mit Satz B3A folgt also auch (iv). O

> 0.

l9(z)| = |g9(z0) + g(x) — g(w0)| = |g9(x0)| — [9(x) — g(x,)] >

Beispiel 3.12. Da konstante Funktionen und die Identitdt auf ganz C stetig sind, sind
auch alle polynomialen Funktionen

n
p:C—)(C,zHZajzj mit ag,...,a, € C
=0

"Tpunktweise Addition von komplexwertigen Funktionen: f +¢g: X — C, x — f(x) + g(x).

"punktweise Multiplikation von komplexwertigen Funktionen: f-g: X — C, z + f(z)g(x).

punktweise Multiplikation von komplexwertigen Funktionen: g X —-C, z— g Ejg, wobei g keine
Nullstelle in X hat.
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3.2. Zwischenwertsatz ftiir stetige reelle Funktionen

auf ganz C stetig.
Ebenso sind alle rationalen Funktionen, das sind Quotienten Z—; polynomialer Funk-

tionen py, ps : C — C auf der Menge C\ {z € C: py(z) = 0} stetig.

3.2. Zwischenwertsatz fiir stetige reelle Funktionen

Der folgende Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel der reellen Analysis. Fiir Werte:

Theorem 3.13 (Zwischenwertsatz). Jede stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden
Wert zwischen f(a) und f(b) an®™. Genauer:
Wenn f(a) < f(b), dann gilt:
Vy € [f(a), f(b)] Tz € [a,0] - f(z) =y.

Wenn f(a) > f(b), dann gilt:

Vy € [f(), f(a)] Iz € [a,b] - f(z) =y.

Beweis. Wir betrachten hier nur den Fall f(a) < f(b). Der andere Fall ist dem geneigten
Leser gerne als Ubungsaufgabe iiberlassen. Sei y € [f(a), f(b)]. Wir definieren durch
Intervallhalbierung rekursiv eine Intervallschachtelung wie folgt: Iy = [ag, by] := [a, b].
Sei I, = [an, by] bereits konstruiert, dann ist

fethe ] falls f(fafbe) <
— N 2 » Ynl, =
[n—i—l [an+17bn+1] . { [am an‘zi’bn:| , falls f(an) < y <
Sei € R der eindeutige Punkt mit

{z} = ﬂ I,.

neN
Dann gilt lim a, = x = lim b,. Wegen f(a,) < yund y < f(b,) folgt mit der Stetigkeit
von f einggzc{ts f(zx) :n,?i_éo f(a,) < y und andererseits f(x) = nh_{rolo f(by) > y, also
f@)=y. O
Aufgabe 3.14 (Staatsexamen 63910, Herbst 2010, Thema 1, Aufg. 1(d)). Seien a,b € R
mit a < bund sei f : [a,b] — R eine Funktion mit folgender Eigenschaft: Fiir alle ¢,d € R

mit a < ¢ < d < bgilt: fli,q nimmt alle Werte zwischen f(c) und f(d) an.
Ist f dann stetig auf [a, b]? Beweisen Sie Thre Antwort.

Korollar 3.15. Jede stetige Funktion f : [a,b] — [a,b] hat einen Fizpunkt.

Beweis. Die Funktion ¢ : [a,b] — R, =+ x — f(x) ist stetig und es gilt g(a) < 0 und
g(b) > 0, da nach Voraussetzung f(a) > a und f(b) < b. Damit gibt es einen Punkt
x € [a,b] mit g(z) =0= f(z) —z,d. h. f(z) ==. O

80Dieser Satz ist ein Spezialfall eines Satzes aus der Topologie, welcher besagt, dass Bilder zusam-
menhéngender Mengen unter stetigen Abbildungen wieder zusammenhéngend sind.
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Aufgabe 3.16. Seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — [a,b] eine (nicht unbedingt
stetige) Funktion. Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind, und
beweisen Sie die Richtigkeit Threr Antwort®®.

(a) Ist f monoton wachsend®, so hat f einen Fixpunkt.

(b) Ist f monoton fallend®, so hat f einen Fixpunkt.

3.3. Stetige Funktionen auf Kompakta

Wir folgen hier [T, Abschn. 7.5] und [BET, Abschn. 7.3].

Definition 3.17. Eine Teilmenge A von C bzw. R heif3t abgeschlossen, wenn der Grenz-
wert jeder konvergenten Folge in A wieder in A liegt, d. h. ist (a,,) eine Folge mit a,, € A
und a¢ = lim a,, dann gilt a € A.

n—
Eine Teilmenge K C C bzw. K C R, heiflit kompakt, wenn K abgeschlossen und
beschrinkt® ist.

Beispiel 3.18. (i) Die Mengen R und C sind abgeschlossen.

(ii) Wenn f1,..., fm : C — R reellwertige stetige Funktionen sind und &y, .. -k € R,
dann ist die Menge {z € C: fi(z) < ki,... fm(2) < kn} abgeschlossen (Ubung).

(iii) kompakte Intervalle [a,b] C R sind kompakt.
Aufgabe 3.19. Ist A C R abgeschlossen, dann gilt sup(A) € A und inf(A) € A.

Lemma 3.20. Seien Ay, ..., A,, abgeschlossene Teilmengen von C bzw. R, dann ist auch
A= |J A; abgeschlossen.

j=1
Beweis. Sei (z,,) eine gegen z konvergierende Folge mit x,, € A. Dann gibt es ein k €
{1,...m} und eine Teilfolge (z,,) welche in A, liegt. Damit gilt nach Lemma
r = lim z,,. Da A; abgeschlossen ist, gilt x € Ay und damit x € A. O

J]—00

Korollar 3.21. Seien Ky,..., K,, kompakte Teilmengen von C bzw. R, dann ist auch
K := | K; kompakt.

j=1
Lemma 3.22. Sei [ eine Indexmenge und {A; : j € I} eine Menge von abgeschlossenen

Teilmengen A; C C. Dann ist auch A := [ A; abgeschlossen.
jel

81Dankenswerterweise hat mein Kollege Ingo Blechschmidt mich darauf hingewiesen, dass Teil (a)
ein Spezialfall des Fixpunktsatzes von Knaster-Tarski ist.

82 f: X - R, X CR, heiit monoton wachsend, wenn gilt: Vo,y € D : (x <y) = (f(x) < f(y)).

8 f: X - R, X CR, heiBt monoton fallend, wenn gilt: Vo,y € D: (v <y) = (f(z) > f(y)).

84Erinnerung: K ist beschriinkt, wenn es ein R > 0 gibt, sodass fiir alle z € K gilt |z| < R.
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3.3. Stetige Funktionen auf Kompakta

Beweis. Sei (x,) eine gegen z konvergierende Folge mit x,, € A. Dann gilt z,, € A; fiir
allen € Nund alle j € I. Da A; abgeschlossen ist, folgt € A; fiir alle j € I und damit
x € A m

Korollar 3.23. Sei [ eine Indexmenge und {K; : j € I} eine Menge von kompakten

Teilmengen K; C C. Dann ist auch K := (| K; kompakt.
jeI

Satz 3.24 (Bolzano-Weierstrafi-Charakterisierung kompakter Mengen). Fiir eine Teil-
menge K C C sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist kompakt.
(ii) Jede Folge in K besitzt eine Teilfolge, welche gegen einen Punkt von K konvergiert.

Beweis. o (i) = (i1) : Wenn K kompakt ist, dann ist K beschrénkt und somit
jede Folge in K beschrankt. Nach Theorem 220 hat jede Folge in K damit eine
konvergente Teilfolge. Da K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert einer solchen
Teilfolge ebenfalls in K.

e (it) = (i) : Nun habe K die Eigenschaft (7).

Wiére K nicht beschriankt, so gébe es eine Folge (z,) in K mit |z, > n. Im
Widerspruch zu (i7) hat eine solche Folge keine konvergente Teilfolge.

Sei nun () eine gegen x konvergente Folge in K und (z,,;) die in der Eigenschaft
(ii) erwdhnte konvergente Teilfolge von (z,). Nach Lemma gilt lim z,,, = z.
Jj—o0
Nach Eigenschaft (ii) liegt damit = € K. Somit ist K abgeschlossen.
[

Korollar 3.25. Das Bild kompakter Mengen unter stetigen Abbildungen ist kompakt=,
genauver: Sei K C C kompakt und f : K — C stetig, dann ist f(K) kompakt.

Beweis. Sei (y,) eine Folge in f(K), dann gibt es eine Folge (z,,) in K mit f(x,) = y,
fiir alle n € N. Da K kompakt ist gibt es nach Satz eine Teilfolge (2,,) von (z,),
welche gegen z € K konvergiert. Da f stetig ist, konvergiert aber auch (y,;) := (f(zn,))
gegen y := f(x) € f(K). Nach Satz ist damit auch f(K') kompakt. O]

Theorem 3.26 (Weierstrafischer Satz vom Extremum). Jede reellwertige stetige Funk-
tion auf einem Kompaktum nimmt ein Mazimum und ein Minimum an®™. Genauer: Sei
K C C kompakt und f : K — R eine stetige Funktion, dann gibt es x1,x5 € K, sodass
fiir alle x € K qilt

fa) < f(z) < fx2).

85Dieser Satz gilt allgemein.
86Diese Aussage gilt fiir stetige reellwertige Funktionen auf beliebigen kompakten topologischen
R&aumen
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Beweis. Nach Korollar BZ3 ist f(K) kompakt. Damit gilt sup(f(K)) € f(K) und
inf(f(K)) € f(K) und es gibt 1,29 € K mit f(z1) = sup(f(K)) und f(zs) =
inf(f(K)). O

Satz 3.27. Set K C C kompakt und f : K — C stetig und injektiv. Dann ist die
Umkehrabbildung =1 : f(K) — K wiederum stetige?.

Beweis. Angenommen f~! wire nicht stetig. Dann gibt es eine Folge (y,,) in f(K), welche
gegen y konvergiert™ und fiir die Folge (z,,) mit x, := f~!(y,) nicht gegen z := f~1(y)
konvergiert. Nach Satz B4, gibt es eine konvergente Teilfolge (x,,,) von z,,. Wir kénnen

. . . . . .
sogar annehmen, dass diese Teilfolge nicht gegen x konvergiert™, d. h. 2’ := ]lggo Tp, # .

Da f stetig ist konvergiert die Teilfolge (y,;) mit y,, := f(z,;) gegen f(z'). Wegen
der Injektivitdt von f ist f(2') # f(z) = v.

Andererseits konvergiert (y,,) gegen y, da (y,) gegen y konvergiert (Lemma P24).
Damit gilt also f(z') = y, ein Widerspruch. O]

Bemerkung 3.28. (i) Die Voraussetzung, dass der Definitionsbereich K von f kom-
pakt ist, darf in Satz B=Z4 nicht einfach weggelassen werden, wie folgendes Beispiel
zeigt: Die Funktion

f:]0,2n[— C, t > cos(t) + isin(t).
ist injektiv und stetig, jedoch ist f=! in 1 nicht stetig.

(ii) Ist I ein Intervall und f: I — R stetig und injektiv. Dann ist f streng monoton™
und f~1: f(I) — R ist wiederum stetig (Ubung).

(iii) Ist I ein nichtleeres Intervall und f : I — R streng monoton sowie stetig in z,,
dann ist die Umkehrfunktion stetig in y, := f(z,). (Ubung, siehe auch [KI, Abschn.
7.2]).

87Diese Aussage stimmt fiir alle injektiven stetigen Abbildungen von einem Kompaktum in einen
topologischen Hausdorffraum.

88nach Korollar B23 ist f(K) kompakt. Damit gilt y € f(K).

89Denn wenn jede konvergente Teilfolge der beschrinkten Folge (x,,) gegen = konvergiert, dann gilt
hnn_l>1(>réf(xn) = limsup(z,) = x. Damit wiirde (z,,) gegen x konvergieren (siche Aufgabe E239.)

90Gei X einen¥gﬁmenge von R und f: X — R eine Funktion. Dann heifit f
e monoton wachsend, wenn Vz,y € X : (x <y) = (f(z) < f(v)),

e streng monoton wachsend, wenn Vz,y € X : (z <y) = (f(z) < f(y)),
e monoton fallend, wenn Vz,y € X : (z <y) = (f(x) > f(y)),

e streng monoton fallend, wenn Va,y € X : (z <y) = (f(z) > f(v)),

e monoton, wenn f monoton wachsend oder fallend ist,

e streng monoton, wenn f streng monoton wachsend oder fallend ist.
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3.3. Stetige Funktionen auf Kompakta

(iv) Ist X C R offen™ und f : X — R eine stetige injektive Funktion, dann ist
[~ f(X) — R stetig (sieche z. B. [BED, Abschn. 7.3]).

z, wenn z €] — 00, 0]
r—2, wenn x € [2,00]
stetig und bijektiv. Thre Umkehrabbildung f~' ist jedoch nicht stetig in 0 (Ubung).

Definition 3.29. Sei X C C. Eine Funktion f : X — C heif3t gleichmdf$ig stetig auf X,
wenn gilt:

Ve>0 F0=0. Vagp,zeX: (lx—wx]<d) = (|f(x)— flz,)| <e).

(v) Die Funktion f : ] — 00,0[U[2,00]— R, z — { ist

Bemerkung 3.30. Im Gegensatz zur einfachen Stetigkeit auf X gibt es bei vorgegebe-
nem ¢ > 0 ein globales 6 > 0, d. h. ein §, welches nur vom vorgegebenen e nicht aber
von z, abhéngt. GleichmifBig stetige Funktion sind natiirlich insbesondere stetig.

Lemma 3.31. Ist f : X — C Lipschitz-stetig, so ist f gleichmdfiig stetig.

Beweis. Sei L > 0 eine Lipschitz-Konstante fiir f und € > 0 gegeben, so wihle § = £
unabhéngig von x,. O]

Beispiel 3.32. (1) Die Funktion f: R = R, z 22 ist auf R nicht gleichmiBig stetig
(Ubung).

(2) Die Funktion wy, : [0, co[— R, T Yz, k € Nxy, ist zwar auf R gleichméBig stetig,
jedoch nicht Lipschitz-stetig (Ubung).

Theorem 3.33 (Satz von Heine™). Sei K C C kompakt und f : K — C stetig, dann
ist f gleichmifig stetig auf K=

Beweis. Angenommen f wire nicht gleichméfig stetig, dann gilt:
Je' >0 Vo >0 Fxs,a5€ Kmit |zs — 25| <o0und |f(xs) — f(af)| > €.

Insbesondere gilt:
1
3" >0 VneN' Fx, 2, € Kmnit |z, — 2| <—und |f(z,) — f(z])] > €.
n

Da K kompakt ist, hat die so erhaltene Folge (z,) eine gegen ein z € K konvergierende
Teilfolge (zn;) (Satz B24). Fiir die entsprechende Teilfolge (7)) der Folge (z7,) gilt

lim 2/, =z, weil |z,, — 2/, | < +. Da f stetig ist gilt lim f(z,,) = f(z) = lim f(2/,).
j—oo Y 7 J nj j—ro0 7 j—ro0 7

Dieses widerspricht aber |f(zn,) — f(2;,,)| > €. O
Bemerkung 3.34. Die Kompaktheitsvoraussetzung an den Definitionsbereich von f im
Satz von Heine ist notwendig, denn die Funktion f :]0,1] — R, z — % ist stetig aber
nicht gleichmaBig stetig auf ]0,1] (Ubung).

9eine Menge X C R heifit offen, wenn gilt: Vo € X Je > 0: (v — ¢, +¢) C X.

92Heinrich Eduard Heine (1821 - 1881), deutscher Mathematiker

93Dieser Satz gilt allgemein fiir stetige Abbildungen auf einem kompakten metrischen Raumen mit
Werten in metrischen Rdumen (siehe Theorem BE70).
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

3.4. Funktionenfolgen

Wir orientieren uns hier an [[Eoll, § 21].
Seien X und Y nichtleere Mengen, dann bezeichnen wir mit

Abb(X, V) =YX :={f: X =Y}
die Menge aller Abbildungen von X nach Y.

Definition 3.35. Sei X eine Menge. Eine Folge komplexwertiger Funktionen auf X ist
eine Abbildung
N — Abb(X,C), n+— f,.

Oft schreiben wir auch kurz (f,,) fiir diese Folge von Funktionen.

Definition 3.36. Eine Folge komplexwertiger Funktionen (f,,) auf X konvergiert auf X
punktweise gegen f € Abb(X,C), notiert f, M—ko% f, wenn gilt:
pkt

VieX Ve>0 IN=N,.eN Vn>N: |fu(zx)— f(2) <e.

Bemerkung 3.37. In der Definition der punktweisen Konvergenz héngt also N = N, .
sowohl vom betrachteten Punkt z € X wie auch vom vorgegebenen ¢ > 0 ab.

Angenommen alle Funktionen f,, haben eine bestimmte gemeinsame Eigenschaft und
die (f,,) konvergieren (punktweise) gegen f. Dann stellt sich die Frage ob f ebenfalls diese
Eigenschaft hat, oder nicht. Hierbei stellt sich heraus, dass bei punktweiser Konvergenz
Eigenschaften oftmals nicht an ihre Grenzfunktion vererbt werden.

Sind z. B. die Funktion f, alle stetig, so muss die Grenzfunktion f bei punktweiser
Konvergenz nicht stetig sein:

Betrachten wir die Folge stetiger Funktionen

fo:[0,1] = C, xw— 2™

Dann gilt f,(1) = 1 fiir alle n € N und lim f,(z) = 0 fir alle z € [0,1). Damit

n—oo
konvergiert f,, punktweise gegen die Funktion

F100,1] = C {O, falls 0<z <1

1, falls =1 ’

welche in # = 1 offenbar nicht stetig ist. Wir mochten nun einen Konvergenzbegriff fiir
Folgen von Funktionen einfithren, welcher Stetigkeit an die Grenzfunktion vererbt.

Definition 3.38. Eine Folge komplexwertiger Funktionen (f,,) auf X konvergiert auf X
gleichmdfig gegen f € Abb(X,C), notiert f, n?—°°> f, wenn gilt:
glm

Ve>0 IN=N.eN Vn>N VreX: |f.(z)— f(2)]<e.
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3.4. Funktionenfolgen

Bemerkung 3.39. Im Vergleich zur Definition der punktweisen Konvergenz haben wir
bei der gleichméfigen Konvergenz den Quantor Vo € X von vorne nach hinten verscho-
ben. Dieses dndert aber die Definition in einem wesentlichen Punkt. Unser N héngt bei
gleichméfliger Konvergenz zwar noch vom vorgegebenen € > 0 ab, jedoch nicht mehr
vom Punkt z € X.

Theorem 3.40. Sei X C C und (f,) eine Folge komplexwertiger stetiger Funktionen
auf X, welche auf X gleichmdfig gegen f € Abb(X,C) konvergiert. Dann ist auch f
stetig auf X .

Beweis. Seien x, € X und ¢ > 0 beliebig gewihlt. Da (f,,) gleichmifig gegen f konver-
giert, gibt es ein N = V., sodass fiir alle 2’ € X gilt:

5
) = £ <
Weil aber fy stetig ist, gibt es ein § = ¢., sodass fiir alle z € X mit |x — z,| < ¢ gilt:
5
(@) = fv(@o)l < 3

Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir also fiir alle x € X mit |z — z,| < :

|f(z) = fzo)] < | f(2) —szv(w) +n() = fn (o) + | (o) — flao)] <e.

£ £ =
<3 <3 <3

J/

Da € > 0 beliebig war, ist f stetig in z,, und da x, € X beliebig war, ist f stetig auf
X. O

Definition 3.41. Sei f € Abb(X,C), dann heifit

[ fllsup := sup{|f(z)[ - = € X} € RU {oo}

die Supremumsnorm™ von f.=

9Eine Norm auf einem Vektorraum V iiber K = Q, R, C ist eine Abbildung ||...[|: V — Rsq, v —
lv]| mit folgenden drei Eigenschaften:

o v =0 = v=0,
e || \v| =|A]- |Jv]| fiir alle v € V und alle A € K,
o ||v+wl| < ||| + ||w] fir alle v,w € V.

Ein Vektorraum mit einer Norm heifit auch normierter Vektorraum. Durch eine Norm ist auf V eine
Abstandsfunktion d : V x V' — Rx( definiert, indem man d(v,w) := ||v — w]|| setzt. Ein elementares
Beispiel ist die Betragsfunktion auf dem Vektorraum V' = C {iber K. Unendlich dimensionale normierte
Vektorriume werden vor allem in der Funktionalanalysis untersucht. Es sei Thnen als Ubung iiberlassen
nachzuweisen, dass die Supremumsnorm eine Norm ist (auf welchem Vektorraum?).

9%In der Literatur sind je nach genauem Kontext auch die Bezeichnungen | f|lso, ||f|lx oder
| fllco(x,cy fiir die Supremumsnorm gebrauchlich.
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Beobachtung 3.42. Sei (f,) eine Folge in Abb(X,C) und f € Abb(X,C). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

o (fn) konvergiert auf X gleichmdflig gegen f.
o T [[fu = fllo =0

Ahnlich wie man aus Folgen komplexer Zahlen Reihen bilden kann, kann man das
auch aus Folgen in Abb(X,C), da man ja komplexwertige Funktionen auf X punkt-
weise addieren kann: Fiir eine Folge (f,,) in Abb(X,C) bezeichne ) f,, die Folge der

Partialsummen
n
n— Y f
=0

in Abb(X,C) und )’ f; die Grenzfunktion z — ) f;(z), x € X, falls ) f,, punktweise
j=0 j=0
konvergiert.

Theorem 3.43 (Konvergenzkriterium von Weierstral). Sei (f,,) eine Folge von Funk-
tionen in Abb(X,C) sodass Y || fullsup konvergiert. Dann gilt:

(i) Fir alle x € X konvergiert Y, fn(x) absolut.

(ii) Die Folge F, = Zofj konvergiert auf X gleichmdajfig gegen F := Zofj.
= =

Beweis. Fir z € X gilt | f,.(2)| < || fallsup- Da

> I fallsu

konvergiert, konvergiert nach dem Majorantenkriterium (Satz E250) ) f,(z) absolut.
Das zeigt (i).

Insbesondere konvergiert damit ) f,, punktweise gegen die Abbildung F' := > f; :
7=0

X —=C, v~ Z fn(x). Sei € > 0 beliebig gewahlt. Da > || fu|/sup konvergiert, gibt es
ein NV e N, sodass fiir alle n > N gilt:

n
illsup — Z 1fillsup| =
=0

Somit erhalten wir fiir alle x € X und alle n > N :

Yo @) < Y @) < Z (@) lsup <

Jj=n+1 j=n+1 Jj=n+1

o
> Iillsw <.

j=n+1

| Fn() —
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3.4. Funktionenfolgen

Potenzreihen entstehen durch Summation von Funktionenfolgen vom Typ
fn(z) = anz".

Korollar 3.44. Sei (a,) eine Folge komplexer Zahlen und der Konvergenzradius R der
Potenzreihe ) a,2" strikt positiv. Sei 0 < p < R und D,(0) :={z € C: |z| < p}. Dann
konwvergiert die Folge polynomialer Funktionen

F,:D,(0)=C, zw~ Zajzj
=0

auf D,(0) gleichmdfig gegen

F:D,0)—=C, z~ Zajzj.
=0

Insbesondere ist F' auf ganz D,(0) stetig.

Beweis. Wir schreiben kurz f,, : D,(0) = C, z — a,2". Sei 2, € Dg(0) mit p < |2,| <
R. Dann konvergiert ) a,z absolut (Satz EBR). Damit ist |a,2!| eine Nullfolge und
inbesondere beschrankt. Es gibt also ein K > 0 mit |a,z)| < K fiir alle n € N Damit
gilt fiir z € D,(0) :

n
z

[fa(2)] = lan2"] = lanzg] -

o

L=k und k € (0,1) gilt |f,(2)| < Kr™ fiir alle z € D,(0) und damit

— 20l

z

Zo

Da

| fullswp < Kr™ auf D,(0). Da die geometrische Reihe ) ™ konvergiert, konvergiert
auch > || fullsup auf D,(0). Mit Theorem B3 folgt nun die gewiinschte Aussage. O

Bemerkung 3.45. Die Folge F, : Dg(0) — C, z — > a;2’ konvergiert zwar punkt-
j=0
weise aber im Allgemeinen nicht gleichméfig auf der offenen Kreisscheibe Dg(0) gegen
F : Dp(0) = C, z+— > a2/, wohl aber ist die Konvergenz auf jedem Kompaktum in
j=0

Dg(0) gleichméaBig.

Korollar 3.46. Sei > a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist die
Funktion

f:Dgr(0)—=C, 2z~ Zajzj
=0

auf Dr(0) stetig.
Beweis. Sei z, € Dr(0) beliebig gewihlt, dann gibt es ein p > 0 mit |z,| < p < R.

Da die Funktion D,(0) — C, z +— Y a;27 auf ganz D,(0) stetig ist, ist f auch in 2,
j=0
stetig. O
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Korollar 3.47 (verschobene Potenzreihen). Sei > a,z" eine Potenzreihe mit Kon-

vergenzradius R > 0 und a € C. Dann konvergiert die Reihe . aj(z, — a)’ fiir alle
j=0

2, € Dr(a) ={z € C: |z —a| < R} absolut, und die Funktion

o0

f:Dg(a) - C, 2z~ Zaj(z—a)j

=0
ist auf Dg(a) stetig.

Lemma 3.48 (Potenzreihen mit reellen Koeffizienten). Sei > a,z" eine Potenzreihe
mit Konvergenzradius R > 0. Zudem gelte a,, € R fiir alle n € N. Dann g¢ilt fir die
stetige Funktion f: Dr(0) = C, z+— > a;27

=0

f(Z) = f(z) fir alle z € Dg(0).
Insbesondere ist f(x) € R fir alle v € Dr(0) NR.

Beweis. Sei z € Dpg(0), dann gilt auch z € Dg(0) und die Folge F,(z) := > a;77
j=0

konvergiert gegen f(Z). Andererseits konvergiert F},(Z) auch gegen f(z), da die komplexe
Konjugation stetig ist, und wegen a,, = a,, gilt:

F.(z) = Zajzj = Za_j_ﬂ =Y a;z) = F,(2)
7=0 7=0 7=0

[

3.5. Exponentialfunktion

Dieser Abschnitt ist sehr stark inspiriert von [Eadl, § 8] und von [KIl, Kap. §].

Lemma 3.49. Die Exponentialreihe

>
J!
hat unendlichen Konvergenzradius.
Beweis. Nach der Eulerschen Formel (siehe Satz EZM) gilt
n 1)!
R = lim 2] = lim (n+1) = lim (n+1) = oc.
n—>00 |ayqq| nooo ml n—00

[
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3.5. Exponentialfunktion

Bemerkung 3.50. Insbesondere ist fiir ein beliebiges aber festes z € C die Folge

eine Nullfolge.

Die Exponentialreihe ist also auf jeder kompakten Teilmenge von C gleichméfig kon-
vergent, nicht jedoch auf ganz C.

Definition 3.51. Die Abbildung

oo

1 .

exp: C—C, 2z~ exp(z):= g f'zj
— ]
Jj=0

heifit (komplexe) Ezponentialfunktion.

Korollar 3.52. Die Ezponentialabbildung ist auf ganz C stetig und es gilt exp(0) = & =

0!
1.

Beweis. Sei z, € C, dann gibt es ein 7 > 0 mit |z,| < r. Auf D,(0) ist die Exponenti-
alreihe gleichméfig konvergent und stellt damit dort eine stetige Funktion dar. Also ist
exp in z, stetig. O

Definition 3.53. Die reelle Zahl e := exp(1) = % heifit Eulersche Zahl
j=0

Die Eulersche Zahl ist irrational, wie folgende Aufgabe zeigt:

Aufgabe 3.54. Zeigen Sie:

(a) Firallen e Ngilt 0 <e—s, < ﬁ, wobei s, := j;)%.

(b) Fiur allen € N gilt n! - s, € N.
(c) Zeigen Sie e ¢ Q. (Hinweis: Wére e € Q, dann gébe es ein N € N mit N!-e € N.)
Satz 3.55 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir z,w € C gilt

exp(z + w) = exp(z) exp(w).

Beweis. Nach dem Satz von Mertens iiber das Cauchy-Produkt (Satz Z56d) absolut kon-
vergenter Reihen gilt

exp(z) exp(w) = (Z m) - (Z %) ~Y e

n=0 j=0
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

mit
n

2w " n! - R (n) , |
Cp = — | = —w" = — )P = —(z 4+ w)",

wobei wir in der letzten Gleichung den Binomischen Lehrsatz (Satz Z3) verwendet ha-
ben. Zusammenfassend gilt also

o0

1
exp(z) exp(w Zﬁ z 4 w)" =exp(z + w).
n=0

]

Bemerkung 3.56. Die komplexe Exponentialfunktion hat offenbar die Eigenschaft
exp(R) C R (siche Lemma BZR). Die auf ganz R stetige Funktion exp |g heiit reelle
Exponentialfunktion und wird {iblicherweise auch einfach mit exp bezeichnet.

Satz 3.57 (Eigenschaften der Exponentialfunktion). (i) exp(z) # 0 fiir alle z € C.
(ii) exp(—=z) = o Jir alle z € C.
(#ii) exp(x) > 0 fir alle x € R.
(i) exp(n) = e" fir alle n € 7Z.
(v) exp () = (/e)™ fir allem € Z und n € N* =
(vi) |exp(ixz)| =1 fir alle x € R.
(vii) Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend und
somit injektiv.
(viii) exp(R) = Rxy.

Beweis. e Zu (i) und (ii): exp(z)exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1. Damit ist
exp(z) # 0 fiir alle z € C (Nullteilerfreiheit von Korpern), und es gilt exp(—=z) =
1

exp(z)

o Fiir x > 0 gilt exp(x) = Z ”C—, > 0, und fiir x < 0 gilt exp(z) = > 0. Das

exp( z)
zeigt (iii).

e Um (iv) zu zeigen, geniigt es wegen (ii) exp(n) = e” fiir alle n € N mit vollstandiger
Induktion nachzuweisen:
Fiir n = 0 ist die Aussage wegen exp(0) = 1 = €° sicherlich war. Fiir n = 1 ist die
Aussage gerade die Definition von e.
Zum Induktionsschlus betrachten wir

exp(n + 1) = exp(n) exp(1) = " - e = ",

96Hierbei verwenden wir fiir eine Zahl =% = %k fiir K € N.
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3.5. Exponentialfunktion

e Fiir ¢ = %, n € N*, gilt
1 n
e =exp(l) = exp <E> = (exp (—)) ,
n n
also exp (1) = {/e.

Ist g =" € Q5o mit m,n € N, so gilt

exp (%) = exp (%)m = (Ve)™.

Ist g = =" € Q< mit m,n € N*, so erhalten wir
m m\\ 1 m
o (2) = o (2)) - 60
n n

Damit ist (v) gezeigt.

e Mit Lemma BZS gilt exp(—iz) = exp(iz) = exp(iz) und daher (vi):

|exp(iz)|* = exp(iz)exp(iz) = exp(iz) exp(—ir) = exp(0) = 1.

e Fiir alle z € R und alle A > 0 gilt

[e.o]

Das beweist (vii).

e Seiy > 1. Daexp(0) = 1 und exp(y) > 1 + y gibt es nach dem Zwischenwertsatz
ein z € [0,y] mit exp(x) = y. Ist y €]0, 1], so ist i > 1 und es gibt es x € R mit
exp(z) = ?lJ, also exp(—xz) = y. Schliesslich ist exp(0) = 1. Damit gilt (viii).

[l
Proposition 3.58. Sei (z,) eine Folge in C mit lim z, = z, dann gilt
n—oo
. Zp\"
exp(z) = lim ((1 - —) ) :
n—o0 n

Beweis. Sei € > 0. Da lim z, = z und die Exponentialreihe auf ganz C konvergiert,
n—oo

kann man ein N; € N wéhlen, sodass fiir alle n > Ny gilt

. :
1)
E w<§ und  |z,| < |z| + 1.
j=N1+1 J:
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Dann erhalten wir fiir n > N; mit dem Binomischen Lehrsatz

N ; oo
< : (n> 2 Z (n) ENE Z |2)7
- ) nd | ] nJ |
j=0 J J Jj=N1+1 J j=N1+1 J
A ~~ g N ~~ > N -~ 7
—_ Pp— g
=:A =B <3

Wegen
n\y1 n!
j)ni i —g)nd
_onn—1)(n—-2)...(n—j+1)
N jlni
1 1 2 -1
D)
j' n n n
<1 <1 <1 )
(G-1) F“;ktoren
1
< =
7!
gilt lim (?)n% = % und zudem
n—oo :

n

RS AANESS (J2| + 1) ¢

Jj=N1+1 J Jj=N1+1

Da lim (”) 2—% = j—J, konvergiert die endliche aus N7 + 1 Summanden bestehende Summe

A gegen 0. Somit gibt es gibt ein Ny € N, Ny > Ny, sodass fiir alle n > N, gilt A < .
Insgesamt erhalten wir |(1 + %")n — exp(z)| < e fiir n > No. O]

Korollar 3.59. ¢ = lim ((1 + %)n) )

n—oo

Aufgabe 3.60. Zeigen Sie: Fiir vorgegebenes ¢ € Cist f : C — C, z — exp(cz) die
einzige Funktion, fiir die gilt

o f(z1+ 22) = f(z1)f(29) fiir alle 21,29 € C und

e lim % = c¢ fiir alle komplexen Nullfolgen (z,).
n—o0 n
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3.6. Trigonometrische Funktionen

3.6. Trigonometrische Funktionen

Dieser Abschnitt ist sehr stark inspiriert von [Eall, § 14] und von [KI, Kap. §].
Definition 3.61. Die Funktionen

cos:R—=R, x Rexp(ix)) = % (exp(iz) + exp(—ix)) und

sin: R =R, =+ S(exp(iz)) = % (exp(ix) — exp(—ix))

heiBen (reeller) Cosinus (Kosinus) und (reeller) Sinus.
Bemerkung 3.62. e Fiir alle z € R gilt
exp(iz) = cos(x) + isin(x).
Diese Gleichung wir auch Fulersche Formel genannt.
e cos(—x) = cos(x) und sin(—z) = —sin(x).
e sin®(z) + cos?(z) = 1.

Da die Multiplikation mit der imaginédren Einheit i, die komplexe Exponentialfunktion
exp : C — C und die Funktionen Realteil ® : C — R und Imaginérteil & : C — R auf
ganz C stetig sind, folgt:

Satz 3.63. Die reellen Funktionen Sinus, sin : R — R, und Cosinus, cos : R — R, sind
auf ganz R stetig.

Satz 3.64 (Additionstheoreme). Sei x,y € R, dann gilt
cos(x +y) = cos(z)cos(y) — sin(z) sin(y),
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(x) sin(y).
Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Korollar 3.65. Sei x,y € R, dann gilt

sin(z) — sin(y) = 2cos (%) sin (x 3 y) :
cos(z) — cos(y) = —2sin (%) sin (x S y) .

Der Beweis ist wiederum eine Ubungsaufgabe.

Satz 3.66 (Potenzreihendarstellung von Sinus und Cosinus). Sei x € R beliebig, dann
qilt

- - (1 (=1
sm(m):;mx 1 und Cos(x):jz% (2j)!x :

Beide Potenzreihen konvergieren absolut fir alle v € R und gleichmdfig auf jedem Kom-
paktum in R.
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Beweis. Wir teilen die Exponentialreihe in eine Potenzreihe mit geraden und eine mit
ungeraden Exponenten auf. Mit % = (—1)7 und %! = (—1)7i erhalten wir

: N VIR PR N G ) PR N G D Yo

exp(iz) =Y w(iw) =) ol = “oofa¥ 4y oL
S——— N ~ -
=R(exp(iz))ER =S (exp(iz))ER

und damit die Aussage.

Die absolute und auf jedem Kompaktum in R gleichméflige Konvergenz der angege-
benen Potenzreihen fiir Sinus und Cosinus folgt sofort aus den entsprechenden FEigen-
schaften der komplexen Exponentialreihe. O

Bemerkung 3.67. Da die Potenzreihen des reellen Sinus und Cosinus konvergieren,

haben die komplexen Potenzreihen (é;—i)lj)!z%“ und cos(z) = %z% mit z € C
=0 =0

Konvergenzradius R = oo (vgl. Lemma PBE). Wir kénnen damit den Sinus und den
Cosinus auf ganz C erweitern indem wir setzten

22+ und

: — (=1)
sin: C — C, Z g —_—
= (27 +1)!

Y '
cos : C — C, ZHZ( })223.

Beide Funktionen sind auf ganz C stetig und heiflen kompleze Sinus bzw. Cosinusfunk-
tion. Die Additionstheoreme aus Satz gelten auch fiir die komplexen Cosinus- und
Sinusfunktionen.

Satz 3.68 (EinschlieBungslemma). Ist x € (0, 2], so gilt

2 4

cos(x) S+ 5

< < 1-
< sin(z) < .

U’lﬁwwlam

1 —
r(l1-%)=2—
Beweis. Wir beweisen die Aussage lediglich fiir den Sinus. Die Argumentation fiir den
Cosinus wird analog gefiihrt (siehe z. B. [KIl, Abschn. 8.7]).

Die Sinus-Reihe
2541

2V

ist eine alternierende Reihe. Und fiir € (0,2] ist die Folge (a,) mit a, := %

strikt positive Nullfolge (da ja die Sinusreihe konvergiert). Zudem ist a,, streng monoton

fallend, da

eine

ot v <1, fir z€(0,2]
= ur T .
ay (2n +2)(2n + 3) ’ ’
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3.6. Trigonometrische Funktionen

Wie im Beweis des Leibniz-Kriteriums gesehen, gilt fiir s, (x) := Z(—l)j%
j=0

Sopr1(x) <sin(z) und sin(z) < so

fiir alle £ € N. Da nun aber die Nullfolge (a,) streng monoton fillt, gilt sogar

133

slzx—g<sin(x)<30:x.

Korollar 3.69. (i) Ist x € (0,2], dann gilt sin(x) > 0.

(i) cos|p g ist eine streng monoton fallende Funktion.

Beweis. Die Aussage (i) ergibt sich aus z(1 — %2) < sin(z), da fir z € (0,2] sowohl z
wie auch 1 — "’“"—62 strikt positiv sind.

Fiir die Aussage (ii) verwenden wir Korollar BGA. Seien x,y € [0,2] mit x > y, dann

gilt
cos(x) — cos(y) = —2 - sin (%) sin <$T-|—y) < 0.

AN

>0 >0
O

Korollar 3.70. Die Funktion cos |jo hat genau eine Nullstelle.
Beweis. Da cos |j g stetig ist und cos(0) = 1 und cos(2) < 1 — % + % = —3 hat cos |
nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine Nullstelle. Da cos|[ g streng monoton fal-
lend ist, gibt es hochstens Nullstelle. O]

Definition 3.71. Wir bezeichnen mit 7 die eindeutige Zahl in [0, 4], sodass cos (3) =0
gilt. Diese Zahl m wird auch Kreiszahl genannt.

Korollar 3.72. Es gilt sin (g) =1.

Beweis. Wegen 1 = cos? (3) + sin® (3) = sin® (5) gilt sin (5) = 1. Mit sin(z) > 0 fiir
alle x € (0, 2], folgt die Behauptung. ]

Aus exp (z%) = COoS (g) + ¢sin (%) = ¢ folgt mit der Funktionalgleichung der Expo-

nentialfunktion und der Eulerschen Formel folgende Wertetabelle:

e Jofs[a[F 2w
exp(iz) || 1|4 | =1 | —i| 1
cos(z) |[1]0|—=1| 0 |1
sin(z) (0| 1] 0 |—=1]0
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Damit erhalten wir aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und der
Eulerschen Gleichung:

exp (z+13) = iexp(z), exp(z+im) = —exp(z), exp(z+i2m) = exp(z),
cos (z+ %) —sin(x), cos(z+m) = —cos(z), cos(z+2m) = cos(z),
sin(z+ %) = cos(x), sin(z+7) = —sin(x), sin(z+27) = sin(x),

fiir alle z € C und alle x € R.

Definition 3.73. Eine Funktion f : C — C bzw. f : R — R heiflt periodisch mit
Periode p € C* bzw. p € R*, wenn

fz+p)=f(z) bzw. [f(z+p)=f(z)
fiir alle z € C bzw. alle z € R gilt.
Wir haben gesehen, dass cos und sin periodisch mit Periode 27 sind.

Satz 3.74. Die Menge aller Nullstellen des reellen Cosinus ist {% +km: ke Z} )
Die Menge aller Nullstellen des reellen Sinus ist {kw: k € Z} .

Beweis. Die einzige Nullstelle von cos |jg./2) ist 5. Wegen cos(x) = cos(—x) ist § auch
die einzige Nullstelle von cos |(_r /2, r/21. Wegen cos(z+m) = — cos(x) sind § und § 4+ die
einzigen Nullstellen von cos im Intervall (—m/2, 7 /2+ 7| der Lénge 27. Da cos periodisch

mit Periode 27 ist, folgt die Aussage fiir die Nullstellen des reellen Cosinus.
Aus cos (x + %) = —sin(x) folgt die entsprechende Aussage fiir den Sinus. O]

Korollar 3.75. Die kleinste positive Periode der reellen Sinus- und Cosinusfunktion ist
2.

Beweis. Da die Nullstellen von sin und cos einen Abstand von kw, k € 7Z, haben, ist
jede Periode von sin und cos von der Form krw, k € Z*. Da aber m wegen cos(0) = 1 und
cos(m) = —1 keine Periode von cos ist ist 27 die kleinste positive Periode vom Cosinus.
Analoge Argumente fithren zur entsprechenden Aussage fiir den Sinus. [

Aufgabe 3.76. Sei z € C. Zeigen Sie: Wenn exp(z) = 1, dann gilt z € {2k7i: k € Z}.
Aufgabe 3.77. Zeigen Sie:

(a) cos|—x/2,0 ist streng monoton wachsend.

(b) cos [jo,x ist streng monoton fallend.

(c) sin |[—r/2,x/9) ist streng monoton wachsend.
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3.6. Trigonometrische Funktionen

Mit cos(0) = 1, cos(m) = —1, sin(—7n/2) = —1 und sin(7/2) = 1 sind nach
dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen die streng monotonen Funktionen cos :
[0,7] = [—1,1] und sin : [-7/2, 7/2] — [—1, 1] bijektiv. Deren Umkehrfunkionen hei-
Ben Hauptzweig des Arkuscosinus, notiert

arccos : [—1,1] — [0, 7]
bzw. Hauptzweig des Arkussinus, notiert

arcsin : [—1,1] = [-7/2, 7/2].

Definition 3.78. Die Abbildungen

taniR\{g—l—kW: kEZ}—HR, x — tan(zx) = 2;2((2))
bzw.
cot : R\ {km: ke Z} - R, x> cot(z):= Z?Sg;

heiflen reeller Tangens bzw. reeller Cotangens (Kotangens).
Aufgabe 3.79. Zeigen Sie:

(a) tan|(_r/2,~/2) ist stetig.

(b) tan |(—x/2,0) ist negativ.

(c) tan |, r/2) ist positiv.

(d) tan |(—x/2,r/2) ist streng monoton wachsend.

(e) tan((—m/2, 7/2)) = R.

Wiederum mithilfe des Zwischenwertsatzes sehen wir, dass die streng monotone stetige
Funktion
tan : (—7/2, 7/2) = R

bijektiv ist. Deren Umkehrfunktion heifit Hauptzweig des Arkustangens, notiert
arctan : R — (—7/2, m/2).
Satz 3.80 (Polarkoordinaten). Die Abbildung

T 37T

R>0 X |:——

5 7) — C*:=C\ {0}, (r,¢) = rexp(ip) =rcos(p) + irsin(p)

st bijektiv.
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3. Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Beweis. Offenbar gilt |rexp(i@)| = r|exp(ip)| = r.

Zur Surjektivitit: Sei z € C*, dann zerlegen wir 7

wir schreiben é =z + iy mit x,y € R und 2% + 3? = 1. Wir definieren

in Real- und Imaginérteil, d. h.

| arcsin(y), wenn x > 0,
LR - arcsin(y), wenn z < 0.

Wenn x > 0, dann ist ¢ € [—7/2, /2] und sin(¢) = y. In diesem Fall ist cos(¢) > 0
und es gilt cos(p) = z, da sin(p)? + cos(p)? = 1.

Wenn x < 0, dann ist ¢ € [r/2, 37 /2] und sin(y) = sin(m—arcsin(y)) = — sin(— arcsin(y)) =
sin(arcsin(y)) = y. Desweiteren gilt offenbar cos(p) < 0 und daher wegen sin(p)? +
cos(p)? = 1 auch cos(p) = z.

Insgesamt gilt also mit r := |z| :
z . .. .
z=|z|- B = r(x +1y) = r(cos(p) + isin(p)) = rexp(ip).

Zur Injektivitét: Sei z = ry exp(ip1) = roexp(ips) fiir 112 € Rog und ;5 € [—%, 37”) )
dann gilt 71 = |z| = o und damit exp(ip1) = exp(ips), also 1 = exp(ipy) exp(—ips) =
exp(i(p1 — @2)). Somit gilt 1 — g € 2Zm und damit ¢ — s = 0. O

Die Darstellung einer komplexen Zahl z # 0 als z = rexp(ip) heifit Polarkoordinaten.
Hierbei ist 7 = |z| der Betrag von z, und ¢ € R heifit das Argument von z, wobei ¢
nur bis auf Addition eines Elementes von 2Zm durch z bestimmt ist. Oftmals wird daher
einfach ¢ € [0, 27) angenommen.

Ausblick

Der Begriff einer stetigen Abbildung gehort genuin in den Bereich der mengentheore-
tischen Topologie. Lineare Abbildungen zwischen topologischen Réumen spielen in der
Topologie eine dhnliche Rolle wie lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen in der
Linearen Algebra.

Unsere Definition einer stetigen Abbildung erweitert sich in natiirlicher Weise auch
auf Abbildungen zwischen metrischen Raumen. Die Aquivalenz von Stetigkeit und Fol-
genstetigkeit gilt auch fiir Abbildungen zwischen metrischen Rdumen.

Wer mehr {iber den Begriff der stetigen Abbildung zwischen metrischen oder sogar
allgemeinen topologischen Rdumen erfahren mochte, sei auf die ersten beiden Kapitel
des Buches [{].
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Differentialrechnung

4.1. Grenzwerte bei Funktionen
Wir orientieren uns hier an [Eall, S. 60 f.].

Definition 4.1. Sei X C C eine nichtleere Teilmenge, dann bezeichnet X die Menge
aller Elemente a € C := C U {oco} mit der Eigenschaft: Es gibt eine Folge (2,) von
Elementen aus X mit lim z, = a. Die Menge X heit Abschluf von X in C.

n—oo

Sei f: X — C eine Funktion. Wir schreiben

e lim f(z) =c oder kurz lim f(z) =

z—a z—a
zeX
mit a € X, wenn fiir alle Folgen (z,,) in X mit lim 2, = a gilt lim f(z,) = c.
n—o0 n—oo
e lim f(z) =c¢ oder kurz lim f(z) =
z—>00 Z—00
zeX
wenn oo € X und fiir alle Folgen (2,,) in X mit lim z, = oo gilt lim f(z,) = c.

Definition 4.2. Sei X C R eine nichtleere Teilmenge, dann bezeichnet X die Menge
aller Elemente a € R := RU {oo, —oo} mit der Eigenschaft: Es gibt eine Folge (z,,) von
Elementen aus X mit lim z, = a. Die Menge X heiBt Abschluf von X in R.

n—oo

Sei f : X — C eine Funktion. Wir schreiben

e lim f(x) =c oder kurz lim f(z) =

Tz—a T—a
zeX
mit a € X, wenn fiir alle Folgen (x,) in X mit lim z, = a gilt lim f(z,) = c.

n—oo n—o0

e lim f(z) =c¢ oder kurz h{n flx) =
zTa rfa
rzeX

mit a € X, wenn fiir alle Folgen (z,) in X mit x, < a fiir alle n € N und

lim z, = a gilt lim f(z,) =c.
n—0o0 n—oo
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4. Differentialrechnung

e lim f(x) =c¢ oder kurz liin flz)=c
xla rla
rxeX
mit a € X, wenn fiir alle Folgen (x,) in X mit z, > a fir alle n € N und
lim z, = a gilt lim f(z,) =c
n—oo n—oo

e lim f(x) =c oder kurz lim f(x)=c,

T—00 T—00

rzeX

wenn oo € X und fiir alle Folgen (x,) in X mit lim z, = oo gilt lim f(x,) = c.
n—oo n—oo

e lim f(z)=c¢ oder kurz lim f(z)=rc,

T——o00 T—r—00

rzeX

wenn —oo € X und fiir alle Folgen (z,,) in X mit lim z,, = —oco gilt lim f(z,) = c.
n—oo n—oo

Bemerkung 4.3. Fine Funktion f : X — C ist offenbar genau dann stetig in a € X,
wenn lim f(x) = f(a) gilt.
r—a

4.2. Differenzierbare Funktionen
In diesem Abschnitt folgen wir der Darstellung in [KJl, Abschn. 9.1] und [EQT, § 15].

Definition 4.4. Sei I C R ein offenes Intervall und f : I — C eine Funktion. Fiir z, €
heifit die Abbildung

I\{z,} - C, z+—

Differenzenquotient von f in z,.
Wir nennen f

e differenzierbar (ableitbar) in x, € I, wenn der Grenzwert

by d@ = f@o) (@) = f(wo)
weniey T To T, T — T,

existiert und eine komplexe Zahl ist. In diesem Fall heif3t

) = tim L) = @)

T T — X,
Ableitung oder Differential von f im Punkt z,.

e auf ganz I differenzierbar oder kurz differenzierbar oder ableitbar, wenn f in jedem
Punkt = € I differenzierbar ist. In diesem Fall heiffit die Funktion

I —C, zw— f(x)

Ableitung von f.
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4.2. Differenzierbare Funktionen

Bemerkung 4.5. e Die angegebene Definition von Differenzierbarkeit kann man tel

quel auch fiir Abbildungen von f : C — C iibernehmen. Jedoch fiithrt das Studium
dieses Ableitungsbegriffes fiir Funktionen einer komplexen Variablen zu einer sehr
schonen aber eigenen Theorie, der sogenannten Funktionentheorie.

Ist f: 1 — R reellwertig, so hat der Differenzenquotient Li(%) eine geometri-

sche Interpretation: Er gibt die Steigung der Sekante des Graphen von f zwischen
(z, f(z)) und (z,, f(z,)) an.

Alternativ kann man auch sagen: f : I — Cist in z, € I differenzierbar, wenn der
Limes "

lim f(wo + ) B f(xo)

h—0 h

existiert. In diesem Fall ist natiirlich

lim f(xo + h) — f($o) _ f,(5(7o) — lim f(ﬂf) — f(xo)'

h—0 h TT, T — T,

Anstelle von f(x,) sind auch die Notationen f(z,), %(xo) D, f oder Df(x,)
tiblich.

Satz 4.6 (Charakterisierung von Differenzierbarkeit). Fir eine Funktion f : I — C
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f istin x, € I differenzierbar.

(i)

(iii)

Es gibt eine Funktion ¢ : I — C, welche in x, stetig ist, sodass fiir alle x € I gilt:
f(x) - f(xo) = (CL‘ - Io) ’ gb(l‘)
Es gibt eine R-lineare Abbildung L : R — C, sodass

lim f(xo + h) — f(xo> — L(h)

h—0 h =0

Gegebenenfalls gilt f'(x,) = ¢(x,) bzw. L(h) = f'(x,) - h.

Beweis. Ist f in z, differenzierbar, dann ist die Funktion

f(x,), wenn I = x,

stetig, da lim ¢(z) = lim {20 — #1(5) = 4(x,). Also gilt (i) = (ii).
T—To T—T
Wenn f(z)— f(x,) = (x—xo) -<b( ) fiir eine in z, stetige Funktion ¢ gilt, dann existiert

auch

lim

T—To T — Tp T—To
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4. Differentialrechnung

Somit gilt (it) = (7).
Ist f in x, differenzierbar, so setze L(h) = f'(x,) - h. Damit folgt (iii) aus (i).
Sei L(h) = c+h mit c € C eine Lineare Abbildung mit lim Jaoth)Zf el L) — () Dann
—
folgt

f($o+h)—f($o)—0'h f(xo_‘_h)_f(xo)

0= lm h = h — o
e f(zo+ ) = fw0)
/ T mo —I'_ - xo _
fiao) = lim, h -
So erhalten wir aus (iii) die Aussage (i). O

Ist f in z, differenzierbar, dann heifit die affin-lineare Abbildung
Txo :[_>Ca x*_)f(mo)—{_[’(aj_xo):f<xo)+f,<xo)($_xo)

(affin) lineare Approximation von f in x,. Ist f reellwertig, dann ist 7, die Tangente
am Graphen von f im Punkt (z,, f(z,)).

Aus der Charakterisierung von Differenzierbarkeit in x,, welche in Satz B8 (ii) gegeben
ist, folgt sofort:

Korollar 4.7. Ist f : [ — C in x, € I differenzierbar, dann ist f in x, stetig.

Beweis. Da f in x, differenzierbar ist, gilt

f(x) = (z — o) - ¢(x) + f(z,)

fiir eine in z, stetige Funktion ¢ : I — C (Satz B3 (ii)). Damit folgt

lim f(z) = lim (z —2,) - §(x) +f(20) = f(20).

T—To T—To
—0-¢(x0)=0

Also ist f stetig in x,. m

Bemerkung 4.8. Die Umkehrung von Korollar BE77 ist falsch: Eine in z, stetige Funktion
f I — C muss nicht in z, differenzierbar sein, wie folgende Beispiele zeigen:

(a) f: R— R, x+ |z| ist in z, = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.

x-sin(l), fiir x #0,

T

0, fiir 2 =0 ist in x, = 0 stetig, aber nicht

(b)f:R—)R,xH{

differenzierbar.

Ja, es gibt sogar Funktionen f : R — R, welche auf ganz R stetig sind, aber in keinem
Punkt von R differenzierbar sind (siehe z. B. [KIl, Abschn. 3.11]).

Satz 4.9. Seien f,g: 1 — C in x, differenzierbare Funktionen und X\ € C, dann gilt:
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4.2. Differenzierbare Funktionen

(i) f+ g istin x, differenzierbar mit
(f +9) (x0) = f'(w0) + g'(20)-
(ii) \- f ist in x, differenzierbar mit

(A=) (o) = A+ f' (o).

Der Beweis ergibt sich einfach aus den Eigenschaften von Grenzwerten.

Die Mengen {f : [ — C: f differenzierbare Funktion} und {f : I — C: f Funktion}
sind bzgl. der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation komplexe Vektorrdume
und die Abbildung

{f:I— C: fdifferenzierbare Funktion} — {f: I — C: f Funktion}, [~ f
ist C-linear. Dieses besagt gerade der Satz E9.

Satz 4.10 (Produkt— und Quotientenregel). Seien f,g : I — C in x, differenzierbare
Funktion und X\ € C, dann gilt:

(i) f-g ist in x, differenzierbar mit

(f - 9)' (o) = f'(xo) - g(wo) + f(w0) - '(w5)  (Produktregel).

(ii) Ist g(x) # 0 fir alle x € I, dann ist 5 in x, differenzierbar mit

(Quotientenregel).

i / z.) = f/(xo)g(xo) B f(xo)g,<xo>
(5) (9(0)

Beweis. Durch einfache Umformungen sieht man, dass der Differenzenquotient von f - g

in z, als

9(xo +h) — g(zo)
h

f(wo +h) — [(,)
h

und der Differenzenquotient von

f(zo)

9(xo +h) +

!

L in x,als
g

1 f(zo+h) — f(x,) 9(xo +h) — g(z,)
9@ + W)g(ay) ( o )= P (“"“0))

geschrieben werden kann. Mit A — 0 erhalten wir daraus die Differenzierbarkeitsaussagen
und die Gleichung fiir die Ableitung. O

Definition 4.11. Sei k € N* und f : I — C. Wir setzen f© := f und f® = (f(k‘l)),,
wenn f*~1) differenzierbar ist. f heiBt n-mal differenzierbar, wenn f existiert.
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4. Differentialrechnung

Aufgabe 4.12. Seien n € N*, [ ein offenes Intervall in R und f, ¢ : I — C zwei n-mal
differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie f - g ist n-mal differenzierbar mit

(f - g = En% ((7;) £0) .g(n—j>> _

Satz 4.13 (Kettenregel). Sei f : I — R mit f(I) C J in x, € I differenzierbar und
g:J—= Cinvy, := f(z,) differenzierbar, dann gilt go f : I — C ist in x, differenzierbar
mat

(g © f),(xo) = g/(f(xo)) ’ f/(xo) (Kettenregel).

Beweis. Wir verwenden hier die Charakterisierung (ii) der Differenzierbarkeit in Satz
B8 und schreiben

f(@) = f(wo) = (x = wo)p(x)  baw. g(y) = 9(vo) = (¥ — 4o)¥(y)

wobei ¢ : I — R stetig in x, und ¢ : J — C stetig in ¥(y,) mit ¢(z,) = f'(z,) und
V(o) = ' (o) = ¢'(f(z,)) sind.

Wir erhalten durch eine einfache Rechnung
(g0 f)(x) = (g0 f)lx) = (& — o) - (Yo f)(x) - ().
Da die Funktion (o f) - ¢ in z, stetig ist mit
(o f)-d)(wo) = g'(f(xo)) - f'(wo)
folgt die Behauptung mit Satz I8, O

Beispiel 4.14. (a) Fiir f, : R = R, 2+ 2", n € N, gilt f/(z) = na™ L.

Die Félle n = 0,1 sind einfach von Hand nachzurechnen. Zum Induktionsschluss
erhalten wir aus der Produktformel mit f,,.; = f,, - f1 sofort nach Induktionsvoraus-
setzung

frn(@) = fo(@) - ful@) + fulz) - fi(z) = na" o + 2" = (n+ 1)a".
(b) Sein e N*und f_, : R\ {0} = R, 2 +— 27", dann gilt
fo(z) = —nz "L

(c) Fiir die reelle Exponentialfunktion exp gilt exp’ = exp.
Mit Ubungsaufgabe 53 (Ubungsblatt 11) gilt

h) — h)—1
exp(z + f)L exp(z) _ exp(z) - exp(h) h—0

> exp(z).
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4.3. Der Mittelwertsatz und seine Anwendungen

(d) Nach der Kettenregel gilt fiir jedes ¢ € Cund f.: R — C, x — exp(cz) :

fi(x) = cexp(cx).

(e) Es gilt sin’(x) = cos(x) und cos'(z) = — sin(x). Mit cos(x) = £ (exp(iz) + exp(—ix))

-2
erhalten wir aus den Ableitungsregeln

cos'(z) = % (iexp(iz) — i exp(—iz))
= —2%_ (exp(iz) — exp(—ix))

= —sin(z).
Der Beweis fiir die Ableitung von sin kann analog gefithrt werden.

Satz 4.15 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : I — R eine streng monotone,
reellwertige Funktion, welche in x, € I differenzierbar ist mit f'(z,) # 0. Seig : f(I) — 1
die Umkehrfunktion von f. Dann ist g in y, := f(x,) differenzierbar und es gilt

W) = 5 =
I =02y ~ Flaw))

Beweis. Da f in x, differenzierbar ist, gibt es nach Satz B3 eine Funktion ¢ : I — R,
welche in z, stetig ist mit ¢(z,) = f'(x,) # 0, sodass

(4.1) f(@) = fl@o) = ¢(x)(z — ).

Die Funktion ¢ hat keine Nullstelle: Fiir y # v, gilt ndmlich f(y) # f(y,) wegen der
strengen Monotonie von f, und fiir y = y, ist ¢(z,) = f'(x,) # 0.

Setzen wir nun y = f(z) und x = ¢(y) in Gleichung (E) ein, so folgt y — y, =
¢(9(y))(9(y) — 9(yo)) und damit

(Ableitung der Umbkehrfunktion).

1
9(y) — 9(yo) = o) (Y — ¥o)

fir alle y € f(I). Da f streng monoton und in z, stetig ist, ist die Umkehrfunktion g
in y, stetig. Weil zudem ¢ in z, = ¢(y,) stetig ist und nicht verschwindet, ist auch die

Funktion @ in g, stetig. Nach Satz B3 ist damit g in y, differenzierbar mit ¢'(y,) =
S S|
#(g(yo)) — d(@o) — f(w0)” =

4.3. Der Mittelwertsatz und seine Anwendungen

Wir orientieren uns in diesem Abschnitt an [BI, Kap. V], [Eadl, § 16] und an [, Abschn.
9.3 u. 9.4].

Definition 4.16. Sei f : I — R eine Funktion auf einem offenen Intervall I C R. Wir
sagen f hat in z, € I ein
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4. Differentialrechnung

lokales Mazimum, wenn gilt:

e>0Veeln(z,—c,x,+¢):  flx) < f(x,).

echtes (oder isoliertes) lokales Mazimum, wenn gilt:

de>0 Vee (I \{z,})N(z,—c,2,+¢): [f(x) < f(z,).

lokales Minimum, wenn gilt:

Je>0Veeln(z,—c,x,+¢): flx)> fx,).

echtes (oder isoliertes) lokales Minimum, wenn gilt:

de >0 Ve e (I \{z.})N(zo—c,20+¢):  flz)> f(z,).

e [okales Extremum, wenn f in x, ein lokales Maximum oder Minimum hat.

Satz 4.17 (Satz von Fermat™). Sei f : [ — R eine Funktion, die in x, € I ein lokales
Extremum hat und in diesem Punkt x, differenzierbar ist, dann gilt f'(z,) = 0.

Beweis. Wir beweisen diesen Satz fiir lokale Minima. Fiir lokale Maxima ist der Beweis

analog.

Fiir gentigend kleine h € R gilt dann f(z,+h) > f(x,) und somit f(z,+h)—f(z,) > 0.

Da f in z, differenzierbar ist, existiert f'(x,) = }llin% w und es gilt
—

hmf(xo—{'h) _f(xo) — lim f(xo"i_h’) _f(xo) :llmf(xo+h) _.f<x0).
h10 h h—0 h h10 h
Mit lim J(zo £ h) = Jlxo) < 0 und lim J(@o 1) = J(xo) > 0 erhalten wir f'(z,) =
10 h , hio h _
<0 >0
lim w —0. O

h—0

Im Folgenden seien a und b zwei reelle Zahlen mit a < b.

Theorem 4.18 (Satz von Rolle™). Sei f : [a,b] — R eine stetige und auf (a,b) diffe-
renzierbare Funktion mit f(a) = f(b), dann gibt es ein £ € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Ist f eine konstante Funktion, dann ist die Aussage des Satzes klar.

Sei f nun nicht konstant. Als stetige Funktion nimmt f auf dem Kompaktum [a, 0]
(globales) Maximum und ein (globales) Minimum an (Theorem BZ8), welche nicht gleich
sind, da f nicht konstant ist. Damit wird mindestens eines dieser Extrema in einem Punkt
¢ € (a,b) angenommen. Nach Satz B4 gilt f'(£) = 0. O

9Pierre de Fermat (17. Jahrh.), franzosischer Jurist und Mathematiker
9%Michel Rolle (1652-1719), franzésischer Mathematiker
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4.3. Der Mittelwertsatz und seine Anwendungen

Theorem 4.19 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R, a < b,
eine stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion. Dann gibt es ein £ € (a,b), sodass
qilt:

f(b) = f(a)

- 10

Beweis. Die Hilfsfunktion

h:la,b] — R, fo(x)—W(x—a)

ist stetig und auf (a,b) differenzierbar und erfillt h(b) = f(a) h(a) Nach dem Satz
von Rolle (Theorem BI8) gibt es ein £ € (a,b) mit 0 = /() = f/(§) — —(, also

16 = 15, 0
Theorem 4.20 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Zwei stetige Funktionen f, g : [a,b] —
R seien auf (a,b) differenzierbar, wobei zudem ¢ auf (a,b) keine Nullstelle hat. Dann
gibt es ein & € (a,b), sodass™®

f(b) = f(a)
hila,b] = R,z f(z) o)~ g(a) (9(x) — g(a))
Diese erfiillt h(b) = h(a). Geméa8 des Satzes von Rolle (Theorem BI8) gibt es also ein
¢ € (a,b) mit 0 =1'(¢) = f(§) — L=L4 ¢/ (€) und damit

fb) — fla) _ f'(§)
g(b) —g(a) g

[]

Korollar 4.21 (Schrankensatz). Sei f : [a,b] — R, a < b, eine stetige und auf (a,b)
differenzierbare Funktion. Angenommen es gibt Zahlen m, M € R, sodass fiir alle x €
(a,b) gilt.

m < f'(z) < M,

dann gilt
m(y —x) < fy) = flx) < M(y —z)

fiir alle a < x <y < b. Insbesondere ist f dann auf [a,b] Lipschitz-stetig.

9Da ¢’ auf (a,b) keine Nullstelle hat, folgt nach dem Mittelwertstatz g(b) — g(a) # 0.
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4. Differentialrechnung

Beweis. Fiir x = y ist die Aussage trivial. Sei also a < x < y < b. Dann betrachten wir
[z und erhalten nach dem Mittelwertsatz

fly) —
Y=
fiir ein passendes £ € (x,y). Mit m < f/(§) < M folgt sofort m < f(y) x) < M und
damit auch die Aussage. m

Als direkte Konsequenz erhalten wir:

Korollar 4.22. Ist f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar, sodass f': (a,b) —
R stetig ist, dann ist f auf jedem kompakten Teilintervall von (a,b) Lipschitz—stetig.

Korollar 4.23. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R, a < b, die auf (a,b) differenzierbar
ist und f'(x) =0 fir alle x € (a,b) erfillt, ist konstant.

Korollar 4.24 (Ableitung und Monotonie). Sei f : [a,b] — R, a < b, eine stetige und
auf (a,b) differenzierbare Funktion mit Ableitung f': (a,b) — R. Dann gilt:

(i) Wenn f' >0, d. h. wenn f'(x) > 0 fir alle z € (a,b), dann ist f streng monoton
wachsend.

(ii) f ist genau dann monoton wachsend, wenn f' >0, d. h. f'(x) > 0 fir alle © €
(a,b).

(iii) Wenn f' <0, d. h. wenn f'(x) <0 fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton
fallend.

w 15t genau dann monoton fallend, wenn f* <0, d. h. f'(x) <0 fir alle x € (a,b).
f d fallend I d. h. f' fiir all b

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage (i) und (ii). Die Aussagen (iii) und (iv) zeigt man
analog oder durch Ubergang zu — f.

Sei f' > 0 und angenommen f sei nicht streng monoton wachsend, dann gibt es
z,y € [a,b] mit < y und f(x) > f(y). Nach dem Mittelwertsatz fiir f|;, gibt es

€ € (z,y) mit 0 > L9=E — #(¢) im Widerspruch zu f/(¢) > 0. Das zeigt (i).

y—x
Ist f monoton wachsend und auf (a,b) differenzierbar, dann gilt fiir alle = € (a,b) :
Yy—x y—x yla y—x
>0

Wenn nun f' > 0 und f nicht monoton wachsend ist, dann gibt es z,y € [a,b] mit
v < yund f(x) > f(y). Nach dem Mittelwertsatz fiir f|j, gibt es £ € (x,y) mit

0 < f(y) f(""’ = f'(§), im Widerspruch zu f’(§) > 0. Das zeigt (ii). []

Bemerkung 4.25. Die Funktion f : [-1,1] — R, x — 2? ist streng monoton wachsend
mit f'(0) = 0. Damit impliziert streng monoton wachsend nicht eine strikt positive
Ableitung. Analog impliziert streng monoton fallend nicht eine strikt negative Ableitung.

100



4.3. Der Mittelwertsatz und seine Anwendungen

Definition 4.26. Sei f : I — C eine Funktion, wir definieren rekursiv die n-te Ableitung
f™ von f durch f© = f und f™ = (f(”_l))/, n € N*, wenn f"~1 existiert und
ableitbar ist. Die zweite Ableitung £ von f wird oft auch mit f” bezeichnet.

Eine Funktion f : I — C heift n-mal stetig differenzierbar, wenn die n-te Ableitung
f™ von f existiert und auch stetig ist.

Satz 4.27. Sei f : I — R eine differenzierbare Funktion und in x, € I ein Punkt mit
f'(x,) = 0. Angenommen in x, ezistiere sogar die zweite Ableitung von f. Dann gilt:

(i) Wenn f"(x,) > 0, dann hat f in x, ein echtes Minimum.
(ii)) Wenn f"(x,) <0, dann hat f in x, ein echtes Mazimum.

Beweis. Wir beweisen nur die Aussage (ii). Die Aussage (i) zeigt man auf &hnliche

Weise. Aus 0 > f"(z,) = lim % = lim % schliessen wir, dass es ein € > 0
T—To o T—To o

gibt, sodass ;H_LQ <0 fir alle x € (x, —€,2, + ) N (L \ {x,}).

Gilt nun = € (x,, 7, + €), 50 ist * — 2, > 0 und damit f'(z) < 0 Damit ist f|(, z,+e)
streng monoton fallend.

Gilt nun = € (2, — €, %,), so ist  — x, < 0 und damit f'(x) > 0 Damit ist f|,—cq0,)
streng monoton wachsend.

Zusammenfassend folgt, dass f in x, ein echtes Maximum haben muss. O]

Wir méchten nun einige Sétze diskutieren, die als Regeln von de I’Hépital™ bezeichnet
werden.

Satz 4.28 (1. Regel von de I’'Hopital). Seien f,g : [a,b] — R, a,b € Rya < b, zwei
stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktionen mit f(a) = g(a) = 0, wobei ¢’ auf (a,b)

keine Nullstelle habe. Wenn der Grenzwert li{n % (im eigentlichen Sinn) existiert™,
dann ezistiert auch der Grenzwert liin % und es gilt
/
lim _f(ac) = lim f(w)

wla g(x)  wle g'(x)

Beweis. Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gibt es fiir jedes = € [a, b] eine Zahl

Az € (0,1), sodass
fl) _ flo) = fla) _ [fllat+Ae(x—a))

g(z)  g(x)—gla)  g'(a+X(z—a))

gilt. Da liin Az(x —a) = 0 folgt die Aussage. O

100Guillaume Frangois Antoine de L'Hopital (1661 - 1704), franzosischer Mathematiker
101Wenn dieser Grenzwert nicht existiert, so kann nichts gefolgert werden.
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4. Differentialrechnung

Korollar 4.29 (2. Regel von de I'Hopital). Seien f,g : [a,00) — R zwei stetige und auf
(a,00) differenzierbare Funktionen mit lim f(x ) =0= lim g( ), wobei g’ auf (a, 00)
T—r 00

keine Nullstelle habe. Wenn der Grenzwert hm ,( (zm ezgentlzchen Sinn) existiert™,

dann existiert auch der Grenzwert lim g—;) und es gilt

T—r 00 (

!/
lim M = lim @
e gla) e ()
Beweis. Zum Beweis konnen wir ohne Einschrinkung a > 0 voraussetzen. Die Aussage

folgt dann im Wesentlichen durch die Substitution z — % aus der 1. Regel von de
I’'Hopital. Die Details sind eine gute Ubung. [

Satz 4.30 (3. Regel von de I'Hopital). Seien f,g : (a,b) — R,a € Rya < b, zwei
differenzierbare Funktionen mit liin g(x) =00 = liin f(x), wobei g keine Nullstelle habe.

Wenn der Grenzwert liin % (im eigentlichen Sinn) existiert™, dann existiert auch der

Grenzwert lim% und es gilt

zla

lim M = lim f(z)

g(z) e g'(z)

Beweis. Sei L := limg, % und € > 0 beliebig. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit § < b — «a,

sodass fiir alle t € (a,a + ¢) gilt:
f'(0)
g'(®)

Da lifn g(x) = oo konnen wir zudem ¢(¢) > 0 fiir alle ¢ € (a,a + ) annehmen. Sei nun

19
Ll < —.
2

y € (a,a + 0), so folgt fiir alle = € (a,y) nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz

f(x) = fly £
‘ ( )—g((y))_L )
Aus
f@) _ f@) - i) 188
glx)  g(z) —gly) 1-44
folgt

f@)  fl@) = fy) _ F@) = fy) —ﬁ_l o
g(x)  g(x) —gly) g@)—gly) \ 1- 1Y
N—————

beschrankt

(z)

zl
Trla 1

102Wenn dieser Grenzwert nicht existiert, so kann nichts gefolgert werden.
103Wenn dieser Grenzwert nicht existiert, so kann nichts gefolgert werden.
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4.3. Der Mittelwertsatz und seine Anwendungen

Nach eventueller Verkleinerung von § > 0 konnen wir also annehmen, dass zudem fiir
alle z € (a,a +9) gilt:

‘f(w) @) - f(y)‘ _€

g(x)  gl@)—gly)| 2

Insgesamt gilt also:
flz) flx)  fl)=fW] , [f@) = fly) .
e L‘ : ‘gu) o(@) — 9) ' y ’gu) “oy) 1T

]

Satz 4.31. Seic € R und f : R — R eine differenzierbare Funktion mit f'(x) = cf(z)
und fiir alle x € R und f(0) = 1. Dann gilt f(x) = exp(cz) fir alle x € R.

Beweis. Seig: R — R,z +— f(z)exp(—cz). Dann ist g iiberall differenzierbar und damit
auch iiberall stetig. Wegen

g'(z) = f'(z) exp(—cx) — cf (x) exp(—ca) = cf (z) exp(—cx) — cf (x) exp(—cx) = 0

ist ¢ nach Korollar B2Z3 auf jedem kompakten Intervall in R und damit auf ganz R
konstant. Mit g(0) = f(0) exp(0) = 1 folgt 1 = g(z) = f(x) exp(—cz) fiir alle z € R und
somit f(z) = exp(cx). O

Wir erhalten somit eine weitere Charakterisierung der reellen Exponentialfunktion:

Korollar 4.32 (Charakterisierung der Exponentialfunktion). Die Exponentialfunktion
ist die einzige differenzierbare Funktion f:R — R, welche f' = f und f(0) = 1 erfiillt.

Wir fithren nun noch zur Vollstdndigkeit folgende iiblichen Notationen ein:
Sei K=R,C und I C R ein offenes Intervall sowie n € N, dann definieren wir

C"I,K)y=C"(I):={f:1—=K: f™ existiert und ist stetig} .
Die Menge C°(I, K) ist also die Menge der stetigen K-wertigen Funktionen auf I. Offenbar
gilt C"1(I,K) C C"(I,K) fiir alle n € N. Wir setzen

C*(I,K)=C>(I) = ﬂ C"(I,K)={f:1—K: fbeliebig oft stetig differenzierbar} .
n=0

Die Mengen C’(I,K), j € NU {oo} sind bzgl. der natiirlichen punktweisen Additi-
on und skalaren Multiplikation (unendlich dimensionale) K-Vektorrdume. Beziiglich der
punktweisen Multiplikation sind sie sogar Algebren.

Aufgabe 4.33.

exp(—1/x), wenn x>0

fiR=R, x»—>{0’ wenn x <0
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4. Differentialrechnung

(a) Zeigen Sie: Es gibt polynomiale Funktionen p,, : R — R, sodass fiir alle n € N gilt™:

f(n)( ) = pn(1/x)exp(—1/z), wenn x>0
e 0, wenn x <0

(b) Skizzieren Sie den Graphen von f.

(c) Zeigen Sie: Fiir F: R — R, z+— exp(e) - f(f(1) — f(1 —2)) gilt:
(i) F ist beliebig oft differenzierbar.
(ii) F|(=o0,0) = 0 und Fp o) = 1.
(ili) F|o,1) ist streng monoton wachsend.

(d) Skizzieren Sie den Graphen von F.

(e) Zeigen Sie: Sei a < b und £ > 0. Es gibt eine beliebig oft differenzierbare Funktion
h: R — R, sodass

=1, wenn x € |a, bl
h(z){ =0, wenn 1z € [a—e,b+ ¢,
€ [0,1], sonst.

Hinweis: Skizzieren Sie einen moglichen Graphen von A und verwenden Sie F' aus
Teil (b) um eine passende Funktion h anzugeben.

4.4. Ableitungen von Reihen

In diesem Abschnitt orientieren wir uns an [KI, Abschn. 9.5] und [EQT, § 21].

Satz 4.34. Gegeben seien Funktionen f, : I — C, n € N, und ein Punkt x, € 1. Wir
nehmen an, dass gilt:

(i) > fn konvergiert punktweise auf I ,

(i) fir alle n € N ist f,, : [ — C Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L, sodass
> L, konvergiert.

(iii) f,, ist fir alle n € N in x, differenzierbar und
(iv) > fl(x,) konvergiert

Dann ist f =) fo: I = C, = ) fi(z) in z, differenzierbar mit
=0

Fllwe) = fil,).

104Betrachten Sie insbesondere die Ableitungen in z = 0
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4.4. Ableitungen von Reihen

Beweis. Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Wir wihlen N € N, sodass sowohl

o0

Z Ln<§

j=N+1

als auch

_ Jf: <fj($)_of](3?o) jj;mo))
< i(f“ D) — e )|+ ;hf](x;:iim)f ';lf;w

IA
<
L[]=
g
K
N—
|
S
—
I
Q
N—
|
[]=
St
=S
NI

!/
N N N
Da die endliche Summe ) f; in z, ableitbar ist, mit | > f,) (zo) = > fi(w,), gibt es
= i=0 =0

7=0

ein § > 0, sodass fur alle z € (I \ {z,}) N (z, — 9§, x, + I)

N
fi(x) = fi(x,) : €
_ < Z
Z T — T, Zf](lﬁo) -3
7=0 7=0
und somit
fl@) = flzo) 4
‘ T —z, ;E%uﬂ( o) <e¢
gilt. Damit folgt die Aussage. m

Korollar 4.35. Gegeben seien Funktion f, : I — R, n € N, sodass gilt:
o fiir alle n € N st f, ableitbar,

e > fn konvergiert auf I punktweise,
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> ||f|lsup konvergiert.
Dannist f:=> fo: I >R, x+— j;) f](x) differenzierbar mit f = Z;'io fj/

Beweis. Die Voraussetzungen von Satz B3 sind offenbar in jedem Punkt z, € I erfiillt,
denn es gilt:

o
e Wenn ) || fulsup konvergiert, dann konvergiert auch ) f(z,) (Majoranten-Kriterium).
j=0

e Wenn > || fullsup konvergiert, dann ist (vgl. Schrankensazu (Korollar BZ21)) L,, :=
|| fullsup filr jedes n € N eine Lipschitz-konstante fiir f,,.

O

Satz 4.36 (Ableitung von Potenzreihen 1). Sei (a,) eine reelle Folge, sodass die Po-
tenzreihe > a,x™ Konvergenzradius R > 0 hat. Dann ist die Funktion

f:(-R,R) = R, xHZajxj

J=0

auf dem ganzen Intervall (—R, R) differenzierbar mit

! x) = Zjaj,rj_l = Zjajxj_l = Z(] + 1)Gj+1l’j-
§=0 j=1 J=0

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Potenzreihe ) (n + 1)a,41 2" ebenso Konver-
~——

:=by,
genzradius R hat. Dieses ergibt sich sofort aus dem Quotientenkriterium:
b, n+1)ay, 1+ a,
bn+1 (TL + 2)an+2 1+ n Ap12

Auf jedem Intervall [—r,r] mit 0 < r < R konvergiert somit die Reihe
Yolln + Dapg12™||sup (vel. Korollar BZ4). Aus Korollar BZ33 folgt sofort die Aussa-
ge. O

Korollar 4.37 (Ableitung von Potenzreihen 2). Sei (a,) eine reelle Folge, sodass die
Potenzreihe Y a,(x — z,)" Konvergenzradius R > 0 hat. Dann ist die Funktion

f:(z,—R,z,+ R) = R, xHZaj(x—:co)j

J=0

auf dem ganzen Intervall (x, — R, x, + R) differenzierbar mit

Zja]x—:co Zja]x—xo Z]—i— Jajii(r — ).
7=0
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4.5. Logarithmus und allgemeine Exponentialfunktionen

Durch einfache Rechnung erhalten wir aus dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen (Satz
27a):

Korollar 4.38 (Ableitung von Potenzreihen 3). Sei (a,) eine reelle Folge, sodass die
Potenzreihe Y a,(x — x,)" Konvergenzradius R > 0 hat. Dann ist die Funktion

f:(x,—R,z,+ R) = R, xHZaj(aS—xo)j

J=0

auf dem ganzen Intervall (z, — R, x, + R) beliebig oft differenzierbar. Zudem gilt

4.5. Logarithmus und allgemeine Exponentialfunktionen

Wir orientieren uns in diesem Abschnitt an [EQll, §12]
Nach den letzten beiden Aussagen von Satz B34 ist die Abbildung exp : R — Ry
bijektiv.

Definition 4.39. Die Umkehrabbildung
In:Ryg— R
von exp : R — Ry wir natirlicher Logarithmus genannt.
Aufgabe 4.40. (a) Zeigen Sie: Fiir alle z > 0 gilt In'(z) = 1.
(b) Zeigen Sie: Der Logarithmus In ist streng monoton wachsend.
(¢) Zeigen Sie: Der Logarithmus In hat genau eine Nullstelle in x = 1.
(d) Zeigen Sie: Fiir alle 2,y € Ry gilt In(zy) = In(z) + In(y).

Definition 4.41 (Exponentialfunktion zu einer anderen Basis). Sei b > 0, dann heifit
die Funktion
exp, : R = R, x> expy(z) := exp(xzIn(b))

Ezxponentialfunktion zur Basis b.

Beobachtung 4.42. o Als Verkniipfung differenzierbarer Funktionen ist exp, offen-
bar wieder differenzierbar.

o Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion exp folgt

expy (7 + y) = expy () exp,(y)

fiir alle x,y € R.
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4. Differentialrechnung

Aufgabe 4.43. Sei b > 0.

(a) Sei z € R. Zeigen Sie (z. B. durch vollstéindige Induktion): Fiir alle n € N* gilt
expy(nx) = (exp,(x))".

(b) Zeigen Sie: Fiir alle k € Z gilt: exp, (k) = b*.
(¢c) Zeigen Sie: Fiir alle m € Z und alle n € N* gilt exp, (2) = (/b)™.

Motiviert duch die Gleichung exp, (2) = (/b)™ fiir alle m € Z und alle n € N* setzen
wir flir b >0 und z € R :

(4.2) b* := exp,(z) = exp(z In(b)).
Aufgabe 4.44. Beweisen Sie: Seien a,b > 0 und z,y € R, dann gilt:

by = b . by,

4.6. Konvexe Funktionen und wichtige Ungleichungen

In diesem Abschnitt folgen wir [Eall, § 16] und KT, Abschn. 9.7 u. 9.8].

Definition 4.45. Eine Funktion f : I — R auf einem (offenen) Intervall I heiit konvez,
wenn gilt:

Ve, xo € IVA € (0,1) 0 f(Axy 4+ (1 — XN)ag) < Af(xy) + (1 = X) f(22).
Eine Funktion f heiflt konkav, wenn — f konvex ist.

Bemerkung 4.46. e Linearkombinationen der Form ax; + bxs mit a+b = 1 heiflen
Konvexkombinationen.

o Ist xy < z9 und f konvex, dann liegt der Graph von f|j, .,) unter der Geraden
durch die Punkte (xq, f(x1)) und (z2, f(x2)).

Aufgabe 4.47. Zeigen Sie: Eine Funktion f : [ — R ist genau dann konkav, wenn gilt:
Vo, xg € IVA € (0,1) 0 f(Azy 4+ (1 — N)ag) > Af(z1) + (1 — N) f(x2).

Aufgabe 4.48. Konvexe und konkave Funktionen f : I — R sind immer auch stetig.
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4.6. Konvexe Funktionen und wichtige Ungleichungen

Satz 4.49. Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f : I — R sind folgende Aussage
dquivalent:

(i) f ist konver.
(i) f" > 0.
Beweis. e (i) = (i1) : Sei f und konvex und z, € I mit f’(z,) < 0. Wir
betrachten die zweimal differenzierbare Funktion
h:Il =R, zw f(x)— f(z,)(x—x,).
Dann gilt offenbar h’(x,) = 0 und h"(z,) = f"(x,) < 0 und h hat gemafl Satz =22
in x, ein echtes lokales Maximum. Somit gibt es ein § > 0, sodass gilt:
— [zo— 0,2, + 9] C I und
— h(y) < h(z,) fir alle y € [z, — 0,2, + 0] \ {z,}.
Wir erhalten insbesondere:
1 1
(o) = hiae) > 3 (hizo =)+ hlzy +8)) = 2 (o) + F(x2)).

=1 =2

Dieses widerspricht jedoch der Konvexitit von f, denn mit A = % erhalten wir
T, = Ax1 + (1 — A)zy und somit

F (A4 (U= 002) = F) > 5 (Fa) + Fl2)) = M) + (1= X f )

e (it) = (i) : Wenn f” >0, dann ist f’ monoton wachsend. Seien nun x,zy € [
mit 21 < xo und A € (0,1). Wir setzen x1 < z = Ax; + (1 — A)zy < 2. Nach dem
Mittelwertsatz gibt es & € (z1, ) und & € (z, x3), sodass

r x ) T
Mit x — z1 = (1 — N\)(22 — 21) und g — x = A(zy — 1) erhalten wir

Fl@) = flwy) _ fla) = F()
1—A - A ’

also
fQx1+ (1= A)za) = f(z) < Af(z1) + (1= A) f(22).
O

Korollar 4.50. Fir eine zweimal differenzierbare Funktion f : I — R sind folgende
Aussage dquivalent:

(i) f ist konkav.
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4. Differentialrechnung

(i) f" <O0.
Definition 4.51. Sei p € R>;. Die Abbildung

1

n 3
.. llp:C" =R, z=1(z1,...,20) = ||z, := (ijv’) .
Jj=1

heifit p-Norm.

Bemerkung 4.52. Die p-Norm ist eine Norm im Sinne der Definition (siehe Fufinote
g4). Die Dreicksungleichung fiir die p-Norm werden wir weiter unten nachweisen (siehe
Theorem EHH). Sie heifit Minkowski-Ungleichung.

Fiir p = 2 ist die 2-Norm gerade die iibliche Euklidische Norm.

Als Anwendung der Konvexitit zeigen wir die Holder™- und die Minkowski™-Ungleichung
im C". Diese Ungleichungen verallgemeinern sich auf LP-Raume.

Satz 4.53 (Young™-Ungleichung). Seien z,y > 0 beliebig und p,q > 1 zwei Zahlen mit
%—l— % =1, dann gilt

11 _x Yy
rrys < — 4+ =,
p q
Beweis. Ist x = 0 oder y = 0 so ist die Aussage offenbar wahr.
Sei also z,y > 0. Wegen In"(z) = —x% < 0 ist der natiirliche Logarithmus offenbar

konkav. Somit gilt

1 1 1 1 11
In —x—{——)Z—lnaj + —In(y) =In (xrys ).
(p Ll (x) . (v) < y)

Da die Exponentialfunktion streng monoton wéchst folgt

r oy 1 1 11 11
—+Z=exp|(In|{-2x+ -y > exp (ln (mpyq)) =xrya.
p g p q

Theorem 4.54 (Holder-Ungleichung™). Seien p,q > 1 mit
(21, s 2n), W= (wy,...,w,) € C" dann gilt

n
> Lzl < [lzllpllwll,.
j=1

1050tto Ludwig Holder (1859-1937), deutscher Mathematiker

106Hermann Minkowski (1864-1909), deutscher Mathematiker

107William Henry Young (1863 — 1942), englischer Mathematiker

108Djese Holder-Ungleichung verallgemeinert die Ungleichung von Cauchy-Schwarz fiir das hermite-
sche Standardskalarprodukt auf C™. Fiir p = ¢ = 2 ist diese Holder-Ungleichung gerade die Cauchy—
Schwarz-Ungleichung.
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4.6. Konvexe Funktionen und wichtige Ungleichungen

Beweis. Wenn ||z||, = 0 oder ||y||, = 0, so ist die Aussage klar. Sei also ||z||, # 0 und
llylly # 0, setzen wir fiir j =1,...n

Wir erhalten nun mit der Young-Ungleichung fiir alle 7 € {1,...,n}:

|ziwsl '
1zllpllwllq P g

Da ) (;=1= ) wj, erhalten wir
=1

J Jj=1

|w||qZ\ijz\<Z<”+Z““=— !

12115

also
n

> Lzl < lzllpllwll,.
j=1
U

Theorem 4.55 (Minkowski-Ungleichung). Die p-Norm, p > 1, ist subadditiv, d. h. sei
p>1 und z,w € C" beliebig, dann gilt

Iz +wll, < |zl + [|lwllp (Dreiecksungleichung fiir die p-Norm,).

Beweis. e p = 1: In diesem Fall folgt die Aussage einfach aus der Dreiecksunglei-
chung.

e Sei p > 1 gegeben und ¢ > 1, sodass %—1—% =1, also g¢(p — 1) = p. Sei u =
(u1,...,uy,) € R* C C" mit u; := |z; + w;|P~* > 0 fiir j € {1,...,n}. Dann gilt
ul = |z;4w;|"P~Y = |z;+w;[P. Mit der Dreiecksungleichung sowie der Holderschen
Ungleichung folgt:

(lz+wllp)? = D (2 +wil)? = (2wl - |z +wiP) = (12 + wjl - uy)
j=1 j=1 j=1
< Y Izl uy 4wy - ug) = Z |Zju4)) +Z (lwjuyl)
j=1 j=1
< Azlpllullg + l[wllpllully = (||Z1|p+||w||p)IIUHq
D
= (llzllp + llwllp) ([l + wl]p) -
Wir erhalten die Aussage da 1 =p— §, wobei der Fall z = —w sofort einsichtig ist.

]
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4. Differentialrechnung

4.7. Taylor-Polynome und Taylor-Reihen

Wir folgen in diesem Abschnitt der Darstellung in [BET, Abschn. 8.4].

Durch die Ableitung haben wir eine Funktion lokal durch eine affin lineare Funk-
tion, das sind polynomiale Funktionen von Grad hochstens 1, approximiert. In diesem
Abschnitt untersuchen wir, wie man Funktionen lokal durch passende polynomiale Funk-
tionen von héherem Grad approximieren kann.

Definition 4.56. Sei f : [ — R n-mal differenzierbar, k € {0,1,...,n} und z, € I. Die
polynomiale Funktion

f(j)(:co)
g!

k
T, =T/ :R—R, x> )
=0

(v —,)’

heiBt Taylor™—Polynom von f von Ordnung™ k in z,. ™

Bemerkung 4.57. Durch eine einfache Rechnung verifiziert man, dass fiir eine n-mal
stetig differenzierbare Funktion f und ihr Taylor—Polynom Tk]f o 0 < k < n gilt fiir die
Ableitungen in x,:

W\ ) |
(77)" (@o) = £ ()
fur alle j € {0,...,n}.

Eine wichtige Frage ist, wie gut approximiert ein Taylor—Polynom die dazugehorige
Funktion. Dazu betrachten wir die Differenz, welche Restglied genannt wird:

Definition 4.58. Sei f : I — R n-mal differenzierbar, k € {0,1,...,n} und z, € I. Die
Funktion
R, = Rl™ I >R, x> f(z) — T/ (z)

heifit Restglied zum Taylor-Polynom T,f o

Satz 4.59 (Taylor—Formel mit Lagrange™ Restglied™.). Sei f : I — R (n + 1)-mal
differenzierbar und x,,x, € I mit x1 # x,, dann gibt es ein & zwischen™ x, und x,,

sodass
Fer(g)
(n+1)!

Diese Formel fiir das Restglieds heifit Lagrange—Form des Restglieds oder kurz Lagrange—
Restglied.

RIL’% (z1) = f(21) — Tr{’%(m) = (2 — ffo)nH‘

109Brook Taylor (1685 — 1731), englischer Mathematiker

Hoygt (k) (z,) =0, so stimmt die Ordnung nicht mit dem Grad der polynomialen Funktion iiberein.
11N anchmal wird T,f Po auch als k-Jet von f in x, bezeichnet.

12 Joseph—Louis de Lagrange (1736 — 1813), italienisch-franzosischer Mathematiker

113Fine andere Form des Restglieds, die sogenannte Integralform, finden Sie in Satz 6EZ3

144, h. wenn z, < 21, dann gilt £ € (z,,21), wenn aber z, > x1, dann gilt £ € (21, z,).
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4.7. Taylor-Polynome und Taylor-Reihen

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion

h:T—=-R T — f($1) _ Tf’x(xl) . C($1 — x)n+1
’ " (n+1)! 7
also
"x ) (g 2, — 2)" !
h(z) = f(ﬂfl)—f(ﬂf)—f'(ﬂf)(ﬂfl—m)_f é )(331—3?)2_' P n'( (21 lE)n—C‘( (n + 1>)! g

wobei ¢ € R so gewihlt ist, dass h(zo) = 0. Da h(z;) = 0 gilt, und h nach den Voraus-
setzungen differenzierbar ist, gibt es nach dem Satz von Rolle (siche Theorem EI8) ein
¢ zwischen x, und xq, sodass gilt:

F(E)

0= h/(f) = —T(m -O)"+ c—(x1 —9)"

n!

Y

also ¢ = f(+1(¢). Hierbei haben wir die Ableitung h'(z) = —%(xl —x)" —i—c(“n;f)n
explizit ausgerechnet. Wir erhalten also

= h(z) = Flg) — T () — F+D) (z1 — x,)" T
0= hle) = fion) T - S () TN

d. h. )
REo(2y) = f(m1) — TS (2y) = —JE - 1()5!) (1 — )",

O
Bemerkung 4.60. Fiir n = 0 ist die Lagrange-Form des Restglieds der Mittelwertsatz.
Satz 4.61. Sei f € C"™(I,R) und z, € I mit

fl(wo) = '(wo) = = f"(wo) =0 und  f" () #0.
Dann gilt:
(i) Ist n gerade, dann hat f in x, kein Extremum.
(ii) Ist n ungerade, so gilt:
o Wenn f™+Y(z,) >0, dann hat f in x, ein isoliertes Minimum.

o Wenn f"*V(z,) <0, dann hat f in x, ein isoliertes Mazimum.

Beweis. Nach der Taylor-Formel mit Lagrange-Restglied gilt:

FrD (&)

(n+1)! e

flz) = flxo) +

(x — x,

Y

wobei &, zwischen z und z, liegt. Da f("*1 stetig ist mit f"*V(x,) # 0 und weil I
offen ist, gibt es ein & > 0, sodass (z, — 0,7, + &) C I und f+D(z) # 0 fiir alle
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4. Differentialrechnung

z € (zr,— 0,7, + 0). Somit gilt entweder f(”“)\(zo,g,xﬁ(;) > 0 oder f(”“)](%,g’xﬁg) <0,
je nach Vorzeichen von f"*1)(x,). Betrachten wir nun die Gleichung

I AGRI(D) ntl
f(x) - f(xo) - m(z - :Uo)

mit &, zwischen x und z, fiir x € (z,—6,z,+0) C I.Ist n gerade, so wechselt f(z)— f(z,)
im Punkt z, das Vorzeichen. Also hat f in x, kein Extremum. Ist n ungerade, so gilt

o f(z) > f(x,) fiir alle x € (x, — 6,7, + 6) \ {x,}, wenn fO+Y(z,) > 0, und
f(z) < f(a,) fiir alle © € (z, — 6,2, +6) \ {2}, wenn fFV(x,) < 0.

Die Aussage folgt nun unmittelbar. O
Bemerkung 4.62. e Satz BB verallgemeinert Satz B=24.

e In der nachfolgenden Aufgabe EB3 wird eine Funktion f vorgestellt, welche ein
isoliertes Extremum in einem Punkt hat, in welchem alle Ableitungen von f ver-
schwinden.

Aufgabe 4.63.

exp (—x%) , wenn x #0

JiR=R, x'_){(), wenn = =0

Zeigen Sie:

(a) Sei n € N, dann gibt es polynomiale Funktionen p,,, sodass fiir alle n € N und alle
x € R\ {0} gilt:
f(x) = pa(1/w) exp(—1/a?).
(Vgl. auch Aufgabe B=33)

b) f ist beliebig oft differenzierbar.

c¢) f™(0) = 0 fiir alle n € N.

(b) f
(c) f
(d) f hat in Null ein isoliertes Minimum.
(e) Skizzieren Sie den Graph von f.

Definition 4.64. Sei f € C*(/,R) und z, € I, dann heifit die formale Potenzreihe

T(x) = T'(x Zf (z —x,)"

3

Taylor-Reihe von f in z,.

15Wenn z, = 0 ist, dann nennt man 7% auch manchmal Maclaurin—Reihe, nach dem schottischen
Mathematiker Colin Maclaurin (1698-1746).
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4.7. Taylor-Polynome und Taylor-Reihen

Bemerkung 4.65. o Es gilt f(z,) = TH%(z,).

e Die Taylorreihe einer beliebige oft differenzierbaren Funktion f : I — R in einen
Punkt z, € I kann Konvergenzradius R = 0 haben (siche Aufgabe E68).

e Die Taylorreihe einer beliebige of differenzierbaren Funktion f : I — R in einen
Punkt z, € I kann Konvergenzradius R > 0 haben, jedoch gilt f(x) —T7%(z) # 0
fir alle z € I N (z, — R, x, + R) mit = # x,.

Ein Beispiel ergibt sich aus Aufgabe EG3. Hier verschwinden alle Ableitungen der
Funktion

1
F ROR xH{exp( Irl>’ wenn x # 0

0, wenn x =0

im Punkt x, = 0. Damit gilt R = oo und T/%(z) = 0 fiir alle € R. Jedoch ist
f(z) # 0 fiir alle z € R\ {0}.

Aufgabe 4.66. Zeigen Sie:

(a) Die Reihe Y 5 cos(n’z) konvergiert fiir alle z € R.
n=1

(b) Die Funktion
— 1
'R—R =y — 2
f , X nz:; o cos(n“x)

ist beliebig oft differenzierbar.

(c¢) Die Taylor-Reihe von f im Entwicklungspunkte z, = 0 konvergiert nur in z, = 0
und in keinem anderen Punkt = € R\ {z,}.

Definition 4.67. Eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : I — R auf einem
offenen Intervall I heifit analytisch in x, € I, wenn es ein § > 0 gibt, sodass gilt:

o T/ konvergiert auf (z, — §, 7, + §) und
o fiir alle z € (v, — 0,2, + 0) NI gilt: f(z) =T/ (x).

Ist f in jedem Punkt z, analytisch, so nennen wir f eine analytische Funktion auf I.
Wir bezeichnen mit C*(1,R) die Menge aller analytischen reelwertigen Funktionen
auf I.

Bemerkung 4.68. e C"(I,R) ist ein R-Vektorraum und sogar eine reelle Algebra.

e Sei f: I — Rin z, € I analytisch. Dann ist die Taylorreihe von f um z, die
einzige Potenzreihe um x,, welche f um z, lokal darstellt (siehe Satz P24 und
auch Korollar I=38).

Aus der Definition des Restgliedes des Taylor-Polynoms ergibt sich sofort:
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4. Differentialrechnung

Proposition 4.69. Sei f € C*(I,R) und z, € I, sodass der Konvergenzradius R der
Taylor-Reihe T strikt positiv ist. Wenn fiir v € IN(z,— R, x,+R) gilt lim R{%(z) =
n—oo

0, wobei RL®(x) := f(x) — TI®(x), dann gilt fir dieses x auch f(x) = T/ (z).
Mithilfe des Majorantenkriteriums, der Euler—Formel fiir den Konvergenzradius einer

Potenzreihe (Satz 2270), der Form des Restgliedes von Lagrange (Satz Ed) und der
Bemerkung folgt:

Korollar 4.70. Sei f € C*(I,R). Wenn es eine stetige Funktion h : I — R gibt, sodass
gilt:
Ve e IVneN: [f"(z)] < (h(z))",

dann ist f € C*(I,R).

4.8. Ausblick

Der Begriff der Ableitung als lokale affin lineare Approximation iibertragt sich auch auf
Abbildungen von zwischen Banach—R&umen. Ein Banach—Raum ist hierbei ein Vektor-
raum mit einer Norm, welcher (topologisch) vollstdndig ist, d. h. jede Cauchy-Folge in
ist konvergent. Eine gute Darstellung finden Sie in Kapitel VIII des Buches [O].

116



Zweiter Teil






Integration

Sei f: [to,t1] = R, x — f(z) die Funktion, die den (kontinuierlichen) Temperaturver-
lauf (z. B. in Grad Celsius™) an einem fest gewihlten Ort zwischen der Anfangszeit
to und der Endzeit ¢; angibt, d. h. f(z) € R ist die Temperatur an dem Ort in Grad
Celsius zum Zeitpunkt x € [to, t1]. Nun mochte man gerne die Durchschnittstemperatur
im Zeitraum [to, t1] an diesem Ort wissen. Bei einer Messung von endlich vielen Tempe-
raturdaten wiirde man hierzu zunéchst die gemessenen Temperaturen addieren und das
Ergebnis anschliefend durch die Anzahl der Messungen dividieren. Bei kontinuierlichen
Messungen wird die Rolle der Summation in einem gewissen Sinn von der Integration
iibernommen. In gewisser Weise werden , infinitesimal diinne Streifen der (mit einem
Vorzeichen behafteten) Lange f(x) auf dem Intervall [ty, ;] der z-Achse aufaddiert. Wie
bei der Summe endlich vieler Messwerte, wird der zu f(z) gehorenden ,infinitesimal
diinne Streifen“ abgezogen, wenn der Messwert f(x) negativ ist. Auch das auf Leib-
niz zuriickgehende Integralsymbol [, welches einem lang gezogenen s in einigen alten
Schrifttypen, z. B. {, entlehnt ist, verweist auf diese Grundidee der Summation.

Geometrisch beschreibt das Integral von f iiber ein Intervall [¢y,¢;] den Flécheninhalt
der gesamten durch den Graphen von f, der z-Achse und den Geraden z = tg und z = ¢4
eingeschlossenen beschriankten Fliache. Hierbei wird der Inhalt der Fldche oberhalb der
x-Achse positiv und der Inhalt der Flache unterhalb der z-Achse negativ gewertet.

In der Mathematik gibt es verschiedene Integralbegriffe, welche fiir teilweise unter-
schiedliche Klassen von Funktionen definiert sind.

Historisch entstand die Integralrechnung aus dem Wunsch Flécheninhalte bzw. Vo-
lumina berechnen zu kénnen. Nachdem die Differentialrechnung von Newton™ und
gleichzeitig und unabhéingig auch von Leibniz eingefiithrt worden war, erkannte man die
Integration als Umkehroperation der Ableitung (Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung). Ein gut fundierter Integralbegriff fiir Regelfunktionen geht auf Cauchy

zuriick. Verallgemeinert wird dieser Integralbegriff duch das hier vorgestellte Riemann™

16 Anders Celsius (1701-1744), schwedischer Naturwissenschaftler
H7Gir Isaac Newton (1642-1727), englischer Gelehrter
18Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), deutscher Mathematiker
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5. Integration

Integral. Durch Hinzufiigen von Gewichtsfunktionen erweiterte Stieltjes™ das Riemann—
Integral zum Riemann-Stieltjes—Integral™, welches in der Stochastik eine grofie Rolle
spielt. Die Idee von Gewichten fiihrte schlieSlich zum Begriff des Mafles von Lebesgue™®
und zum Lebesgue—Integral, welches der iiblicherweise in der modernen Analysis und
Stochastik verwendete Integralbegriff ist. Eine Ubersicht iiber verschiedene Integralbe-
griffe finden Sie z. B. im Buch [HS].

In diesem Kapitel fithren wir das Riemann-Integral ein. Hierbei verwenden wir den
Zugang iiber Ober— und Unterintegrale, wie er z. B. in [Eall, § 18] dargestellt ist.

5.1. Riemann—Integral fiir Treppenfunktionen

Zum Riemann—Integral gibt es verschiedene Zuginge. Hier halten wir uns eng an [Eal,
§ 18].

Definition 5.1. Eine Zerlegung eines kompakten Intervalls [a,b] C R, a < b, ist eine
Menge Z = {xo,z1,...,2,} C R mit

Aa=2g <1 <+ < Tpo1 < Ty, =0
Sei Z = {xo,21,...,2,} eine Zerlegung von [a, b]. Die Zahl
pz i=max{z; —x;_1: j€{l,...,n}}

heifit Feinheit der Zerlegung Z.

Seien Z und Z’ zwei Zerlegungen von |a, b]. Die Zerlegung 7’ heifit Verfeinerung von
Z, falls Z C 7' gilt™2,

Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit Treppenfunktion beziiglich einer Zerlegung Z =
{wo,71,...,2,} C R von [a,b], wenn fiir alle j € {1,...,n} die Einschrankung é|e;_,, ;)
von ¢ auf das offene Intervall (x;_;, z;) konstant ist.

Bemerkung 5.2. e Ist eine Funktion ¢ : [a,b] — R Treppenfunktion bzgl. einer
Zerlegung Z von [a, b], dann ist ¢ auch Treppenfunktion bzgl. jeder Verfeinerung
von Z.

e Sind ¢; : [a,b] — R eine Treppenfunktion bzgl. einer Zerlegung Z; und ¢y :
[a,b] — R eine Treppenfunktion bzgl. einer Zerlegung Z, von [a, b], dann sind beide
¢1 und ¢ Treppenfunktionen bzgl. der Zerlegung Z; U Z5. Bei zwei gegebenen
Treppenfunktionen ¢ 5 : [a,b] — R kénnen wir also immer annehmen, dass sie
beide Treppenfunktionen zu einer gemeinsamen Zerlegung von [a, b] sind.

19Thomas Joannes Stieltjes jr. (1856-1894), niederlindischer Mathematiker

120Fg sei kurz darauf hingewiesen, dass es verschiedene nicht-fiquivalente Fassungen von Stieltjes—
Integralen mit teilweise auch verschiedenen Bezeichnungen gibt (siche z. B. [B3, § 6], [HS])

121Henri-Léon Lebesgue (1875-1941), franzosischer Mathematiker

122Tpnsbhesondere ist Z eine Verfeinerung von sich selbst.
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5.1. Riemann—Integral fiir Treppenfunktionen

Wir bezeichnen mit 7y, die Menge aller Treppenfunktionen ¢ : [a,b] — R auf dem
kompakten Intervall [a, b].

Lemma 5.3. T,y ist ein Untervektorraum des reellen Vektorraums aller Funktionen

fila,b] = R.
Dieser einfache Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Definition 5.4. Die Abbildung

/ab tTap) = R, ¢ — /b¢(x)d:c

heilt Integral. Fiir eine Treppenfunktion ¢ € T, ;) bzgl. einer Zerlegung {xo,z1,..., 2}
von [a, b] ist dieses Integral durch

/b¢($ =g — 1)

definiert, wobei ¢; der Wert der konstanten Funktion ¢, , o) ist.

Bemerkung 5.5. Damit die Definition des Integrals einer Treppenfunktion ¢ wirklich
verniinftig ist, miissen wir zeigen, dass diese Definition nicht von der Zerlegung abhéngt,
bzgl. welcher ¢ eine Treppenfunktion ist.

Seien also Z = {xg, x1,...,z,} und Z" = {xp, 2}, ..., 2}, } zwei Zerlegungen bzgl. derer
¢ eine Treppenfunktion ist, d. h. @[, , 2;) und @[ _ .y sind fiir alle j € {1,...,n}
und alle k& € {1,...,m} konstant. Wir setzen

/

cj = ¢(x), v € (xj_1, xj) und ¢, = o(x), x € ()_q, T})-

Wir miissen nun

(5.1) ZCJ —Tj1) = Zc;c(m;c — Tj_y)

J=1 k=1

3

nachweisen. Zunéchst zeigen wir:

Wenn Z' eine Verfeinerung von Z ist, dann ist die Gleichung (&3) wahr.
Sei nun j € {1,...,n}, dann gibt es ein 2}, € Z' mit 2;, = 2}, und ein 2} € Z’
mit z; =z, und wir erhalten

P / 4 . .. ! _— .
.Tj_l — l‘kj—l < :L‘k]__l_,’_l < < :'Ek?]' — .T]

Desweiteren gilt
g=c¢ furalle kj_;+1<I1<Ekj.
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5. Integration

Damit erhalten wir

m n k; n k;
_ 1o / o / /
E C - 37k ) = E E c(r; —x4) = E Cj E (z) —2)4)
k=1 Jj=11l=kj_1+1 j=1 I=k;_1+1
n
= E :Cj(xy Tj 1)
j=1

Seien nun Z und Z' beliebig, dann gilt Gleichung (@3).

Die Zerlegung Z = {&g, 71, . .., &} := ZUZ' ist sowohl eine Verfeinerung von Z als auch
von Z'. Fiir alle [ € {1,..., s} bezeichnen wir mit ¢ den Wert der konstanten Funktion
?|(z,_,, #,)- Nach dem zuvor bewiesenen gilt:

n S

m
Y cilws—wi) =Y (E—Fa) = ) dlal — )y,

j=1 =1 k=1
Wir erkennen folgende Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktion:

Satz 5.6 (Eigenschaften des Integrals von Treppenfunktionen).

b
(a) Das Integral [ : Tiap) — R ist R-linear, d. h. fiir zwei Treppenfunktionen ¢y, ¢y €
s und alle A € R gilt:

/ab()\ o1(z) + d2(x))dr = A /ab ¢1(z)dx + /ab o (z)d

(b) Das Integral ist monoton, d. h. fir zwei Treppenfunktionen ¢1, ¢2 € Tiap gilt:
Aus @1 < ¢ (d. h. wenn ¢1(x) < ¢po(x) fir alle x € [a,b] gilt), folgt

/b ¢1(x)dz < /b o () da

5.2. Riemann-Integral fiir beschrinkte Funktionen

In diesem Abschnitt orientieren wir uns weiter an [[EQl, § 18].

Definition 5.7. Fiir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R definieren wir das Ober-

integral
7b b
/ f(x)dx ::inf{/ d(x)dx : ¢ € Ty, ¢>f}

und das Unterintegral

b b
/ f(z)dz = sup{/ d(x)dr : ¢ € Tay, ¢ < f}
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5.2. Riemann-Integral fiir beschrinkte Funktionen

Bemerkung 5.8. (i) Da f beschriankt ist, sind j; f(z)dz und ff f(z)dz endlich.

(ii) Fiir eine Treppenfunktionen ¢ € T gilt

/;b ¢(z)dr = /ab o(z)dr = _/ab o(z)dz

(iii) Fiir jede beschrankte Funktion f : [a,b] — R gilt

/;bf(x)dx > _/abf(x)d:v

Lemma 5.9 (Bezichung zwischen Ober— und Unterintegral). Fir eine beschrankte Funk-

tion f :[a,b] — R gilt B
[ s == [ p@yis

Beweis. Dieser Beweis ist eine Ubungsaufgabe. [

Proposition 5.10 (Eigenschaften des Oberintegrals). Fir beschrdinkte Funktionen
f17f27f : [CL, b] — R und \ Z 0 gllt

fi(z)dz + fbe(x)dx

8 %I@

(i) f (fr + fo)(z

(it) [(Af)(x)de =X [ f(z)dw.

8 gsl@

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Es gibt nun Treppenfunktionen ¢, ¢s € Tjyp mit ¢1 > fi
und ¢9 > fo, sodass gilt

b 7b b 7b
/aqbl(x)dxgg—i-/a fi(z)dx und /QQbQ(:c)deg—i-/a fa(z)dx

Aus ¢y + ¢po > f1 + fo folgt dann sofort

[ s [Grom@ases [ nwars [ e

Damit gilt fiir alle ¢ > 0

/ "t fo)ade <t / @) + /  fa)da

Daraus folgt die Aussage (i).
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5. Integration

Fiir A = 0 ist die Aussage (ii) sicher richtig. Um (ii) fiir A > 0 nachzuweisen geniigt
es zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 gilt

—5+)\/;bf(x)dx§ /;b()\f)(:v)dxge—l—)\/;bf(x)dx

wobei A > 0. Wir zeigen zunéchst

A flr)de <e+ / (Af)(x)dx

b
Es gibt eine Treppenfunktion ¢ € Ty mit ¢ > (Af) sowie auch [¢(z)dr <

f(kf)( )dz. Wegen Lo > f gilt
/f dfc</ (- ) Jdz = 3 /w §<a+/;b(xf)(x)dx).
Somit gilt

)\/;b flz)dr < e+ /;b(kf)(x)d:c

Als letztes zeigen wir die Ungleichung

/;b()\f)(x)dx <e+ )\/;b f(z)dx

Es gibt nun eine Treppenfunktion ¢ > f mit

/ab o(x)dx < ; + /;bf(a:)dx.

Wegen A\¢p > \f gilt schlieSlich:

/ab()\f)(x)dx < /()\cb) )z = A /¢ dx<)\( /f dx)
= 5+)\/a f(z)dx

Aus Lemma B9 und Proposition B0 folgt durch elementare Uberlegungen:

Proposition 5.11 (Eigenschaften des Unterintegrals). Fiir beschrinkte Funktionen
f17f2af : [a,b] — R gllt

(i) [(fi+ R)@)de > [ fi@)de+ [ fola
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5.2. Riemann-Integral fiir beschrinkte Funktionen

(i) Fir A >0 gilt [}(\f)(z)dzr =\ [} f(z)dx

(iii) Fiir A <0 gilt [(\f)(z)dz =X [} f(z)dz und [} (\f)(z)dw =\ [} f(z)dx

Definition 5.12. Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R auf einem kompakten Inter-
vall [a,b] C R heifit Riemann—integrierbar oder kurz integrierbar, wenn gilt:

/;bf(x)dx _ _/abf(ac)dx

In diesem Fall nennen wir die reelle Zahl

/abf(x)d:c - /;bf(x)dx:_/bf(:c)dx

das Riemann-Integral oder oft auch kurz das Integral von f™=

Bemerkung 5.13. Fiir eine Treppenfunktion ¢ € 7,y stimmt das Riemann-Integral
mit dem zuvor definierten Integral {iberein.

Aus der Definition des Riemann-Integrals und aus den Propositionen B0 und BT
ergibt sich:

Satz 5.14 (Eigenschaften des Riemann-Integrals). (i) Die Menge Ryqz aller Riemann—
integrierbaren Funktionen f : [a,b] — R ist bzgl. der iblichen Addition und skala-
ren Multiplikation ein reeller Vektorraum und das Riemann—Integral ist eine lineare
Abbildung von Ry, nach R, d. h. fiir alle f,g € Riay und fiir alle A € R gilt:

3 f f+9)(x dmsz(x)dx—i—fbg(x)dx

dx_/\ff

g%@

(ii) Das Riemann—Integral ist monoton, d. h.: Sind f,g € Ry mit f < g, dann folgt

/bf(x)dx < /bg(w)d%

Beispiel 5.15 (Das klassische Beispiel einer nicht Riemann—integrierbaren Funktion).

Die Funktion
I, wenn x € QnNJ0,1]

0, sonst

f:0,1] — R, a:r—>{

ist nicht Riemann-integrierbar (Ubung).

123Die Notation f(x)dz wird in der Theorie der Differentialformen klar. Hier nehmen wir diese Nota-
tion einfach zur Kenntnis und beachten, dass f: f(x)dz = f: ft)ydt = f; f(T)dr gilt.
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5. Integration

Satz 5.16 (Charakterisierung Riemann—integrierbarer Funktionen). Fine Funktion f :
[a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn gilt:

b b
Ve >03¢1,¢2 € Tap): &1 < f < ¢ und / ¢2(z)dx —/ ¢1(z)dr < €.

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe, welche mit Standardmethoden gelost werden kann.

Satz 5.17 (Riemann-Integrierbarkeit monotoner Funktionen). Ist f : [a,b] — R mono-
ton (und damit auch beschrinkt), dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass f : [a,b] — R monoton fallend ist. Sei ¢ > 0 vorgegeben.
Wir wihlen n € N so grof}; dass

(f(a) = (b)) - (b—a)

n

<e

gilt und betrachten die dquidistante Zerlegung Z = {x¢,z1...,x,} von [a,b] definiert
durch .

T, :a+%(b—a) fir j =0,1,2,...,n.
Wir betrachten nun die beiden Treppenfunktionen ¢; 5 bzgl. Z, welche durch ¢;(a) =
¢2(a) = f(a) und

¢r(x) = [flzy), fir z€ (v, )]

po(z) = flxjo), fir z € (vj_1,24]

definiert sind. Da f monoton fallend ist, gilt offenbar

01 < f < o
Desweiteren erhalten wir
b b n n
/a () — / b(z)dz = jzlﬂle) G jzlfm) e

b— n n

= — (Z fj1) = me))

= P ) — Fa) = () — )

< e

Nach Satz B8 ist f somit Riemann-integrierbar.
Der Beweis fiir den Fall, dass f monoton wachsend ist, ist dem Leser iiberlassen. [

Satz 5.18 (Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen). Ist f : [a,b] — R stetig,
dann ist f auch Riemann—integrierbar.
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5.2. Riemann-Integral fiir beschrinkte Funktionen

Um Satz BIR zu beweisen, bendtigen wir zunéchst folgende Aussage (s. [Eall, § 11,
Satz 5])

Proposition 5.19 (Approximation stetiger Funktionen durch Treppenfunktionen). Sei
f :a,b] = R eine stetige Funktion und ¢ > 0. Dann gibt es Treppenfunktionen ¢y :
[a,b] — R, welche die folgenden beiden Eigenschaften haben:

(i) o1 < f < ¢ und
(i1) fir alle x € [a,b] gilt (p2(x) — P1(x)) < e.

Beweis. Da [a, b] ein kompaktes Intervall ist, ist f : [a,b] — R als stetige Funktion nach
dem Satz von Heine (Theorem BZ33) auch gleichméBig stetig. Damit gibt es ein § > 0,
sodass fiir alle z,y € [a,b] mit |z — y| < ¢ folgt

F@) = Fw)l < 5.

Wir wéhlen nun n € N hinreichend grof3, sodass

b—a
n

<0

gilt und betrachten die dquidistante Zerlegung Z = {xg,21...,2,} von [a,b] definiert
durch

xj:a—i—l(b—a) fir j =0,1,2,...,n.
n

Wir definieren nun ¢y 5 durch ¢;(a) = ¢2(a) := f(a) und

o1(z) = flz;)—
da(x) = flaj)+

Nach Definition gilt fiir alle x € [a,b] :

P2(7) — ¢1(x) <e.

, fir 2 € (xj-1, 1)
, fur oz e (xj_1, 7).

IO N[O

Zudem gilt
¢1(a) = f(a) = da(a).
Fir z € (zj_1,2;], j ={L,...,n}, folgt aus |z — x;| < ¢ sofort
£ €
<) - ) <
und somit

d1(x) = fla;) = 5 < fl@) < fla)) + 5 = dala)

Damit gilt aber auch
¢1(x) < flz) < ¢o()
fir alle z € [a,b], also ¢ < f < ¢o. ]
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5. Integration

Nun konnen wir zum Beweis von Satz BIR schreiten.

Beweis. (von Satz BIR)
Sei f : [a,b] — R stetig und € > 0 beliebig gewdhlt. Nach Proposition B9 gibt es
¢12 € Tjap mit folgenden Eigenschaften

e o1 < f < ¢ und
o (¢2(z) — ¢1(x)) < 5= fiir alle x € [a, b].

Da ¢ — ¢; wieder eine Treppenfunktion ist, folgt aus der Linearitdt und der Monotonie
des Integrals

[ e (o= [(60) - aronar < [ ar=c

Hierbei haben wir ;= als die konstante Funktion [a,b] — R, x + ;= aufgefasst. Nach

Satz b3 ist f somit Riemann-integrierbar. O

Aufgabe 5.20. Zeigen Sie: Sei f : [a,b] — [0,00) eine nicht-negative stetige Funktion
b

mit [ f(z)dz =0, dann gilt f = 0.

Satz 5.21. Sei f, g € Riap), dann sind auch folgende Funktionen Riemann—integrierbar:
(a) fi:]a,b] = R, x— max{f(x),0} wund f_:[a,b] = R, z— max{—f(x),0},
(b) |fIP:]a,b] = R, @ = [f(2)|P, firp =1,

(c) fg:la,b = R.
Beweis. Damit f auch — f integrierbar ist und f_ = (—f), gilt, geniigt es nachzuweisen,
dass f; integrierbar ist. Sei e > 0. Nach Satz B0 gibt es ¢1 5 € Tjop) mit ¢1 < f < ¢ und

fab(gbg — ¢1)(z)dx < e. Dann gilt ¢1, < fy < @9, und ¢1, ¢o sind Treppenfunktionen
auf [a,b]. Aus ¢o, — ¢1, < @2 — ¢ folgt nun

[ = ondwiie < [0, o)wnae <

Nach Satz B3 ist also auch f, Riemann-integrierbar. Damit gilt die Aussage (a).

Wir beachten, dass |f| = fi + f_ gilt. Somit ist mit f auch |f| Riemann—integrierbar.
Um zu zeigen, dass |f|P, p > 1 Riemann—integrierbar ist, geniigt es, nach geeigneter
Multiplikation mit einer Konstanten, anzunehmen, dass 0 < f < 1 gilt. Wieder wéhlen
wir ein € > 0. Da f Riemann-integrierbar ist, gibt es ¢;2 € T4, welche

0<p1 < f<g<1

und

/ (62— 60)(@)de <

€
p.
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5.2. Riemann-Integral fiir beschrinkte Funktionen

Fiir die Treppenfunktionen ¢} und ¢ gilt also ¢ < fP < ¢h. Fiir 0 < gy < yp < 1 folgt
aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir die Funktion x — P mit p > 1:

Yo — U1
Y2—U
Wiéhlen wir nun y; 2 = ¢12(x), so folgt:

05 — ¢ < p(d2 — ¢1).
Aus der Monotonie des Integrals folgt
b b
[ =@ <p [0 o<

Somit ist auch fP Riemann-integrierbar. Das beweist (b).
Die Aussage (c) ergibt sich sofort aus

fg=1((F+97 ~(f — 9")

<p-&1<p, &€y, ye) C01].

O
Vorsicht. Das Riemann—Integral ist nicht multiplikativ, d. h. im Allgemeinen gilt fiir

f,9 € Riay : b b b
[ o # ([ swar) ([ stone).

Theorem 5.22 (Erster Mittelwertsatz fiir das Riemann-Integral). Seien f, g : [a,b] - R
stetige Funktionen wobei g nicht negativ ist, d. h. g(x) > 0 fir alle x € [a,b]. Dann gilt:

3w, € [a,b] : /f dx—f(xo)/abg(m)dm.

Wahlt man speziell g(x) = 1 fir alle x € [a,b], so erhdlt man:

dz, € [a,b] : / f(z)dz = f(z,)(b— a).

Beweis. Die stetige Funktion f hat auf dem kompakten Intervall [a, b] ein Minimum m
und ein Maximum M (Weierstrafischer Satz vom Extremum (Theorem Satz BZH). Da
g > 0 erhalten wir damit mg < fg < Mg. Aufgrund der Monotonie und der Linearitét
des Riemann—Integrals erhalten wir

/ dg:</ fa dng/abg(a:)das

Man beachte, dass fa g(x)dz > 0 gilt. Es existiert nun ein A € [m, M], sodass

/f 2)dz = \ /abg(x)dx.

Nach der Zwischenwerteigenschaft stetiger Funktionen gibt es nun ein z, € [a,b] mit
f(zo) = X € [m, M]. O
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5. Integration

5.3. Riemannsche und Darbouxsche Summen

Andere Zugénge zum Riemann—Integral sind die Riemannschen Summen und auch Dar-
bouxschen Summen. In diesem Abschnitt stellen wir diese kurz dar. Wir lehnen uns an

[Ead, § 18], [GBGIA, 6.2], [HD, Kap. 8] und [f, § 9] an.

Definition 5.23. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und Z = {xg, z1,...,2,}
eine Zerlegung von [a,b]. Dann heiflen die Summen

R(fu Z’ 517527 s 7571) = Zf(é.])(x] - :L‘j—l)
j=1

Riemannsche Summe von f bzgl. der Zerlegung Z von [a,b] und den Stiitzstellen
& € [rjo1,x;] fir y € {1,...,n}.

n

O(f, Z) =Y (sup{f(x) : @ € [wj_1,2]})(w; — xj1)

J=1

(Darbouzschd® ) Obersumme von f zgl. Z.

n

U(f,2) =Y (inf{f(z): o € [z;1,2;]}) (x5 — ;1)

J=1

(Darbouzsche) Untersumme von f zgl. Z.

Beobachtung 5.24. Es gilt offenbar
U(f7Z) < R(faZa§17€27"'a§n) < O(f72>
fiir eine beliebige Wahl von Stiitzstellen & € [x;_q, ;| fir j € {1,...,n}.

Folgende Beobachtung wird durch eine Skizze sofort klar. Die formale Ausformulierung
des Beweises ist dann eine Ubungsaufgabe:

Beobachtung 5.25. Ist Z eine Verfeinerung von Z, dann gilt
O(f,Z) <O(f,2) wnd U(f,2)>U(f,2).
Lemma 5.26. Seien Z; und Zs zwei beliebige Zerlegungen von |a, b, dann gilt
U(f, Z1) < O(f, Zs).

Beweis. Z := Z; U Z, ist sowohl eine Verfeinerung von Z; wie auch von Z,. Damit
erhalten wir U(f, Z,) < U(f,Z) < O(f,Z) < O(f, Zs). O

124 Jean Gaston Darboux (1842-1917), franzésischer Mathematiker
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5.3. Riemannsche und Darbouxsche Summen

Theorem 5.27 (Charakterisierung des Riemann-Integrals durch Riemannsche und Dar-
bouxsche Summen).
Fiir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R sind folgende drei Aussagen dquivalent:

(i) f ist Riemann-integrierbar.
(ii) Fir alle e > 0 gibt es eine Zerlegung Z von [a,b], sodass

O(f, 2) ~ U(f,Z) < e.

(iii) Es gibt eine Zahl v € R mit folgender Eigenschaft: Fiir alle € > 0 gibt es ein § > 0,
sodass fiir jede Zerlequng Z = {xg,x1,...,2,} von |a,b] der Feinheit py < 0 und
jede Wahl von Stiitzstellen &1, ..., &, gilt

lo—R(f, Z,&1,..., &) <e.

(iv) Es gibt eine Zahl v € R mit folgender Eigenschaft: Fir alle € > 0 gibt es eine Zer-
legung Z. = {Zo, ... Tm} von [a,b], sodass fir jede Verfeinerung Z = {xo,...,o,}
von Z. und jede Wahl von Stitzstellen &1, ..., &, & € (X1, 2], k= 1,... n, gilt:

‘L_R(fazagla"'agn)‘ <e.

Bemerkung 5.28. e Die Zahl ¢ in den Aussagen (iii) und (iv) von Theorem B4
ist eindeutig bestimmt. Es gilt ¢ = fab f(z)dx.

e Der Beweis der Aquivalenz der Aussagen (i), (ii) und (iii) von Theorem BZ1 ist
eine Ubungsaufgabe auf dem Ubungsblatt 2.

e Die Aussagen (iii) und (iv) von Theorem 527 klingen sehr dhnlich. Die Aquivalenz
der Aussagen (iii) und (iv) fir die Riemannsche Summe und das Riemann—Integral
iibertragt sich aber bereits nicht mehr auf analoge Konstruktionen fiir das Stieltjes-
Integral. Nihere Erlduterungen hierzu finden Sie in [8V32, §6].

Beweis. Wir zeigen hier nur die Implikationen (i) = (#ii) — (iv) = (i) des

Satzes BZ2. Um unsere Schlusskette zu schliefen fehlt noch die Implikation (ii) = (i),
welche eine Ubungsaufgabe ist.

o Wir zeigen zundchst (i) = (iii), also den wvielleicht schwierigsten Teil Ihrer

Ubungsaufgabe:
Sei € gegeben und ¢ = fab f(x)dx. GemaB Satz B8 gibt es nun ¢15 € Ty zu einer
(ohne Einschrankung) gemeinsamen Zerlegung Z = {Zo,Z1,...,Zm} von |a,bl,

sodass ¢ < f < ¢9 und

/ab ¢o(z)dx — /ab ¢1(z)de < g
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5. Integration
gilt. Somit erhalten wir

(5.2) /abf(:c)d:c < /ab Gil@)dr+ 5 md /ab bo(2)d < /abf(x)dx +E

Wir setzen nun

£
0=
8Mm
mit M := sup{|f(x)|: = € [a,b]}. M ist eine positive reelle Zahl, da f beschriankt
ist.
Sei nun Z = {xg,x1,...,x,} eine Zerlegung von [a,b] der Feinheit pz; < § und
{&, ... &} eine Menge von Stiitzstellen mit &; = [x;_1,2;], j=1,...,n.

Wir betrachten nun die durch

Y(z;) =0, j=0,1,...,n, und Y(z) = f(&) firx € (xj_q,25), j=1,...,n,
definierte Treppenfunktion ¢ € Tj, ) zur Zerlegung Z. Wir betrachten die Mengen
J o= {je{l,...n}| 3Tk e{l,...,m}: [zj_1,7;] C (Tp—1, Tp) }
= {je{l,...n}|[xj_l,xj]ﬂZ:Q)},
U = U(:Ej_l,:cj) C [a,b].

jed

Damit gilt
n b
- R(f,Z.&,....&) = Zlf(fj)(ﬂfj — 1) = [ Y(x)de,
J= a
— 01— 2M < < ¢ +2M,
— iy < Yly < galu
Wir definieren nun eine Treppenfunktion € i, bzgl. Z durch

(z) = 0, wenn z€U
MEZ 2M, wenn x € [a,b]\U °

Aus den Eigenschaften von 1 folgt
o1 —n <Y<+
Betrachten wir nun die Menge
Ii={l,....n}\J = {je{l,...n}: [7j_1,7;]NZ #0}

Jedes der m — 1 Elemente 2 mit £ = 1,...m —1 liegt in genau einem Intervall der
Form [x;_1,x;], wenn ¥ ¢ Z, und in genau zwei Intervallen der Form [z;_q, z;],
wenn Zj € Z. Die beiden Endpunkte 7y = a bzw. z,, = b liegen natiirlich genau
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5.3. Riemannsche und Darbouxsche Summen

in den Intervallen [xq, x| bzw. [x,_1, z,]. Also gilt 1,n € I. Somit hat I héchstens
2m Elemente. Wir bemerken zudem, dass

[0, 0\ U = | lwi1, ).
el
Wir erhalten, da n in hochstens 2m Intervallen der Form [zy_1, zx] nicht verschwin-
det, folgt

DN ™

b
/ n(x)dx < 2M(2m)d = 4Mmé <

Somit erhalten wir

b b b
5+ [ < [Cvin < S+ [ onlayas

/abf(x)dx— /abw(x)dx

Sei e > 0 gegeben, sowie ¢ und § > 0 aus Eigenschaft (iii). Sei Z. die dquidistante
Zerlegung von [a, b] mit pz = 6. Dann gilt fiir jede Verfeinerung Z = {xo, 71,..., 2, }

Mit (B72) folgt

<e.

b
/ F@)de — R(f. Z,61, ... &)

Wir zeigen nun (iii) = (iv):

von Z, auch puy < pgz = 0. Damit folgt aus (iii) sofort

|L_R(fvz7§17”'7§n)| Sg-
fiir jede Wahl von Stiitzstellen &1, ..., &,, & € [xp_1,2%), K =1,...,n.

Zum Schlufy beweisen wir noch (iv) = (ii).

Sei € > 0. Nach (iv) gibt es ein ¢ € R und eine Zerlegung 25/4, sodass fiir jede
Verfeinerung Z = {xo,...,2,} von Z./, und jede Wahl der Stiitzstellen &, ...,§,
gilt:

5 €
L_ZSR(f’Z7£1’7£n)§L+Z[

Wir wihlen nun ein solche Verfeinerung 7 = {xy,...,x,} von Za /4. Hierzu gibt es
Stiitzstellen &}, ..., &Y und &7, ...,&7, sodass

RU.Z& . &) = [ SULZ) wd  O(f.2) SR(LZE,...€) + 7

Dann gilt
£ g g £
N 2,60 M) — = < Z
L 2 L 4 4 — R(f7 7517 7§n) 4 — U(f’ )
g £ g g
< Z) < Z,60,...,&° - < -+ - = —.
>~ O(f7 )— R(f7 7517 7€n)+4 — L+4+4 [’+2

Also 1 — 5 <U(f,Z) <O(f,Z) < v+ 5 und somit O(f, Z) —U(f,Z) <e.
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5. Integration

Der noch fehlende Beweis von (ii) == (i) ist eine Ubungsaufgabe. O

Korollar 5.29. Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist dann und nur dann
Riemann—integrierbar, wenn

sup{U(f,Z) : Z Zerlegung von [a,b]} = inf{O(f,Z) : Z Zerlegung von [a,b]}.
In diesem Fall gilt
b
/ flx)dxe = sup{U(f,Z): Z Zerlegung von [a,b]}
= inf{O(f,Z): Z Zerlegung von |a, b]}.
Satz 5.30. Seien a < b < ¢, dann gilt
(a) [ € Riagq dann und nur dann, wenn fliap) € Riap und flpg € Rip-

(b) Ist f € Ria., dann gilt

/acf(:z:)d:z: _ /abf(:z:)d:z:+/bcf(x)d:c.

Hierbei haben wir die Notationen

b b c c
dx := a d ‘ dx = a(x)d
/a f(z)de / flwg(@)dz  sowie / f(x)de / Fliney (@) de

verwendet.

Der Beweis dieses Satzes ist eine Ubungsaufgabe. Fiir Teil (a) konnen Sie z. B. die
Charakterisierung aus Satz B8 verwenden, und fiir Teil (b) z. B. die Aussage (iii) oder
(iv) von Theorem B2 benutzen.

Definition 5.31. Sei f € Ry, dann definieren wir

(1) jf(a:)dm =0 fir b € [a, ],

(ii) ?f(x)da: =— Lbff(:v)d:v fir a <b; <by <ec.
b2 b1

Aufgabe 5.32. Fiir f € R, und p > 1 definieren wir

i = ([ |f<:c>|p)’i |

Zeigen Sie: Seien f,g € Ry, ), dann gilt:
@) If+9ll, <IIfll, + llgllp, falls p > 1 (Dreiecksungeichung).
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5.3. Riemannsche und Darbouxsche Summen

(b) Falls p,q > 1 und ]%—l— % =1, dann f; |f(z)g(x)|dz < | fllp - lgllq-

Bemerkung 5.33. Fiir p = 1 erhalten wir mit Aufgabe B339, Teil (a), sofort die ,,Drei-
ecksungleichung® fiir f, g € Riay :

b b b
(5.3) /If($)+g($)|dw < / If(w)ldw+/ l9(x)|dx

Analog zur iiblichen ,,umgekehrten Dreiecksungleichung® erhalten wir

(5.4 [ 15w g = [~ [l

Zum Beweis wendet man die Ungleichung (B33) auf die Riemann-integrierbaren Funktion
hy = f — ¢ und hy = g an.

Theorem 5.34 (Vertauschung von Integration und Limes bei gleichméfiger Konver-
genz). Seien f, : [a,b] = R, n € N Riemann—integrierbare Funktionen, welche gleichmdjfig
gegen eine Funktionen f : [a,b] — R konvergieren. Dann gilt

(a) f ist Riemann—integrierbar.

b
(b) [ f(z) x—hm (ffn )
Beweis. Seie >0 und € := m Da f, gleichméfig gegen f konvergiert, gibt es ein

N € N, sodass fiir alle z € [a,b] gilt fy(z) —€ < f(z) < fn(x) + . Da fx Riemann—
integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen ¢, € T, mit

b
o<iv<v wd [ (@) - o) <e
Damit gilt fiir die Treppenfunktionen ¢ — € und ¥ + € auch
p—e < fn—E< f < fnteE < Y+eE

und

VAN
)
fun
>
|
&
+
@\;
o
<
—~
=
|
>
S
S~—
SN—"
oW
S

[ (@@ +) - o) - 2)as

< 2%(b-a)+E<2(1+b—a)=e

Somit ist auch f nach Satz B8 Riemann-integrierbar.
Um nun das Integral von f zu berechnen, verwenden wir die Monotonie des Integrals
und erhalten so

/f dx—/fn )da

L/u Dz < (b= aIf — Fallup:
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5. Integration

Da f, gleichméBig gegen f konvergiert, gilt lim (||f — ful/sup) = 0, also
n—oo

b

/f( d = lim /fn

a

O

Bemerkung 5.35. Die gleichméflige Konvergenz in Theorem B=34 ist essentiell notwen-
dig, wie das folgende Beispiel zeigt (vgl. Staatsexamen 43910, Frithjahr 2010, Thema 3,
Aufgabe 4): Die Funktionenfolge

2nx

n 0,1 =R, T
Fo 0 U = R oo

konvergiert punktweise, aber nicht gleichméﬁig gegen die konstante Funktion 0 auf [0, 1].

Jedoch konvergiert die Folge a,, : f fn(x)dz gegen 1 und nicht gegen 0 (Ubungsaufgabe).

Bemerkung 5.36. Einer der ersten mathematisch gut fundierten Integralbegriffe geht
auf Cauchy zuriick. Dieser Cauchysche Integralbegriff gilt fiir Regelfunktionen. Regel-
funktionen auf [a, b] sind hierbei Funktionen f : [a,b] — R, welche gleichméfiige Grenz-
werte von Treppenfunktionen sind, d. h. f : [a,b] — R ist genau dann eine Regel-
funktion, wenn es eine Folge ¢, € T gibt, sodass 71113010 I/ — &nllsup = 0 gilt™. Das

Integral einer solchen Regelfunktion f mit lim ||f — ¢, ||lsup = 0 ist dann definiert als™®
n—00

ff f(z)dz := lim ¢,(x)dx. Theorem B34 zeigt, dass das Riemann—Integral fiir Regel-
n—oo

funktionen mit dem Cauchyschen Integralbegriff iibereinstimmt. Somit ist das Riemann—
Integral eine Verallgemeinerung dessen Cauchy-Integrals fiir Regelfunktionen.

5.4. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Zwar ist es bisweilen grundsétzlich moglich das Riemann-Integral einer integierbaren
Funktion f : [a,b] — R mittels Riemannscher oder Darbouxscher Summen zu berechnen,
jedoch ist dieser Weg meistens mit viel Mithen verbunden. Fiir stetige Funktionen werden
wir feststellen, dass die Integration die Umkehroperation der Ableitung ist. Mit Hilfe
dieses Wissens und einiger Integrationsregeln kann man das Integral einer gegebenen
stetigen Funktion in zahlreichen Féllen explizit ausrechnen. Jedoch ist integrieren viel
schwieriger als ableiten. Um mit meinen hervorragenden Mathematiklehrer Wolfgang
Roth zu sprechen: ,, Ableiten ist Technik, integrieren ist Kunst!“

Wir folgen in diesem Abschnitt [Eadl, § 19].

In diesem Abschnitt bezeichnen I und J jeweils offene Intervalle in R.

125Gtetige oder monotone Funktionen sind Regelfunktionen
126Eine Einfithrung in die Integralrechnung mittels Regelfunktionen finden Sie z. B. in [BET, Kap. 10]
oder [KT, Kap. 12].
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5.4. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition 5.37. Sei I C R ein offenes Intervall. Eine differenzierbare Funktion F' :
I — R heifit Stammfunktion von f, wenn die Ableitung von F' gerade f ist, also f = F’
gilt.

Aus Korollar 223 folgt einfach:

Lemma 5.38. Ist F': I — R eine Stammfunktion von f : I — R und ¢ € R, dann ist
auch F+c eine Stammfunktion von f. Umgekehrt unterscheiden sich zwei Stammfunktion
Fi,Fy: 1T —Ruwvon f:I— R gerade um eine additive Konstantd®X d. h. Fy = F} + ¢
fiir ein passendes ¢ € R.

Theorem 5.39 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, 1. Teil).
Sei I C R ein offenes Intervall, a € I und f : I — R eine stetige Funktion, dann ist
die Funktion

F:1—-R, x~—>/ f(t)dt

eine Stammfunktion von f, d. h. F ist differenzierbar und es gilt F' = f™

Beweis. Fiir h # 0 hinreichend klein und € I betrachten wir den Differenzenquotienten

Plath) = Flo) _ 1 </a“hf(t>dt _ /:f(t)dt> = %/:Mf(t)dt

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, Theorem B2, gibt es ein &, zwischen x
und z + h, d. h. &, € [z, 2 + h] fiir h > 0 bzw. &, € [z + h, z] fiir h < 0, sodass gilt

z+h
/ F(t)dt = h- f(&).

Da }llin% (&n) = x, erhalten wir wegen der Stetigkeit von f :
—

lim F(z+h)— F(x)
h—0 h

= lim £(6) = f(z).
Damit ist F' in x differenzierbar mit F'(z) = f(z). O

Theorem 5.40 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, 2. Teil).
Sei I C R ein offenes Intervall, f: I — R eine stetige Funktion und F eine Stamm-
funktion von f. Dann gilt fir alle a,b € I :

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Bemerkung 5.41. Fiir F(b) — F(a) sind auch die Bezeichnungen [F(x)]% und F(a:)’i
gebrauchlich.

127Hijerbei ist wichtig, dass ein Intervall immer eine zusammenhingende Teilmenge von R ist.
128Die F: I - R, = — f: f(®)dt wird oft unbestimmtes Integral von f genannt.
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5. Integration

Beweis. Die Funktion N
Fo: I - R, x»—>/ f(t)dt

ist nach Theorem eine Stammfunktion von f und es gilt Fy(a) = 0.
Ist I eine beliebige Stammfunktion, so gilt F' = Fy + ¢ fiir ein passendes ¢ € R und
damit

/ J(t)dt = Fo(b) = Fy(b) — Fo(a) = (Fo(b) + ©) — (Fo(a) + ¢) = F(8) — F(a).

[]

Bemerkung 5.42. Fiir eine Stammfunktion F' einer stetigen Funktion f : [a,0] — R
schreibt man bisweilen
/ f(z)dx.

Diese Notation ist natiirlich etwas unprézise, da Stammfunktionen nur bis auf eine ad-
ditive Konstante eindeutig bestimmt sind.

Aus Theorem B=34 kann man mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung zeigen:

Satz 5.43 (Vertauschung von Grenzwerten und Ableitungen). Sei f, : [a,b] — R
eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen, welche punktweise gegen eine Funktion
f :la,b] = R konvergiert. Wenn die Folge der Ableitungen f! gleichmdflig gegen eine
Funktion f* : [a,b] — R konvergiert, dann gilt:

(a) f ist differenzierbar.

(b) "= f*, d. h. fir alle x € [a,b] gilt: f'(x) = ILm fli(x).

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Wahrend es schwierig ist zu einer Funktion f eine Stammfunktion zu finden, ist es
leicht nachzuweisen, dass eine Funktion F' eine Stammfunktion von f ist, denn es geniigt
dazu F abzuleiten und F’ = f zu sehen. Viele Formelsammlungen bieten ein lange Tabel-
le von Stammfunktionen. Eine Liste von Stammfunktionen einiger weniger elementarer
Funktionen ist:

| Funktion f(z) [ Stammfunktion F(z) |

2", neZ\{-1} —at!
. In(lz[)

sin(x) — cos(x)
cos(z) sin(x)
eXF;(x) exp(x)

arctan(z)
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5.4. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Vorsicht! Bei der Anwendung von Theorem B0 zur Bestimmung von f: f(z)dz ist zu
beachten, dass f auf ganz [a, b] definiert und stetig sein muss.

Da nach Korollar B24 Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzbereichs absolut kon-
vergieren folgt mit Theorem B=34:

Satz 5.44. Sei (a,) eine reelle Zahlenfolge, sodass die Potenzreihe Y a,z™ einen posi-

tiven Konvergenzradius R > 0 hat. Dann ist die Stammfunktion F: (—R, R) — R der

Funktion f : (=R,R) — R, x = > ana" durch F: (=R, R) = R, x ) ;oo™
n=0 n=0

gegeben.

In Theorem haben wir gesehen, dass fiir stetige Funktionen die Integration in ei-
nem gewissen Sinne die Umkehroperation der Ableitung ist. Wir erhalten somit Analoga
zu den Ableitungsregeln.

Als Folgerung aus der Kettenregel fiir Ableitungen erhalten wir:

Satz 5.45 (Substitutionsregel). Sei f: I — R stetig und sei g : J — I stetig differen-
zierbar, wobei I und J offenen Intervalle in R sind. Fiir a,b € J gilt dann:

b ) g(b)
[ seogwa= | s
a gla
Bewers. Fiir eine Stammfunktion F': I — R von f erhalten wir mit der Kettenregel

(F'og)(t) = F'(g(t))g'(t) = f(g(t)g'(¢)
und somit wegen Theorem bB20:

g(b)

/ f9(t) g (t)dt = (F o g)(b) — (F o g)(a) = F(g(b)) — Flg(a)) = f(x)d.

g(a)

Als Konsequenz aus der Produktregel fiir Ableitungen erhalten wir

Satz 5.46 (Partielle Integration). Seien f,g: 1 — R stetig differenzierbare Funktionen
und a,b € I, dann gilt:

b b
/ f(w)g'(x)dx = [f(x)g(x)]; —/ f'(@)g(w)dr.
Beweis. Nach der Produktregel gilt

(f9)'(z) = fi(x)g(x) + f(2)g'(x)

Da alle vorkommenden Funktionen stetig sind, folgt aus Theorem BZ0 mit der Additi-
vitdt des Integrals sofort:

b b
/ f’($)9(x)dx+/ f(@)g (@)dx = [f(x)g(x)]s.
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Wir erweitern die Liste der moglichen Integrationsverfahren noch um ein weiteres,
die Partialbruchzerlegung. Dieses findet bei rationalen Funktionen, also Quotienten f =
§ zweier polynomialer Funktionen p und ¢, Anwendung. Die Methode besteht darin,
den Quotienten f = § als Summe einfacher rationaler Funktionen zu schreiben und
dann jeden der Summanden von f (aufgrund der Linearitdt des Integrals) einzeln zu
integrieren. Jede reelle polynomiale Funktion ¢ kann als Produkt irreduzibler Polynome
iiber R geschrieben werden. Irreduzible Polynome haben keine reellen Nullstellen und
entweder Grad 0, 1 oder 2. Den Beweis des Satzes iiber die Partialbruchzerlegung reeller

rationaler Funktionen finden Sie z. B. in [HI, Abschnitt 69]:

Satz 5.47 (Partialbruchzerlegung). Sei f = § eine reelle rationale Funktion, wobei wir

annehmen, dass fir die reellen polynomialen Funktionen p und q gilt 1 < Grad(p) <
Grad(q). Sei

q(x) =c- (H(a: — xl)"> : (H($2 + apx + bk)m’“>

die Zerlegung von q in tdber R irreduzible Faktoren. Dann gibt es reelle Zahlen A;;, By
und Cl, sodass gilt

_ ~ Ajj o Bx + Cy
flw) = Z Z (x — x;)7 + Z (22 + apz + by)t

k=1 =1

Die Koeffizienten A;j, By und Cy, ergeben sich durch Koeffizientenvergleich.
Eine weitere Konsequenz aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
ist die Integralform des Restgliedes in der Taylor—Formel (fiir die Lagrange—Form siehe

Satz B0d).

Satz 5.48 (Taylor—Formel mit Integralform des Restglieds.). Sein € N und f : I — R
(n + 1)-mal stetig differenzierbar und x, € 1. Dann gilt fir alle x € R :

R (o) = J(o) = Tf(0) = = [ " — 0 O )

~nl
Diese Form des Restglieds heifit Integralform.

Beweis. Fiir n = 0 ist unsere Aussage gerade die Behauptung des Satzes der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung:

f(x) — f(x,) = / ’ f'(t)dt.

Angenommen, die Aussage ist fiir ein beliebiges aber festes n — 1 € N wahr, dann gilt
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5.5. Uneigentliche Riemann—Integrale

mit partieller Integration:

f(2) = TI%(2) = RI%(z) = ﬁ / " — O (1yde

_ _/xo f(n>(;>% ((x ;!t)”) "

= [t ] e Lo

n! n! J,

Zo o

Damit erhalten wir

f(”)(:co)

F@)-TE ) -1

(=" = f@) =T () = B (@) = - [ (o=0P 0D @)

Bemerkung 5.49 (Riemann-Integral fiir C-wertige Funktionen einer reellen Variable).
Eine komplexwertige Funktion f : [a,b] — C heifit Riemann-integrierbar, wenn ihr
Realteil R(f) und ihr Imaginérteil $(f) Riemann—integrierbar sind. Wir setzen in diesem

Fall:
b

f(x)dx—/ %(f(x))dx—i—i/ S(f(x))d.

Da R(f") = (R(f)) und (') = (S(f))" gilt auch der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung: Ist f : [a,b] — C stetig, dann ist

F :la,b] — C, x»—>/$f(t)dt

eine Stammfunktion von F, d. h. F' = f. Stammfunktionen von f sind bis auf kom-
plexe additive Konstanten eindeutig bestimmt. Der Beweis folgt komponentenweise fiir
Real- und Imaginérteil aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir
reellwertige stetige Funktionen. Ebenso gilt

/ F@)dz = F(b) — F(a)

fir eine Stammfunktion F' : [a,b] — C der stetigen Funktion f : [a,b] — C. Die
Rechenregeln gelten analog. Die Beweise erfolgen komponentenweise.

5.5. Uneigentliche Riemann—Integrale

Wir folgen in diesem Abschnitt der Darstellung in [Ead, § 20].
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5. Integration

Definition 5.50. e Seia < b mit b € RU {oco} und f : [a,b) — R eine Funktion,
sodaB f|j,,g fiir alle R € (a,b) Riemann-integrierbar ist. Falls der Grenzwert
R

lim I fliar (x)dz = 1}1%%} | f(z)dz existiert, so setzen wir

/b f(a)do = lim / " Ha)da

e Seia < bmit a € RU{—oco} und f : (a,b] = R eine Funktion, soda8 f|izy fiir
b

alle R € (a,b) Riemann—integrierbar ist. Falls der Grenzwert 1}%11 I flipy(z)dz =
“R

lim f f(z)dx existiert, so setzen wir

Ria
a b
/f(x)dx = %Iiral/f(x)dx
b R

e Sei a < bmita € RU{—oc0} und b € RU {oo} und ¢ € (a,b). Sei f: (a,b) - R

Ry
eine Funktion, sodass fiir alle a < Ry < ¢ < Ry < b die Grenzwerte lim [ f(z)dx

Ra1Tb -

und lim f f(z)dz beide existieren, dann setzen wir

Rﬂ,aR1
/f x—hm f dx—l—hm/f

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von ¢ € (a,b).

Bemerkung 5.51. Fiir eine stetige Funktion f : R — R ist der Cauchysche Hauptwert
von f, notiert CH(f), definiert als

li

" R / J

Wenn [ f(z)dz erklért ist, so existiert auch der Cauchysche Hauptwert von f und

falls dieselc">O Grenzwert existiert.

es gilt CH(f) = [ f(z)dz. Umgekehrt hingegen kann der Cauchysche Hauptwert exis-

tieren, ohne dass [ f(x)dz erklirt sein muss:

—0o0
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5.5. Uneigentliche Riemann—Integrale

Ry
Fir f : R = R, x — sin(z) existiert lim [ f(x)dz offenbar nicht. Somit ist auch

RaToo 0
| sin(x)dz nicht erklirt. Hingegen gilt CH(sin) = 0.

Wir lernen nun noch ein Konvergenzkriterium fiir Reihen kennen, welches die Inte-
gralrechnung verwendet.

Satz 5.52 (Integralvergleichskriterium). Sei f : Rsg — Rso eine monoton fallen-
de nicht-negative Funktion, dann konvergiert die Reihe > f(n) genau dann, wenn der

R 9
}%im [ f(z)dx konvergiert, also [ f(x)dx existiert. Es gilt in diesem Fall fiir allen € N :

S s [ e <Y 50)

j=n+1

Beweis. Da f monoton fallend ist, gilt fiir alle n € N :

fory= [ for i< [ fds < fin)

Somit ergibt sich fiir alle n € N und alle N € N*:

n+N n+N n+N
3 )< / f@)r < Y ),

Durch Ubergang zum Grenzwert ergibt sich die Abschitzung. Fiir n = 0 gilt, falls
I fl@)de = limy o fON f(x)dz existiert, so konvergiert auch >_ f(n), da die Folge der
Partialsummen monoton wachsend und nach oben beschréankt ist.

Konvergiert nun > f(n), so ist R — fOR f(x)dx monoton wachsend und beschrénkt,
also konvergent. O

Aufgabe 5.53. Betrachte In; := In : (0,00) — R, Iny := Inoln; : Dy = (1,00) - R
und In, 4y :=Inoln, : D,y = {z € R5¢ : In,(x) > 0} fiir p € N>o.

p—1 -1
(a) Zeigen Sie: Fiir p € N>y gilt (In,)'(z) = <x 11 lnj(x)) , ¢ €D,
j=1

© p=1 -1
(b) Sei p € N*. Zeigen Sie: Die Reihe (n (In,(n))*- 11 lnj(n)> , N € D,, konver-
n=N j=1

giert genau fiir a > 1. Was bedeutet das speziell fiir p = 17
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5.6. Riemann-Stieltjes—Integral

Das Riemann—Stieltjes—Integral steht in gewisser Weise zwischen dem Riemann-Integral
und dem modernen Lebesgue-Integral. Das Riemann—Stieltjes—Integral wird nicht in al-
len einfithrenden Analysisbiichern behandelt. Wir orientieren uns an [GBGW3Z, Abschn.
6.4], [HL, Kap. XI] und insbesondere an [f2, § 6].

Definition 5.54. Fiir zwei Funktionen f,g : [a,b] — R, eine Zerlegung Z = {a =

To,T1,...,T, = b} von [a,b] und Stiitzstellen &, ... &, bzgl. Z, d. h. & € [z;_1, 7],
heifit die Summe

S(f,dg, Z,&1, ..., &) = Z F(E) (9(x5) = g(-1))

Riemann—Stieltjes—Summe von f beziiglich ¢ und der Zerlegung Z mit Stiitzstellen
1,006,

Definition 5.55. Seien f, g : [a,b] — R zwei Funktionen, wobei a < b. Wir nennen
f Riemann-—Stieltjes—integrierbar beziiglich der Gewichtsfunktion™ ¢ oder kurz RS-
integrierbar bzgl. g, wenn gilt:

Es gibt eine Zahl ¢ € R mit folgender Eigenschaft: Fiir alle € > 0 gibt es eine Zerlegung
Z., sodass fiir jede Verfeinerung Z = {a = z,...,x, = b} von Z. und jede Wahl von
Stutzstellen &; € [z;_1,74], j=1,...,n bzgl. Z gilt:

0= S(f,dg, Z,&1,...,&)| <e.

Die (eindeutig bestimmte™) Zahl ¢ heifit in diesem Fall Riemann-Stieltjes—Integral von
f beziiglich g, oder kurz RS-Integral von f bzgl. g.

Bemerkung 5.56. 1. Geméifl Theorem B24 stimmt fiir die Identitéatsfunktion g(z) =
x das Riemann—Stieltjes—Integral mit dem Riemann-Integral {iberein.

2. Ist die Gewichtsfunktion g : [a, b] — R konstant, so ist jede Funktion f : [a,b] — R
RS-integrierbar bzgl. g und es gilt

[ st =o

da ja jede Riemann-Stieltjes-Summe von f bzgl. g verschwindet.

Aufgabe 5.57. Sei H : [—1, 1] — R die Heaviside™Funktion definiert durch H|[_; g :=
0 und H|( 1) := 1. Zeigen Sie: Ist f : [~1,1] — R in x, = 0 rechtsseitig stetig™, dann
ist f bzgl. H Riemann—Stieltjes—integrierbar mit

/ f(@)dH(z) = f(0).

129Djie Funktion ¢ wird auch Integrator genannt.
130Der Beweis der Eindeutigkeit ist eine Ubung.
1310liver Heaviside (1850-1925), britischer Physiker)

132d. h. lim f(z) = f(z,)
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5.6. Riemann—Stieltjes—Integral

Bemerkung 5.58. Stieltjes urspriingliche Definition des Riemann—Stieltjes—Integral
war anders formuliert. Er forderte hierzu die Existenz einer Zahl 7 mit der Eigenschaft,
dass es fiir jedes € > 0 es ein § > 0 gébe, sodass fiir alle Zerlegungen Z = {zo,...,x,}
von [a, b] der Feinheit 7 < 6 und jede Wahl &, ..., &, von Stiitzstellen bzgl. Z gilt

|Z_S(f’dg727€17"-75n)| SE,

Man sieht leicht, dass jede Funktion, die nach Stieltjes urspriinglicher Definition inte-
grierbar ist auch nach unserer Definition b2h3 Riemann—Stieltjes—integrierbar ist. Fiir
das Riemann—Integral, also fiir g(z) = x stimmen beide Begriffe auch tiberein (Theorem
EZ7). Pollard™ beobachtete, dass, anders als fiir das Riemann-Integral, die von uns
oben gewihlte Definition Bh3 des Riemann—Stieltjes—Integrals allgemeiner als Stieltjes
urspriinglicher Begriff ist, weshalb der von uns in Definition b553 als Riemann—Stieltjes—
Integral eingefiihrte Integralbegriff in der Literatur auch manchmal | verallgemeiner-
tes Riemann-Stieltjes-Integral“ genannt wird™®. Eine eingehendere Diskussion dieses
Phénomens finden Sie in [, § 6].

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir folgende Charakterisierung Riemann—
Stieltjes—integrierbarer Funktion:

Lemma 5.59 (Cauchy—Kriterium fiir Riemann-Stieltjes—Integrierbarkeit). Fine Funk-
tion f : [a,b] — R ist dann und nur dann bzgl. g : [a,b] — R Riemann—Stieltjes—
integrierbar, wenn gilt: Fir alle ¢ > 0 gibt es eine Zerlequng Z. von [a, b], sodass fiir alle
Verfeierungen Z und Z' von Z. und jede Wahl von Stitzstellen &, ..., &, bzgl. Z und
&y &0 begl. 77 gilt:

|S<f7dgazafla"'a§n)_S(fadg>Z/7517"'a§7/7/)‘ Se'

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Sind A1, A2 € Rund fi, fa, f, g1, 92 und g reellwertige Funktionen auf [a, b], so gilt fiir
jede Zerlegung 7 = {a = x¢,21,...,2, = b} von [a,b] und jede Wahl &,...,&, von
Stiitzstellen bzgl. Z :

S()‘lfl +)‘2f2adg7 Zaglw--agn) = AlS(flvdga Zagla-"agn) +)‘25(f27dg7 Z7€17"'7£n)
und

S(fa d()\lgl + )‘292)72a£17 cee 7671) = )‘15<f7 dgbZaEM s 76”) + )‘25<f7 d927Z7£17 s 75”)

Daraus ergibt sich:

Satz 5.60 (Linearitdt des Riemann—Stieltjes—Integrals).

133G, Pollard, The Stieltjes integral and its generalizations, Quarterly J. Math., 49 (1920-23), 73-138

134Begeichne H : [~1,1] — R die Heaviside-Funktion. Wihrend nach unserer Definition 553 die
Funktion f : [-1,1] = R, x + H(—x) bzgl. ¢ = H Riemann-Stieltjes-integrierbar ist (Ubungsaufgabe),
stimmt das jedoch nicht fiir Stieltjes urspriingliche Definition.
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5. Integration

(i) Seien fi, fa : [a,b] — R bzgl. g : [a,b] — R Riemann-Stieltjes—integrierbar und
A, Ao € R Dann ist auch A\ fi + Ao fs bzgl. g Riemann—Stieltjes—integrierbar und
es qilt

/abmfl()mﬁ( /f1 )dg(z +A2/ folw)dg(x

(ii) Seien f : [a,b] — R bzgl. g1 : [a,b] = R und g5 : [a,b] — R Riemann—Stieltjes—
integrierbar und A, Ao € R. Dann ist f auch bzgl. A\1g1 + Aago Riemann—Stieltjes—
integrierbar und es gilt

/f d(Mgi(x) + Aaga(2) —)\1/ f(x)dg, (x +)\2/ f(x)dga(x).

Definition 5.61. Fiir zwei Funktionen f, g : [a,b] — R mit a < b setzen wir

/ " F@)dga) =

und, falls f bzgl. g Riemann—Stieltjes—Integrierbar ist, so definieren wir

/fdg /fdg

Satz 5.62. Seien f,g : [a,b] = R Funktionen und ¢ € R mit a < ¢ < b, dann ist f genau
dann bzgl. g Riemann—Stieltjes—integrierbar, wenn die Funktionen f|jaq bg2l. glja.q und
fliew) b9zl gliep) Riemann—Stieltjes—integrierbar sind. In diesem Falle gilt

/fdg /fdg /fdg

U)ObGZf:f(ZE) f f|ac] dg|[ac UTLdf f f f|Cb dg|0b<)

Auch dieser Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

5.7. Rechenregeln fiir Riemann—Stieltjes—Integrale

Wir bereits im Fall des Riemann-Integrals ist es oft recht aufwendig, konkrete Integrale
mittels ihrer Definition zu berechenen. In diesem Abschnitt geben wir einige wichtige
Sétze, die bei der expliziten Bestimmung von Riemann—Stieltjes— Integralen niitzlich sein
konnen. Wir verweisen wieder auf [fA2, § 6.3 u. 6.4], aber auch auf [GBGW2, Abschn.
6.4] und [HI, Kap. XI].

Satz 5.63 (Partielle Integration beim Riemann-Stieltjes—Integralen).
Sei f i [a,b] = R bzgl. g : [a,b] = R Riemann—Stieltjes—integrierbar, dann ist auch g
bzgl. f Riemann—Stieltjes—integrierbar und es gilt

/f(ﬂf)dg(ﬂf)Z[f(fC)g(x)]Z—/ g(x)df ().
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5.7. Rechenregeln fiir Riemann—Stieltjes—Integrale

Beweis. Sei Z = {a = wg,x1,...,2, = b} eine Zerlegung von [a,b] und &,...,&,
Stiitzstellen bzgl. Z, d. h. §; € [z;_1,%j], j =1,...,n, dann gilt offenbar

[f(@)g(x)]a = Zg(fj)(f(%)—f(%—l))

J/

(5.5) z,
=S5(g,df,Z,£1,.,&n)

+ z (Flaj)(9(&5) — gj1) + Fl)(9la) — (7).

Sei € > 0. Da f bzgl. g Riemann-Stieltjes-integrierbar ist, gibt es eine Zerlegung Z.,
sodass fiir jede Verfeinerung Z von Z. und jede Wahl von Stiitzstellen gilt &;,...,&,
bzgl. Z

b
/ F@)dg(x) — S(f,dg, 2,61, .. &)| < <.

Wiéhlen wir nun eine solche Verfeinerung 7 = {xo,...,z,} von Z. und Stiitzstellen
€1,...,& bzgl. Z. Damit ist 2’ = Z U {&,...,&,} ebenso eine Verfeinerung von Z..
Wihlen wir als Menge der Stiitzstellen £ jeweils die linke Intervallgrenze in [z;_4, ;]
und jeweils die rechte Intervallgrenze in [€;, z;], so erhalten wir™:

n

S(fodg, Z',€') = (flam)(9(&) = g(ajmn) + fla;)(g(25) — 9(&)))-

=1
Mit Gleichung (E3) erhalten wir so

b

— | f@)dg(x) + [f(2)g(@)]) — S(g.df, Z,&, ... &)

a
b

= f(@)dg(z) = [f(2)g()]q + S(g.df. 2,61, ... &)

a

b

= f(x)dg(x) — <Z (f(2j-1)(9(&) — gwj—1) + f (@) (g(x;) — 9(5j))> |
= f(x)dg(x) = S(f.dg, 2", €)

a

< e

Somit ist auch g bzgl. f Riemann—Stieltjes-integrierbar mit

/g(ﬂf)df(w)Z[f(x)g(w)]Z—/ f(x)dg(z).

]

15Wenn &; € {x;_1,2;} so tritt das Intervall [x;_1,&;] bzw. [£;, ;] nicht auf, aber der entsprechende
Summand verschwindet.
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5. Integration

Satz 5.64 (Riemann-Stieltjes-Integral und Riemann-Integral). Sei f € R,y und g :
[a,b] — R stetig differenzierbar™®, dann ist f bzgl. g Riemann—Stieltjes—integrierbar mit

[ s

Beweis. Seie > 0 und € = (b o

Da f Riemannfintegrierbar und ¢’ als stetige Funktion ebenfalls Riemann—integriebar
ist, gilt fg' € Ryq . Nach Theorem B22 gibt es also ein 6, > 0, sodass fiir jede Zerlegung
Z mit pz < 01 und jede Menge € ={&,...,&} von Stiitzstellen bzgl. Z gilt

R, 2.6)| < 5

Als Riemannfintegrierbare Funktion ist f beschrankt. Es gibt also ein K € R mit
| fllsup < K. Als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist ¢’ gleichméBig stetig
(Satz von Heine, Theorem B=33). Damit gibt es ein d; > 0, sodass |¢'(z) — ¢'(y)| < € fiir
alle z,y € [a,b] mit |y — x| < & gilt. Sei Z = {a = xo, x1,...,2, = b} eine Zerlegung
von |a,b] der Feinheit py < 6 := min{dy,d2} und & = {&,...,&,} eine Menge von
Stiitzstellen bzgl. Z. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, Theorem B9,
gibt es Punkte Ej € [zj_1,74], 7=1,...,n, sodass

S(f,dg, Z,&) = Zf &)(g g(xj-1) Zf &9 —2j1).
Fiir die Riemann—Summe von f - ¢’ erhalten wir
19, 2,€) = Zf &)9 — 1),

Damit gilt
\R(fg',Z,§) = S(f.dg, Z,§)| < Zlf E)-19'(&) = d'(&)] (2 —2;1) < Ké(b—a) = %

gK

Die Ungleichung |R(fg', Z,&) = S(f,dg, Z,§)| < § gilt also fiir alle Zerlegungen von [a, b]
der Feinheit 1z < 6 = min{dy, do} und eine beliebige Menge & von Stiitzstellen bzgl. Z.
Wir withlen nun als Z. eine Zerlegung mit pz. < 0. Sei Z eine Verfeinerungen von Z.
und £ eine beliebige Menge von Stiitzstellen bzgl. Z, dann ist uy < d, und wir erhalten

I({)\l<

dt— (fadg727§)’

dt— (fg’,Z,f)‘+|R(fg’,Z,§)—S(f,dg,Z,f)|

1364. h. g ist Einschriinkung einer stetig differenzierbaren Funktion (a —e,b+¢) — R.
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5.8. Funktionen von beschrankter Variation

Somit ist f bzgl. ¢ Riemann—Stieltjes—integrierbar, und das Riemann—Integral fab f(t)g'(t)dt
stimmt mit dem Riemann-Stieltjes—Integral fab f(z)dg(z) tberein. O

Korollar 5.65. Ist [ : [a,b] — R stetig differenzierbar und g € Riqy), dann ist f bzgl. g
Riemann—Stieltjes—integrierbar.

Bemerkung 5.66. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt also:
Ist f € Ry und h: [a,b] — R stetig, dann gilt

[ somar = [ s

mit

5.8. Funktionen von beschrankter Variation

Wir orientieren uns hier vor allem an [M32, § 5 u. 6], aber auch an [GBGW3Z, Kap. 6]
und [HI, Kap. XI].

Zunéchst haben wir das Riemann—Stieltjes—Integral ohne weitere Voraussetzungen an
die Gewichtsfunktion g definiert. In diesem Abschnitt betrachten wir nun eine beson-
dere Klasse von Gewichtsfunktionen g mit der wichtigen Eigenschaft, dass jede stetige
Funktion f bzgl. ¢ Riemann—Stieltjes—integrierbar ist.

Definition 5.67. Die Variation einer Funktion g : [a,b] — R bzgl. einer Zerlegung
Z ={xg,...,x,} von [a,b] ist die nicht-negative Zahl

Vg, Z) = Z lg(z;) — g(z;-1)|.

Die Totalvariation einer Funktion ¢ : [a,b] — R ist
V2(g) :=sup{V(9,Z): Z Zerlegung von [a,b]} € RxoU {o0}.
Falls V?(g) < oo heifit g von beschrinkter Variation.

Bemerkung 5.68. e Ist g : [a,b] = R monoton, so ist g von beschrankter Variation.

Wenn ¢g monoton wachsend ist, dann gilt fiir eine beliebige Zerlegung Z = {a =
xg,..., T, = b} von |a, b

n

Vg, Z) = Z l9(x;) — gla—)l = (g(a;) = glaj1)) = g(b) — g(a).

J=1

Also V¥(g) = g(b) — g(a). Wenn g monoton fallend ist, so erhalten wir analog
Vi (9) = g(a) = g(b).
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5. Integration

e Sei g : [a,b] — R Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L, dann ist g von be-
schrankter Variation.

Sei Z = {a = xy,...,x, = b} eine beliebige Zerlegung von |[a, b, dann gilt:

Z\ng g(z; 1\<LZ —xj_1) = L(b—a).

Lemma 5.69. Sei g : [a,b] — R von beschrinkter Variation und ¢ € R mit a < ¢ < b,
dann sind auch gl und 9|[c,b} von beschrinkter Variation, und es gilt

V2(g) =V<lg) +V2i(g)
mit VE(g) := VE(gljag) und VE(g) := V2(gliew))-

Beweis. Sei Z; eine beliebige Zerlegung von [a, c] und Z, eine beliebige Zerlegung von
[c,b], dann ist Z = Z; U Z5 eine Zerlegung von [a, b] und wir erhalten

Vgl Z1) + V(glienys Z2) = V9, Z) <V, (9)-

Da V(gl(a,q, Z1) und V(g|(cp, Z2) nicht-negativ sind, folgt sofort, dass gl und glics
von beschrénkter Variation sind. Da Z; und Z beliebige gewéhlt waren erhalten wir
durch Ubergang zum Supremum sofort

(5.6) VE(Glaa) + VE(Gler) < VE(g)-

Sei andererseits Z eine beliebige Zerlegung von [a,b] und Z' = Z U {c}. Wir setzen
Z1 = Z'Na,c) und Z} := Z'N[e, b]. Dann gilt Z' = Z;UZ,. Aus der Dreiecksungleichung
folgt V (g, Z) < V(g,Z’) und damit

V(9,2) <V(9,2") = V(gliads Z1) + V(9liews Z3) < Vi (glio) + Ve (9lier))-
Da Z beliebig gew&hlt war, erhalten wir durch Ubergang zum Supremum:
(5.7) V2(9) < Vi(glwa) + V. (glien)-
Die Ungleichungen (E@) und (BZ4) zusammen ergeben die Behauptung. O

Aufgabe 5.70. (a) Zeigen Sie: Seien ¢; 5 : [a, b] — R zwei Funktionen von beschrénkter
Variation, dann gilt
Vi (o1 +92) < Vi) + Vi (g2).

(b) Zeigen Sie: Die Menge BV ([a,b]) := {g : [a,b] — R : g von beschrinkter Variation}
ist ein reeller Untervektorraum des Vektorraums aller Funktionen von [a, b] nach R.

Theorem 5.71. Sei g : [a,b] — R won beschrinkter Variation, dann ist jede stetige
Funktion f : [a,b] — R bzgl. g Riemann—Stieltjes—integrierbar und es gilt

[ st

< ||f||sup ) V:zb(g)-
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5.8. Funktionen von beschrankter Variation

£
2Vy(9)°

Als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist f gleichméfig stetig (Theorem
B33). Damit gibt es ein § > 0, sodass fiir alle z,y € [a,b] mit |z —y| < J gilt

Beweis. Seie >0 und £ :=

[f(z) = fly)l <€

Als Z. = {&q, ..., %m} wihlen wir eine Zerlegung von [a, b] der Feinheit p pz. < 0. Zudem

withlen wir als Stiitzstellen bzgl. Z. die Menge & = {5 =F1,...,6m = } Damit
erhalten wir als Riemann—Stieltjes—Summe

S(f,dg, Z.&) = Zf — g(&;-1))-

Sei Z = {zq,...,x,} eine beliebige Verfeinerung von Z., dann gilt insbesondere p1, <
0. Zudem sei & = {&1, ..., &, } eine Menge von Stiitzstellen bzgl. Z. Dann ist die Riemann—
Stieltjes—Summe

S(f,dg, Z,¢) = Zf &)(9(x5) = g(x-1))-

Da Z eine Verfeinerung ist, gibt es fiir alle j = 0,...m ein k; € {0,...,n}, sodass
Ty, = T; gilt. Fiir die Differenz zwischen dem ersten Summanden

k1

F@E)(9(F1) — 9(F0)) = > f(@1)(g(x;) — g(x;-1))

J=1

von S(f, dg,Zs,g) und den ersten k; Summanden von S(f,dg, Z, ) erhalten wir mit
1f(&) — f(@)| < firj=1,...,k (da|& — 71| < |T2 — Z1| < 0) und Lemma BBX:

f(@1)(9(21) — g(Zo)) — Z f(&)g(z;) — g(z-1))

Jj=1
k1 |

k1 ‘

= S0~ 16) - (9() — gla-0))

j—l

Z|f S &) lg(zs) = gwj-)

IA

< 6’2 9(;) — g(xj-1)]

< elvi? (gl[fo,ifl])‘
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Analoge Abschétzungen erhélt man fiir die iibrigen Teilintervalle [Ty, To] = [T, Th,), - - -,
[Zm—1,Tm| = [®k,,_,, Tk, Vol [a, b] bzgl. der Zerlegung Z.. Mit Lemma und der Drei-
ecksungleichung folgt

15( f.dg, Z.€) — S(f,dg, Z., 5))

< @66 o)~ S &) — gla )
< 5,'Z%iil(g|[:zj71@j}) < e'V)(g) = %

Seien nun Z und Z’ zwei Verfeinerungen von Z. und & bzw. & jeweils Mengen von
Stiitzstellen bzgl. Z bzw. Z’'. Dann erhalten wir mit der Dreiecksungleichung und dem
Vorherigen:

|S<f> dgazvf) - S(f7 dga Z,7€/)‘
= |(S(.dg. 2.€) = S(f.dg, 2..)) + (S(f.dg. Z..&) = S(f,dg. 2.8))|
S(f.dg, Z,&) — S(f,dg, Z.,&)| + |S(f.dg, Z.,§) — S(f,dg, Z',€')

N J/ N J/

IN
m\m<
IN
m\m<

IA

€.

Nach dem Cauchy—Kriterium ist damit f bzgl. ¢ Riemann-Stieltjes-integrierbar.
Aus

1S(f.dg, Z,€)| < HfHSUPZ l9(z5) = g(zj—0)| < | fllsup - V;b(g)
j=1

folgt die Ungleichung

/ F(@)dg(@)| < |l - V2(9).

5.9. Mittelwertsatze fiir Riemann—Stieltjes—Integrale

Wir folgen hier [fA2, Abschn. 6.7] auch [GBGWZ, Kap. 6].

Ist g : [a,b] — R monoton wachend und Z = {zg, x1,...,z,} eine beliebige Zerlegung
von [a,b]. Aus x;_1 < x; fiir j = 1,...n folgt dann g(z;) — g(z;—1) > 0. Sei nun & eine
beliebige Menge von Stiitzstellen bzgl. Z. Fiir zwei Funktionen f; 5 : [a,b] — R folgt aus
f1 < fo dann fiir eine monoton wachsende Gewichtsfunktion ¢ sofort

S(fladg7 ng) < S(andg7 Zag)
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Theorem 5.72 (Erster Mittelwertsatz fiir Riemann—Stieltjes—Integrale). Sei f : [a,b] —
R eine beschrinkte Funktion, welche bzgl. einer monoton wachsenden Gewichtsfunktion
g : |a,b] = R Riemann—Stieltjes-integrierbar ist. Dann gibt es p mit m = inf{f(x) :
z € [a,b]} <p <sup{f(z): x € [a,b]} =: M, sodass

l/fumamzuw@—gm»

Falls [ stetig ist, gibt es ein ¢ € [a,b] mit p = f(c) (Zwischenwerteigenschaft stetiger
Funktionen).

Beweis. Sei Z = {xo,...,x,} eine Zerlegung von [a,b] und § = {&,...,&,} eine Menge
von Stiitzstellen bzgl. Z. Dann gilt, da ¢ monton wachsend ist:

m(g(b) —g(a)) < Z F&)g(x;) = g(xj-1)) = 5(f. dg, Z,&) < M(g(b) — g(a))

und damit )
mlg) ~ 9(@) < | fa)dg(a) < M(g) - g(a)
Die Aussage ergibt sich nun unmittelbar. O

Theorem 5.73 (Zweiter Mittelwertsatz fiir Riemann—Stieltjes—Integrale). Ist f : [a, b] —
R eine monotone Funktion und g : [a,b] — R stetig, dann ist f bzgl. g Riemann—Stieltjes—
integrierbar und es gibt ¢ € R mit a < ¢ < b, sodass

/ f(x)dg(x) = f(a)(g(c) — g(a)) + f(b)(g(b) — g(c)).

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass f monton wachsend ist (ansonsten
betrachte — f anstelle von f). Da f von beschriankter Variation ist, ist die stetige Funk-
tion g nach Theorem B0 bzgl. f Riemann—Stieltjes—integrierbar. Nach Theorem b2
gibt es ein ¢ € [a, b], sodass

/gummw=m¢q@—fw»

Nach Satz ist dann auch f bzgl. g Riemann-Stieltjes-integrierbar, und es gilt

b b
/f@@@)=LMW@M—/g#m
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Korollar 5.74 (Zweiter Mittelwertsatz fiir Riemann—Integrale). Ist f : [a,b] — R eine
monotone und h : [a,b] — R eine stetig Funktion, dann gibt es ein ¢ € [a,b], sodass

b c b
/ f(t)h(t)dt:f(a)/ h(t)dt+f(b)/ h(t)dt.

Beweis. Diese Aussage folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
zusammen mit Theorem 6773 und Satz B84, indem man als Gewichtsfunktion ¢ : [a, b] —
R, z — [ h(s)ds betrachtet. O

5.10. Konvergenzsatze fiir Riemann—Stieltjes—Integrale
Der Autor lernte die Beweise aus Vorlesungsnotizen von Herrn Professor L. Heinrich.
Satz 5.75. Sei f, : [a,b] — R eine Folge stetiger Funktionen, welche gleichmdflig gegen

eine (stetige) Funkion f : [a,b] — R konvergiert. Sei weiterhin g : [a,b] — R eine
Funktion von beschrdnkter Variation, dann gilt

[ st = i ([ o))

Beweis. Mit Theorem B2 erhalten wir

/fn )dg(z /f )dg(s

Da (f,) gleichméfBig gegen f konvergiert, gilt lim ||f, — fllsup = 0. Somit folgt die
n—oo

(fn( ) = f(@))dg(x)| < || fo = FllaunVa (9)

Aussage. n

Satz 5.76 (Satz von Helly™-Bray™®). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, und
sei g : [a,b] — R eine Folge von Funktionen von beschrinkter Variation, sodass es eine
Konstante ¢ > 0 mit V?(g,) < c fiir allen € N gibt. Wir nehmen an, dass g, punktweise
gegen eine Funktion g : [a,b] — R konvergierf™®. Dann gilt

[ swrtsto) =t ([ styano)).

Beweis. Sei C' > 0 so gewéhlt, dass m[a)g](|f(x)|) < Cund C > c gilt.
z€|a,

Seie > 0 und € = ;5. Da f als stetige Funktion auf einem Kompaktum gleichméfig
stetig ist (Satz von Heine), gibt es ein 6 > 0, sodass fiir alle z,y € [a,b] mit |z —y| < 6

13"Eduard Helly (1884 — 1943), 6sterreichischer Mathematiker
138Hubert Evelyn Bray (1889(7) — 1978(?)), amerikanischer Mathematiker
139Dann ist auch g von beschriinkter Variation mit V*(g) < ¢ (Ubungsaufgabe).
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5.10. Konvergenzsétze fiir Riemann—Stieltjes—Integrale

gilt |f(x) — f(y)| < & Wir wéhlen nun eine Zerlegung Z = {xy,...,xy} von |[a,b] der
Feinheit py < 6. Mit Satz b6 erhalten wir

b

/ Z/f )dg(z Z/ fx;))dg(x +Z/f:rjdg

a

\—,_/
=f(z5)(g(zj)—g(z;-1))
und analog fiir jedes n € N :
b N Tj N Tj
[ @@ =Y [ (f@) = fadonta) + Y [ fdonta)
, =1, =1

N

g

=f(z;)(gn(z;)—gn(z;j-1))

Da g, punktweise gegen g konvergiert, gibt es ein n. € N, sodass fiir alle n > n. gilt

max{|gn(zr) —g(ak)|: k=0,1,...,N} <

Zlfm

Mit Theorem E71 und Lemma BB erhalten wir fiir n > n. wegen V?(g, —g) < V.’(g,) +

Vi(g) <20 :
/f Jdgn(z /f )dg (s

)=

j=1 [V i~
N
* Z |f(@)] - lg(xs) — g(xj-1) — gn(@)) + gn(xj-1)]
=1
NJ
< DG = F@) oy lsun Vil (90— 9)
Jj=1 pe
N <
T Z |f())] Qg(%) gn(;)| + |gn(x] 1) —g(zj_1)|)
7=1 <C S% %
N
< ED VI (ga—g)+28C = 4CE = ¢
j=1
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Differentialrechnung in mehreren Variablen

6.1. Metrische Raume

Topologie metrischer Raume

Ein zentraler Begriff der Analysis ist ,, Konvergenz“. Wir méchten diesen Begriff nun in
hoheren Dimensionen untersuchen. Zur Definition der Konvergenz benétigen wir eine
Idee von der ,Nachbarschaft“ oder ,,Umgebung” eines Punktes. Der Begriff der Umge-
bung eines Punktes gehort in die mengentheoretische Topologie™®. Oftmals wird dieser
Begriff der Umgebung eines Punktes mit Hilfe einer Abstandsfunktion erklirt. Mengen
mit einer Abstandsfunktion werden wir in diesem Abschnitt ndher betrachten.

Wir orientieren uns hier an [Ea2, § 1,2], [K2, Kap. 1] und [&T, Abschn. 1.8].

Definition 6.1. Ein metrischer Raum (X, d) ist ein Tupel bestehend aus einer Menge
X und einer Abbildung d : X x X — R, welche Metrik oder Abstandsfunktion auf X
genannt wird und folgende Eigenschaften erfiillt:

(M1) (d(z,y) =0) <= (z=y).
(M2) Symmetrie: Vz,y € X : d(z,y) = d(y, z).
(M3) Dreiecksungleichung: Vz,y,z € X : d(x,y) + d(y, z) > d(z, z).

Beobachtung 6.2. Ist (X,d) ein metrischer Raum, so gilt fir alle v,y € X : d(z,y) >
0. In der Tat gilt

0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) = d(z,y) + d(z,y) = 2d(x, y).
Beispiel 6.3. (i) Sei X eine beliebige Menge, dann ist

0, wenn =z =y

d: X xX =R, (m,y)'—>{1’ wenn T #y

eine Metrik auf X, genannt die diskrete Metrik auf X.

140im 19. Jahrhundert oft als ,, Analysis situs“ bezeichnet

157



6. Differentialrechnung in mehreren Variablen
(ii) Sei (X,d) ein metrischer Raum und Y C X, dann ist (Y, d|yxy) ein metrischer
Raum. Die Metrik d|y«y auf Y wird die von d induzierte Metrik genannt.

Sprechweise 6.4. Sei (X, d) ein metrischer Raum, m € X, r € R sowie Y C X. Dann
heif3t

B,(m) = B%m) ={z € X : d(z,m) <r}

offener Ball oder offene Kugel um m (oder mit Mittelpunkt m) von Radius r
bzgl. d.

e Notation gedndert!
B%(m) = B*(m) ={zx € X : d(z,m) <r}

abgeschlossener Ball oder abgeschlossene Kugel um m (oder mit Mittelpunkt m)
von Radius 7 bzgl. d. Fiir r < 0 erhalten wir B,.(m) = B%(m) = 0.

e Y eine Umgebung von m bzgl. d, wenn gilt:

Je>0: B(m)CY.

Definition 6.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
e Eine Menge U C X heifit offen in (X, d), falls gilt:
VueU3e, >0: B, (u) CU.

Anders ausgedriickt: U ist eine Umgebung aller u € U. Notation: U ¢ X.

e Eine Menge A C X heifit abgeschlossen in (X, d), falls X \ A offen ist. Notation:
A€ X.

e Sei Y C X. Ein Punkt x € X heit Randpunkt von Y (bzgl. d), falls gilt
Ve>0: (Be(z)NY #0 und B.(z)N(X\Y)#0).

Anders ausgedriickt: Jede Umgebung U von x hat nichtleeren Schnitt sowohl mit
Y wie auch mit X \ Y. Der Rand von Y in X (bzgl. d) ist

Y :={z € X : xist Randpunkt von Y'}.

Bemerkung 6.6. Ist (X, d) ein metrischer Raum.

e Dann sind X und () sowohl offen als auch abgeschlossen. Insbesondere ist die Aus-
sage ,.Y C X ist offen in X “ keineswegs die Negation von ,,Y C X ist abgeschlossen
in X oder umgekehrt.
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6.1. Metrische Raume

e Ist Y C X, dann gilt Y =9(X \Y).
Aufgabe 6.7. Sei (X, d) ein metrischer Raum, x € X und ¢ > 0. Zeigen Sie:
(a) B.(x) ={y € X : d(z,y) < e} ist offen in (X, d).
(b) Bi(x) ={y € X : d(x,y) < e} ist abgeschlossen in (X, d).

Satz 6.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Oy C P(X) die Menge aller bzgl. d in
X offenen Teilmengen von X, dann giltZ3:

(i) X,0 € O,.
(ZZ) (Ul,UQ € Od) - (Ul NU, € Od)

(i1i) Sei I eine beliebige Indezmenge und U;, i € I, eine Familie von Elementen aus
Oy, dann gilt
Ui € 0.

i€l

Die Teilmenge Oq C P(X) heifit Topologie des metrischen Raumes (X, d).
Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Beispiel 6.9 (Diskrete Metrik). Sei X eine nichtleere Menge mit mindestens zwei
Elementen und d(x,y) = 1 fiir # # y die diskrete Metrik auf X. Dann ist der of-
fene Ball Bi(z) = {y € X : d(z,y) < 1} = {x} und der abgeschlossene Ball ist
Bf{(z) = {y € X : d(z,y) < 1} = X. Die Menge aller in (X,d) offenen Mengen
ist P(X). Damit ist der offene Ball B;(z) auch abgeschlossen in (X, d). Weiterhin gilt
OBi(x) =0 # X\ {z} = {y € X : d(z,y) = 1}. Somit ist der Abschluss von B (z)
gerade Bi(z) selbst und nicht etwa Bf(z) = {y € X : d(z,y) < 1} = X. Somit gilt im
Allgemeinen
0B, (x) #{y € X : d(z,y) =r}.

Satz 6.10. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X, dann gilt:
(i) Y\ oY aX.
(i) Y UJY & X.

(i1i) 0Y & X.

Beweis. ad (i): Wenn Y \ 9Y = 0, so sind wir fertig. Ansonsten sei x € Y \ 9Y. Da
x ¢ JY, gibt es ein € > 0 mit B.(z) N (X \Y) = 0. Desweiteren gilt fiir dieses ¢
zudem B.(z) NJY = (), sonst wire ja B.(z) eine Umgebung eines jeden Punktes
von B:(z) NJY und somit B:(x) N (X \Y) # 0. Damit gilt aber B.(z) C Y \ 0Y-
Da x ein beliebiger Punkt in Y\ 9Y war, folgt die Aussage.

141Djese Eigenschaften von @Oy sind die definitorischen Eigenschaften einer sogenannten Topologie auf
X. Diese Definition wurde 1922 etwa zeitgleich von K. Kuratowski und auch H. Tietze vorgeschlagen.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

ad (ii): Nach (i) ist (X \Y)\O(X \Y) = (X \Y)\ 9Y offen in X und somit
X\ (X\Y)\0Y)=(X\(X\Y)Uuody =Y Uy
abgeschlossen in (X, d).

ad (iii): Da 9Y = (Y U9Y) \ (Y \ 9Y) gilt, und (Y U dY") abgeschlossen sowie Y \ oY
offen in (X, d) ist, ist auch

X\AY = (X \ (Y UdY)) U (Y \dY)

offen und Y somit abgeschlossen in (X, d).

Sprechweise 6.11. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Dann heifit
e Y°:=Y \9Y das Innere oder der offenen Kern von Y.
o Y :=Y UJY der Abschluf oder die abgeschlossene Hiille von Y.

Bemerkung 6.12. Wie das Beispiel der diskreten Metrik (Beispiel E9) zeigt, ist der
Abschluf} des offenen Balls von Radius 7 im Allgemeinen nicht der abgeschlossene Ball
von Radius 7, d. h.

B(2) # B, ().
Es gilt aber immer

B,(r) € B%(x).
Aufgabe 6.13. Sei (X, d) ein metrischer Raum und Y C X. Zeigen Sie:
(a) Y ist genau dann offen in (X, d), wenn Y NIY = () gilt.
(b) Y ist genau dann abgeschlossen in (X, d), wenn 0Y C Y gilt.

Satz 6.14 (Metrische Raume sind hausdorffsch). Ein metrischer Raum (X, d) hat die
Hausdorff-Figenschaft, d. h. sind x,y € X mit x # y, dann gibt es offene Teilmengen
Uy, Uye X mitx € Uy, y € Uy und U, N U, = 0.

Beweis. Sei ¢ = d(é’y), dann haben U, = B.(z) und U, = B.(y) die gewiinschten Eigen-

schaften. ]

Konvergenz in metrischen Raumen

Wir verallgemeinern nun den Begriff der Konvergenz in den komplexen Zahlen mit dem
iiblichen euklidischen Abstand zur Konvergenz in einem beliebigen metrischen Raum,
bzw. spater in einem normierten Vektorraum. Viele Aussagen und Argumente iibertragen
sich direkt auf diesen verallgemeinerten Fall. Daher entscheiden sich manche Dozenten,
diesen Stoff ziemlich an den Anfang des Analysis—Zyklus zu stellen, um Verdoppelun-
gen in der Argumentation zu vermeiden. Obwohl dieser Weg effizient, recht elegant und
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6.1. Metrische Raume

im Prinzip auch nicht wirklich schwieriger ist, haben wir uns gegen diesen entschieden,
um allzu viel Abstraktion am Anfang des Studiums zu vermeiden. Hingegen werden wir
Argumente nicht immer im Detail ausfithren, wenn sie analog zu bereits bekannten Ar-
gumenten sind und im Wesentlichen durch eine Anderung der Notation erhalten werden
konnen.

Definition 6.15. Sei (X, d) ein metrischer Raum und N — X, n +— x,, eine Folge in X.
Die Folge (z,,) heiit konvergent in (X, d), wenn gilt

Jr e XVe>03INeNVn>N: d(z,,z) <e.

Die Zahl z heifit dann Grenzwert oder Limes der Folge (z,,), notiert z = lim x,,.
n—oo
Bemerkung 6.16. e Aquivalent kénnen wir die Konvergenz einer Folge (z,,) in
(X,d) auch durch den Begriff der Umgebung definieren: Die Folge (z,) konver-
giert gegen x, wenn es fiir jede Umgebung U, von x ein N € N gibt, sodass fiir
alle n > N gilt x,, € U,.

e Wenn eine Folge (x,) in einem metrischen Raum einen Grenzwert besitzt, so ist
dieser aufgrund der Hausdorff-Eigenschaft, Satz BT4, eindeutig.

Satz 6.17 (Folgenkriterium fiir Abgeschlossenheit). Sei (X, d) ein metrischer Raum und
sei A C X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist abgeschlossen in (X, d).

(ii) Fir jede in X konvergente Folge (x,) mit x, € A fir allen € N gilt lim z,, € A.
n—oo

Beweis. e Wir zeigen zunichst (i) = (ii). Angenommen es gibt eine Folge (x,,)
in X mit z,, € A fiir alle n € N, welche in (X, d) gegen x € X \ A konvergiert. Da
A abgeschlossen ist, ist X \ A offen und somit eine Umgebung von x. Also gibt es
ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt z,, € X \ A, Widerspruch.

e Wir zeigen nun (ii) = (¢). Wir behaupten:
(6.1) Vee X\A e, >0: B, (v) C X\ A

Damit wire X \ A offen und A abgeschlossen in (X, d). Nehmen wir an, dass die
Aussage (B) sei falsch. Dann gibt es ein x € X \ A, sodass fur alle e > 0 gilt
B.(x) N A # (. Wir wihlen nun fiir jedes n € N ein Element x,, € Bﬁl(m) N A.
Damit ist (z,,) eine Folge von Elementen aus A, welche gegen x konvergiert. Damit
gilt nach (ii) auch x € A, Widerspruch.

O

Oft kennt man den Grenzwert einer konvergenten Folge nicht explizit. In vollstandigen
Raumen hilft da das Cauchy—Kriterium.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Definition 6.18. Eine Folge (z,) in einem metrischen Raum (X, d) heifit Cauchyfolge
in (X, d), wenn gilt:

Ve >03dN e NVm,n > N : d(zpy,z,) <e.

Satz 6.19. Jede konvergente Folge (x,) in einem metrischen Raum (X,d) ist eine
Cauchyfolge.

Beweis. Sei x = lim z,, und € > 0. Dann gibt es ein NV € N, sodass
n—oo

d(x,,x) <

DO ™

fiir alle n > N gilt. Fiir m,n > N folgt dann durch die Dreiecksungleichung
(T, Tn) < d(@m, ) + d(@, 2n) < % + g =e.
O

Die Umkehrung, ndmlich dafl jede Cauchyfolge in einem metrischen Raum konvergiert,
ist im Allgemeinen falsch, wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel 6.20. Wir betrachten den metrischen Raum X = (0, 2) mit der Metrik d(z,y) =
|z — y|. Die Folge x,, = — ist eine Cauchyfolge in (X, d), welche jedoch in (X, d) nicht
konvergiert.

Definition 6.21. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge
in (X,d) auch in (X, d) konvergiert.

Satz 6.22 (verallgemeinertes Intervallschachtelungsprinzip). Sei (X, d) ein vollstandiger
metrischer Raum und
Ay DA DA D ...

eine Folge ineinander geschachtelter nichtleerer abgeschlossener Teilmengen von X, so-
dass

lim diam(A,) =0

n—oo
gilt, wobei diam(A,,) := sup{d(z,y) : z,y € A,} den Durchmesser von A,, bezeichnet.
Dann gibt es genau ein x € X mit

{z} = ﬂ A,.

Beweis. Da A,, nicht leer ist, wéhlen wir fiir jedes n € N ein z,, mit z,, € A,. Fir
m,n > N folgt aufgrund der Ineinanderschachtelung somit z,,, x,, € Ay und damit

d(xpm, x,) < diam(Ay).

Da lim diam(A,) = 0 ist (x,) eine Cauchyfolge, welche gegen ein Element z € X

n—oo

konvergiert, weil X vollstandig ist. Sei n € N beliebig, dann gilt z,, € Ay fiir alle £k < n.
Aus Satz B4 folgt somit x € Ay, fiir alle £ € N.
Zu guter letzt folgt aus lim diam(A,) =0, dass [ A, hochstens ein Element enthal-

n—oo neN

ten kann. n
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6.2. Normierte Raume

Wir lehnen uns in diesem Abschnitt an [Ea2, § 1,2], [K2, Kap. 1] und [AT, Abschn. 1.8]
an.

In vielen Situationen, die in der Analysis betrachtet werden, ist X = V ein reeller
Vektorraum und die Abstandsfunktion d wird durch eine Norm auf V' erzeugt:

Definition 6.23. Eine Norm auf einem reellen Vektorraum V' ist eine Abbildung
|...][: V=R, x|z,
welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(N1) (ol =0) = (= =0).
(N2) Ve e VYA€ R: || Az| = |\ - ||z
(N3) Dreiecksungleichung Vz,y € V : ||z + y|| < ||z|| + ||y]|-
Das Tupel (V, ||...||) heiit normierter Vektorraum.
Beobachtung 6.24. In einem normierten Vektorraum gilt ||z|| > 0, da
O=100 = llz —all < flzll + 1| = [l = [lll + | = 1] - [l]| = 2][[].
Beispiel 6.25. (i) Die iibliche Euklidische Norm auf R™ ist gegeben durch

X1

= \/x%—i-m%%—---—l—x%.
T
n eukl

Fiir n = 1 ist diese euklidische Norm einfach der Betrag.

(ii) Die Mazimumsnorm auf R™ ist definiert durch

xy
= max{|r1],...,|z.|}.

Tn

max

Es gilt hierbei fiir alle x € R™ offenbar:

(6-2) ”IHmax < ||xHeukl < \/EHCCHmax-

(iii) Sei X eine beliebige nichtleere Menge und V = {f X = R: osup|f(x)] < oo} :
zeX
dann ist

[fllsup = sup{|f(z)] : = € X}
eine Norm auf V' (Ubungsaufgabe).
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(iv) Sei V = C([a,b],R) der Vektorraum der reellwertigen stetigen Funktionen auf [a, b]
und sei p > 1. Dann ist die p-Norm

nfm;=([ﬂﬂmwm);

eine Norm auf V' = C([a, b], R) (siche Aufgaben und B337).

(v) Seien (V,||...|lv) und (W,||...|lw) zwei normierte (reelle) Vektorrdume, dann ist
auch Hom(V,W) := {f : V. — W : f linear} ein reeller Vektorraum bzgl. der
punktweisen Addition und skalaren Multiplikation. Die Norm

1f @)l
p{nmv‘

auf Hom(V, W) heifit Operatornorm. Der Nachweis, dass es sich tatsdchlich um
eine Norm auf Hom(V, W) handelt, ist eine Ubungsaufgabe.

Fir (V... [[v) = ®R™||.. |leawr) und (W, || ...|lw) = (R™,|| ... ||ewxa) ist der Vek-
torraum Hom(R™, R™) als reeller Vektorraum isomorph zum Vektorraum R”*" der
reellen (m x n)-Matrizen und wir haben fiir eine Matrix A € R™*" .

[ Fllop 2= s er\wﬁzﬁmWﬂmw~xewumv=u

| Allop := sup { 1A s x e R\ {O}} = sup {||Az||euxs : = € R", ||||ewa = 1} .

H ”eu kl

Lemma 6.26. Sei (V, ||...||) ein normierter Vektorraum, dann ist
d”._.” VXV = ]R, (I,y) — ||Z‘ — yH
eine Metrik auf V. Diese Metrik heifst von der Norm || ... || induzierte Metrik auf V.

Der Beweis ist eine einfache Ubungsaufgabe.

Wir fassen nun einen normierten Vektorraum (V, || ...||) insbesondere als metrischen
Raum (V,d)..) auf. Damit iibertragen sich Begriffe wie offene /abgeschlossene Teilmenge,
Konvergenz von Folgen, Cauchyfolge oder Vollstédndigkeit automatisch auf normierte
Vekorraume.

Definition 6.27. Ein vollstindiger™ normierter Vektorraum (V, || ...||) heit Banach-
raum™3,
Aufgabe 6.28. Sei (V| ...||) ein normierter reeller Vektorraum und d = d._ die

induzierte Metrik. Sei v € V und r > 0. Zeigen Sie, dass gilt™:

(a) OBi(v) :=0{x €V : d(x,v) <7} ={x €V : d(z,v) =r}.

1424, h. der metrische Raum (V,dj...) ist vollsténdig
143Gtefan Banach (1892-1945), polnischer Mathematiker.
144Beide Aussagen sind in allgemeinen metrischen Réumen falsch, wie die diskrete Metrik zeigt.
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(b) Der Abschluss von Bé(v) := {x € V : d(x,v) < r} ist gleich dem abgeschlossenen
Ball B&¥(v) :={zx € V : d(x,v) <r}.

Tn1
Beobachtung 6.29. Eine Folge (z,,) in (R™,||....,,) mit x, = : | . Dann kon-
mnm
x1
vergiert die Folge z,, genau dann gegen x = | : |, wenn fir jedes k = {1,... ,m} die
T

reelle Zahlenfolge ;. gegen x) konvergiert.
Konvergenz im (R™, || ... ||..,) bedeutet also Konvergenz in jeder Komponente.
Diese Behauptung ergibt sich sofort aus der Abschitzung

m m
eukl = Z ’(L‘n‘] - x]|2 S Z |xnj - xj
j=1 j=1

|k — 2k < ||2p — @

furj=1,...,m.

Theorem 6.30 (Satz von Bolzano-Weierstrafl). Fir eine Folge (z,,) in (R™, ... ||...)
gilt:

(i) Ist (z,,) beschrinkt, d. h. es gibt ein C' > 0, sodass ||xy||
dann hat (z,,) eine konvergente Teilfolge.

< C fir alle n € N,

eukl

(i) Ist (x,) eine Cauchyfolge, so ist (x,) konvergent.
Mit anderen Worten der normierte Vektorraum (R™,||...||...) st vollstindig.

Beweis. ad (i): Der Beweis erfolgt durch Induktion tiber n. Der Induktionsanfang ist
Theorem EZ8. Das Argument des Induktionsschlufes ist analog zum Beweis von
Theorem EZZ4. Die detaillierte Ausfithrung ist eine Ubungsaufgabe.

ad (ii): Ist (xy) eine Cauchyfolge, so sind wegen |2,k — Tnok| < || Tny —Tny |,y auch die m
Folgen der Komponenten (x,;) fiir £ = 1,...m Cauchyfolgen in R. Nach Satz

sind diese Komponentenfolgen also konvergent. Sei x; := lim x,;, k= 1,...,m,
n—oo
so konvergiert (z,,) gegen = (z1,...,%m).
m
Definition 6.31. Sei V ein reeller Vektorraum. Zwei Normen || ...||; und ||... ||z auf V

heien dquivalent™ | wenn es ¢, C' > 0 gibt mit
cllzlla < flzfly < Ozl

fiir alle z € V.

145 Dieser Begriff definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf V (Ubung).
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Bemerkung 6.32. Fiir einen normierten Vektorraum (V, ||...]||) bezeichnen wir mit
0., die Topologie des metrischen Raumes (V,d). ). Sind zwei Normen ||...[j; und
| ... |l2 auf V dquivalent, so gilt Oy, = Oj..|,, auch wenn die Normen als Funktionen
selbst verschieden sind. Eine Folge in V' konvergiert in diesem Fall genau dann bzgl. der
durch die Norm ||...[|; induzierten Metrik, wenn sie bzgl. der durch die Norm ||... |2
induzierten Metrik konvergiert. Genauere Ausfithrungen finden Sie in [K2, Abschn. 1.2].

Theorem 6.33. Alle Normen auf R" sind dquivalent.

Beweis. Seien ||... ||y und ||...[ls zwei Normen auf R". Da die Aquivalenz von Nor-

men eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Normen auf R" ist, geniigt es anzuneh-

men, dass ||z|s die euklidische Norm ist. Sei {ey,...,e,} die Standardbasis™ des R"

und x = > xje;. Dann gilt nach der Definition einer Norm und der Cauchy-Schwarz—
j=1

Ungleichung™? fiir die euklidische Norm:

(6.3) lzlh <D fasl - lleslh <
j=1

N

n
D leill? | lellewa = Cllellewa-
j=1

—C
Sei S"~! die (n — 1)-dimensionale euklidische Einheitssphiire in R, d. h.
Sn_l = {.1' € R™ : HxHeukl - 1} - 8B‘f“kl(0),

wobei B$®(0) die offene Kugel um 0 von Radius 1 im R™ bzgl. der durch die euklidi-
sche Norm induzierten Metrik. Insbesondere ist S"~! nach Satz EI0 abgeschlossen in
(R™, ]| ... ||eurt). Wir setzen

c:=inf{||lz|,: v € 5"}

Wir zeigen zunéchst ¢ > 0. Falls ¢ = 0, so gibt es eine Folge (z,,) in R" mit x,, € S
fir alle m € Nund lim ||z,,[; = 0. Nach dem Satz von Bolzano—Weierstraf§ (Theorem
m—0oQ

B30) besitzt (z,) eine in (R™,||...|lcux1) konvergente Teilfolge (x,,, ). Nach Satz EIa
liegt a := klim T, (Grenzwert in (R",||...||cu)) ebenfalls in S. Mit Gleichung (633)
—00

erhalten wir

lally < fla = @mlls + l[2m ]l < Clla = Zmy flewa + lZm 1

1464, h. alle Komponenten von e; verschwinden aufier der j-ten Komponente, welche gleich 1 ist.
47Fiir das euklische Standardskalarprodukt besagt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (siehe z. B.
[ETD, Kap. 5])
<$>y>2 < ||37H2uk1||y||§ukl»

(£) - (29) ()

oder in Komponenten
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6.3. Stetige Abbildungen

Fiir £ — oo folgt nun aber |ja|l; = 0, also a = 0 und somit a ¢ S, Widerspruch. Somit

ll|l1

gilt ¢ > 0. Fiir x # 0 erhalten wir also ¢ < H ”:C”x | = s und somit
eu 1 eu
cllzllewa < [l
Letztere Ungleichung ist fiir x = 0 trivialerweise erfiillt. n

Korollar 6.34. Auf einem endlich dimensionalen reellen Vektorraum V' sind alle Nor-
men dquivalent 223

Beweis. Sei n = dimg (V') und seien ||...||; und ||...|2 zwei Normen auf V. Aus der
Linearen Algebra wissen wir, dass es eine Vektorraum—Isomorphismus ¢ : R — V gibt.
Wir wéhlen einen solchen und setzten

Iz = ll¢(@) i und  llly = é(x)l2

fiir alle z € R". Dann sind ||...||? und ||...||S zwei Normen auf R” und nach Theorem
633 gibt es C, ¢ > 0 mit
claly < llz]l7 < Cllzs.

Aufgrund der Surjektivitéit von ¢ folgt daraus die Behauptung. n

6.3. Stetige Abbildungen

Wir folgen in diesem Abschnitt vor allem [Eo2, §2].

Definition 6.35. Seien (X, dx) und (Y,dy) zwei metrische Rédume. Eine Abbildung
f X =Y heiit stetig in a € X, wenn gilt:

Ve >03,>0Vr € X : dx(x,a) <, = dy(f(x), f(a)) <e.
Die Abbildung f heifit (auf X) stetig, wenn sie in jedem Punkt a € X stetig ist.

Definition 6.36. Seien (X, dx) und (Y,dy) zwei metrische Réume. Eine Abbildung
f X =Y heiit folgenstetig in a € X, wenn gilt:

lim f(x) = f(a),

r—a

d. h. fiir jede Folge (z,,) in X mit lim z,, = a gilt lim f(z,) = f(a).
n—oo

n—oo

Analog zu Satz B3 erhalten wir:

Satz 6.37. Fine Funktion f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen (X,dx) und
(Y,dy) ist genau dann stetig in einem Punkt a € X, wenn sie in a auch folgenstetig ist.

48Djese Aussage gilt nicht fiir unendlich dimensionale reelle Vektorriume (siehe Ubungsaufgaben).
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Beweis. Nehmen wir an, f ist in a stetig. Sei (z,) eine Folge in X mit lim z,, = a
n—oo

und ¢ > 0 vorgegeben. Aufgrund der Stetigkeit von f in a, gibt es ein § > 0, sodass
fir alle x € X mit dx(x,a) < § gilt dy(f(x), f(a)) < €. Wegen lim z,, = a gibt es
n—r0o0
ein N € N, sodass dx(z,,a) < 0 fir alle n > N gilt. Damit gilt aber fir n > N auch
A(f(2n), f(a)) < &. Also lim f(z,) = f(a).
n—oo
Nehmen wir an, f ist in a folgenstetig, aber nicht stetig, dann gibt es ein £ > 0, sodass

fir alle 0 > 0 ein z € X mit dx(z,a) < 6 und dy(f(z), f(a)) > € existiert. Sei n € N,

so wihlen wir fiir 6 = 1 ein solches x,,. Dann gilt lim z, = a und dy (f(z,), f(a)) > ¢,
n—oo

im Widerspruch zur Folgenstetigkeit von f in a.

]
Beispiel 6.38. Betrachten wir (R, || ...|leua), 7 € N*, und (R, |...]|), so ist fir jedes
j €{1,...,n} die Projektion 7; : R* — R, (z1,...,2,) — z; auf die j-te Komponente

stetig.

Satz 6.39. Seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) drei metrische Riume und f : X —Y
sowie g 1 Y — Z Abbildungen. Wenn f stetig in a € X und g stetig in f(a) € Y ist,
dann ist go f : X — Z stetig in a.

Beweis. Sei (x,) eine Folge in X mit lim z, = a € X. Dann ist f(z,) eine Folge in Y,
n—oo

und wegen der Stetigkeit von f in a gilt TLILHQO f(z,) = f(a). Da g in f(a) stetig ist, folgt
lim (g0 £)(x)) = lim (9(F(w))) = 9(f(@)) = (g0 F)(a).

n—oo

Also ist g o f ebenfalls in a stetig. O
Sei f: X — R” eine Abbildung, so schreiben wir oft

f: (fl?f?a"'?fn)-

Die Funktionen f; : X — R, j = 1,...,n werden auch Komponentenfunktionen von f
genannt. Mit der Projektion 7; auf die j-te Komponente erhalten wir f; = m; o f.

Satz 6.40. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f = (f1,...,fa) : X = R"”
ist genau dann (bzgl. der durch || ... |leua induzierten Metrik auf R™) stetig, wenn fir
jedes j € {1,...,n} die Komponentenfunktion f; : X — R stetig ist (bzgl. der durch den
Betrag definierten Metrik auf R).

Beweis. Ist f stetig, so auch f; = m; o f fiir alle 7 = 1,...n. Seien umgekehrt alle
fi ©+ X — R stetig und (z;) eine Folge in X mit lim x;, = a € X, dann gilt mit

Beobachtung k—o0

= (Jm Ao Jim fo(o)
= (fila),..., f(a)) = f(a).
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Lemma 6.41. Folgende drei Abbildungen sind bzgl. der durch die euklidische Norm auf
R? = R x R induzierten Metrik auf R x R bzw. R x R* und dem Betrag auf R stetig:
Addition: RxR—=R, (z,y)—2x+uy;
Multiplikation: R xR —=R, (z,y)— x-y=xy;
Division: RxR* =R, (z,y)— —

Beweis. Sei ((z,,yn)) eine Folge in R x R, welche gegen (z, y) konvergiert. Mit nlgx;() Ty =
x und lim y, = y erhalten wir nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen sofort
T}Lrgo(xnn:—ozn) = x + y sowie nlg&(% Yn) =T Y.

Falls y,, # 0 fiir alle n € N und y # 0, so erhalten wir auch lim = = 3 m

n—oo0 Yn

Korollar 6.42. Sei (X,d) ein metrischer Raum und R versehen mit der tblichen durch
den Betrag induzierten Metrik, und seien f,g : X — R zwei stetige Funktionen, dann
sind auch die Abbildungen

f+9g: X >R z— f(z)+g(x) und f-g:X =R, x— f(x)g9(z)
stetig. Falls 0 ¢ Bild(g), gilt dieses ebenso fiir

i X =R z— m

g 9(@)
Satz 6.43 (Stetigkeit linearer Abbildungen zwischen normierten Vektorrdumen). Seien
(Voo lv) und (W, ...|lw) zwei normierte Vektorrdume und sei f : V. — W eine

lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist stetig

(ii) Es gibt eine Konstante C' > 0, sodass fir alle v € V gilt || f(z)|lw < C|lz|v.
Anders ausgedriickt: || f]lop < C.

Beweis. Sei f stetig, insbesondere in 0. Da f(0) = 0 gilt, gibt es zu ¢ = 1 ein § > 0,
sodass fiir alle v € V mit [|v|ly < d gilt

If@)llw < 1.
Sei C':= 2 und z € V' \ {0}, dann gilt fiir v :

also
> 1o = |1 (i)

Somit gilt (auch fiir x = 0):

C” @ wegen |[v]| = mﬂxﬂv =$<s

1f () l[w-

w CHxllv

1f (@) llw < Cllzllv

Angenommen es gibt eine Konstante C' > 0, sodass || f(z)||w < Cljz||v fir alle x € V

gilt. Sei nun (z,,) eine Folge in V' mit lim x, = z. Dann gilt
n—oo

1 () = F(@)llw = 1f (20 = 2)llw < Cllzn — ..
Daraus folgt lim || f(z,) — f(z)|lw =0, also lim f(z,) = f(z). Damit ist f stetig. O
n—oo n—oo
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Korollar 6.44. Jede lineare Abbildung f : R™ — R™ st bzgl. den euklidischen Normen
stetig.

Beweis. Jede lineare Abbildung f : R® — R™ ist von der Form f(z) = A - x fiir eine
Matrix A = (a;;) € R™*". Betrachten wir die Operatornorm, so gilt per Definition

[Az]lewa < [[Allop - [[#]leua

fiir alle x # 0, und fiir x = 0 ist diese Ungleichung evident. Die Operatornorm C :=
| Allop ist endlich, da gilt:

|Allop < vVrmmax{|ax|: j=1,...,m; k=1,...,n} = \/nmrr;%x|ajk\.

)

Um diese Ungleichung zu beweisen erinnern wir uns, dass [[A|op = sup{||Az|leua :
|z]|leus = 1} gilt und wihlen ein z = (z1,...,2,) € R” mit [|z||eua = 1. Fir y =
n

(Y1, -, Ym) = Az, erhalten wir dann y; = > aj,x). Mit der Ungleichung von Cauchy—
k=1
Schwarz folgt dann

3

n n n
Y5 = ajkTr| < az, - xj < (max |a;k|)? = v/n - max |a.
J k k
k=1 k=1 =1 =1 J
-1
Also gilt [|y|lewas < /nm - max |aj|. O
j7

Korollar 6.45. Jede lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen normierten re-
ellen Vektorrdumen ist stetig?3.

Definition 6.46. Sei X eine Menge und (Y, dy) ein metrischer Raum. Sei f,, : X —
Y, n € N, eine Folge von Abbildungen. Wir sagen f,, konvergiert gleichmdfig gegen
eine Funktion f: X — Y, wenn gilt

Ve >0dN € NVn > N : sup{dy(f.(z), f(z)) :z € X} <e.
Wir verallgemeinern nun Theorem B-0:

Theorem 6.47. Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Raume und sei f, : X —
Y, n € N, eine Folge stetiger Abbildungen, welche gleichmdjig gegen eine Abbildung
f: X =Y konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis. Der Beweis geht analog zum Beweis von Theorem BZ0. Sei a € X beliebig, und
sei € > 0. Da die Folge von Abbildungen (f,,) gleichméfig gegen f konvergiert, gilt:

IN € NVn > NVz € X : dy(fu(z), f(z)) < %

149Fiir lineare Abbildungen zwischen unendlich dimensionalen normierten Vektorrdumen ist diese
Aussage im Allgemeinen falsch (siehe Ubungsaufgaben).
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6.3. Stetige Abbildungen

Da nun fy in a stetig ist, gibt es ein § > 0, sodass fir alle x € X mit dx(z,a) < J gilt

dy (fn(z), fn(a)) <

W ™

Somit erhalten wir fiir alle x € X mit dx(z,a) < §:

dy(f(z), f(a)) < dy(f(2), [n(2)) +dy(fn(2), fn(a) +dy(fn(a), fa)) <e.

7

~—

<% 5 <3
Damit ist f aber stetig in a und, da a beliebig war, iiberall stetig. [

Bemerkung 6.48. Aus der Definition der gleichméfigen Konvergenz siecht man sofort,
dass gilt: Eine Folge f,, : X — (R,|...|) konvergiert genau dann gleichméBig gegen eine
Funktion f: X — R, wenn gilt

T [1fo = Sl = lim (sup{|fu(e) = f@)] : = € X}) =0.

Korollar 6.49. Der normierte Vektorraum (C([a,b],R), ||...|lsup) der stetigen reell-
wertigen Funktionen auf [a,b],a < b, versehen mit der Supremumsnorm ist vollstindig.

Beweis. Sei (f,,) eine Cauchyfolge von Funktionen in C([a,b],R). Fiir alle = € [a, b] ist
damit (f,(z)) eine reelle Cauchyfolge und somit konvergent. Wir betrachten die Funktion

fila,b = R, x+ f(x):= le fu(x).

Wir miissen nun zeigen dass lim || f, — fllsup = O gilt. Damit konvergiert dann (f,,)
n—oo

gleichméfig gegen f und f ist somit auch stetig.
Sei also € > 0. Da (f,,) bzgl. || ... ||sup eine Cauchyfolge ist, gibt es ein NV € N, sodass

fiir alle n,m > N gilt
€
||fn - mesup < 5

Andererseits gibt es fiir jedes = € [a, b] auch ein m, > N, sodass

[Fona @) = f(@)] < .

Damit gilt fiir alle « € [a, b] und fiir alle n > N :

[ (@) = F(@)] < [fnl@) = fa ()] +

£
<3

f (@) = fl2)] < €

g

N

o

und damit
[fn = fllsup := sup{[fu(z) — f(2)| : = € [a,b]]} <e.
Folglich gilt lim || f, — fllsup = 0. O
n—oo
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Bemerkung 6.50. Man sieht sofort, dass auch der Vektorraum C(X,R) aller stetigen
reelwertigen Funktionen auf einem metrischen Raum (X, d) bzgl. der Supremumsnorm
vollsténdig ist.

Aufgabe 6.51. Auf C'([0,1],R) betrachten wir die Normen

1Flers = I lap + 18 e 1 lerss = max{ll Fllups 1}
ud [ flleva = sup{[f(2)| + [ (z)] : = € [0, 1]}
Zeigen Sie:
(a) Die Normen ||...|lc1 s, |-+ llcrs und ||. .. |lc1 4 auf C1([0,1],R) sind dquivalent.
(b) Die Normen || ... ||syp und || ... [|c1; auf C*([0,1],R) sind nicht dquivalent.
(¢) (C*([0,1],R), ||...]lc1,) ist ein vollsténdiger normierter Vektorraum (Banachraum).
(d) Die lineare Abbildung

I:C([0,1,R) — R, f|—>/f(a:)dx

ist bzgl. der Norm ||. .. ||syp auf C(]0, 1], R) und dem Betrag auf R stetig.
(e) Die lineare Abbildung

D :C'([0,1],R) — C([0,1],R), f +> f’

1st
(i) bzgl. der Norm ||... ||sup auf C'([0,1],R) und auf C([0, 1], R) nicht stetig.
(ii) bzgl. der Norm || ... ||c1; auf C*([0, 1], R) und der Norm || ... [|lsup auf C([0, 1], R)

stetig.

6.4. Stetige Abbildungen und Kompaktheit

In diesem Abschnitt lehnen wir uns eng an [Eo?, §3] an.
Wir verallgemeinern nun den Begriff des kompakten Intervalls und der kompakten
Menge in C auf allgemeine metrische Rdume.

Definition 6.52. Sei W' C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes™” (X, d). Eine
Familie offener Teilmengen {U; & X : i € I} heifit offene Uberdeckung von W, wenn gilt

WgUm

el

150Hjer konnten wir sogar einen beliebigen topologischen Raum annehmen.
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Lol

Bemerkung 6.53. Jede A C X Teilmenge eines metrischen Raumes™ (X, d) besitzt
eine offene Uberdeckung, da ja X selbst offen ist.

Definition 6.54. Sei (X,d) ein metrischer Raum™?. Eine Teilmengen K C X heifit
kompakt in (X, d), wenn gilt: Jede offene Uberdeckung {U; € X : i € I} von K besitzt
eine endliche offene Teiliiberdeckung, d. h. es gibt eine endliche Teilmenge J C I, sodass

jedJ

Beispiel 6.55. (i) Offene nichtleere Intervalle (a,b) C R mit sind in (R, |...|) nicht
kompakt, denn die offene Uberdeckung mit U, = (CL + b;—n“, b— b’—“) , n € N* von

3n
(a,b) besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.

(i) Die Menge {1 : n € Nuo}istin (R, |...|) nicht kompakt, denn die offene Uberdeckung
mit U, = n%vﬁ , n € N>y enthélt keine endliche Teiliiberdeckung, da der

Punkt % nur in der Teilmenge U, der offenen Uberdeckung enthalten ist.

(ili) Sei (x,) eine konvergente Folge in einem metrischen Raum (X, d) und z := lim z,,.
n—oo

Dann ist die Menge
K ={z,: ne N}U{z}

kompakt in (X,d). Sei namlich (U;)ie; eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt

es ein ¢y mit z € U;,. Da z := lim x,, liegen alle bis auf endlich viele Folgeglieder,
n—oo

sagen wir x,,,...,x,,, der Folge (x,) in U,,. Fiir jedes j € {1,...,k} gibt es

k
natiirlich ein U;; mit z,,; € U;;. Somit gilt K C |J Uj,.
j=0

Satz 6.56. Eine kompakte Teilmenge K eines metrischen Raumes (X, d) ist beschrink{™?
und abgeschlossen.

Beweis. Sei x € X, dann gilt

K CX =] Bu(a).

neN*

Damit ist {B,(x) : n € N*} eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, gibt es
k

ni,...,np € N*mit K C {J By, (). Fiir m := max{ni,...,n;} folgt also K C B,,(7).
j=1

Also ist K beschrinkt.
Wir behaupten X \ K ist offen. Falls K = X ist die Aussage wahr. Ansonsten gibt es
ein y € X \ K. Wir betrachten die offenen Mengen

1
U, = {z e X: dy,z) > ﬁ} =X\ Bi(y), neN.

1514, h. K liegt in einer offenen Kugel von endlichem Radius
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Wegen

K< X\{y}=J Un

ist {U, : n € N*} eine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit gibt es nun
ni,...,n; € N* mit

l
K c|]JU,,.
j=1

Fir M := max{n4,...,n;} gilt somit By, (y) € X \ K. Somit ist X \ K offen und K
abgeschlossen. |

Bemerkung 6.57. Die Umkehrung von Satz ist falsch. Betrachten wir R mit der
Metrik d(x,y) = 1 fiir alle x # y. Dann ist jede Einpunktmenge offen, da {z} = Bi (x)
und somit jede Teilmenge von R offen. Nun ist R abgeschlossen und beschriankt, da
R = B,(0). Aber R ist nicht kompakt in (R,d), da R = |J {=} eine offene Uberdeckung

z€R
von R ist, welche keine endliche Teiliiberdeckung von R enthélt.

Korollar 6.58. Eine konvergente Folge in einem metrischen Raum st beschrinkt.

Satz 6.59. Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) und A C K
eine abgeschlossene Teilmenge von X, welche ganz in K liegt. Dann ist A ebenfalls
kompakt.

Beweis. Sei (Uj)ier eine offene Uberdeckung von A, dann ist {U; : i € I} U (X \ A)
eine offene Uberdeckung von X und somit auch von K. Da K kompakt ist, gibt es

i1, ..., ix € I mit
k

Kcx\AulJu,.

J=1

k
Damit gilt A C |J U;,. O
=1

J

Satz 6.60. Seien [a;,b;], a; < bj, j=1,...,n, kompakte Intervalle in R, dann ist der
abgeschlossene Quader im R™

Q = a1, b1] X -+ X [an, by) ={(z1,...,2,) ER": a; <x; <bj, j=1,...,n}
kompakt im (R™, || ... ||euk)-

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von (. Angenommen  kann nicht von
endlich vielen Elementen aus {U; : i € I} tiberdeckt werden. Dann kénnen wir eine
unendliche Folge (Q,,) von abgeschlossenen Quadern in R"™ mit folgenden Eigenschaften
konstruieren:

(i) QD@12 DQm>D...
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6.4. Stetige Abbildungen und Kompaktheit

(ii) Kein @,, kann durch endlich viele Elemente aus {U; : i € I} iberdeckt werden.
(iii) Fiir alle m € N gilt diam(Q,,) = 27"diam(Q).

Wir konstruieren die Folge (Q),,,) rekursiv. Dazu setzen wir () := ) und nehmen nun an,
ein solches @), = I; x --- X I, sei bereits konstruiert. Hierbei sind I; CR, 7 =1,...,n,
kompakte Intervalle in R, die mehr als zwei Punkte enthalten. Wir schreiben jedes dieser
Intervalle als Vereinigung zweier Intervalle der halben Lénge.

7 2
und definieren
Qlsrnsn) . — I x I x---x v, s;€{1,2}, j=1,...,n.

Wir erhalten so 2" abgeschlossene Teilquader von @), mit

81,980,
Da nach Voraussetzung (), nicht von endlich vielen Elementen aus {U; : ¢ € I}
iiberdeckt werden kann, gibt es (mindestens) einen Quader (o1 S”), welcher ebenso

nicht von endlich vielen Elementen aus {U; : i € I'} iiberdeckt werden kann. Ein solcher
sei Qi1 Nach Konstruktion gilt diam(Q,,11) = %diam(Qm) und somit nach Voraus-
setzung

diam(Q11) = %diam(@m) = %2mdiam(Q) = 27" diam(Q).

Nach dem verallgemeinerten Intervallschachtelungsprinzip, Satz 62232, gilt

meN

Da {U; : i € I} eine offene Uberdeckung von @ ist, gibt es ein iy € I mit 2 € Uj,. Als
offene Menge gibt es zudem ein € > 0 mit B.(x) C U;,. Nun gibt es aber ein M € N,
sodass fiir alle m > M gilt diam(Q@,,) < . Da z € @Q,, folgt Q,, C U;, fir m > M.
Damit ist U;, eine offene Uberdeckung von Q,, fiir alle m > M, im Widerspruch zur
Eigenschaft (ii). O

Theorem 6.61 (Satz von Heine-Borel™). FEine Teilmenge K C (R™,]|... |leu) ist
genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt™ und abgeschlossen ist.

Beweis. Eine Implikation ist gerade Satz Eh8. Sei nun K C R"™ beschrinkt und abge-
schlossen. Wegen der Beschréinktheit von K gibt es einen Quader @ C R™ mit K C Q.
Dieser ist aber nach Satz kompakt. Da K abgeschlossen ist, ist auch K nach Satz
kompakt. O]

152Fmile Borel (1871-1956), franzésischer Mathematiker
1534, h. es gibt r > 0 mit K C B,(0).
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Korollar 6.62. Sei (V,||...||) ein endlich dimensionaler reeller normierter Vektor-
raumBA. Eine Teilmenge K C V ist genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen und
beschrinkt ist.

Definition 6.63. Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) heifit folgen-
kompakt, wenn jede Folge (z,) in A eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert
in A liegt.

Wir kénnen nun den Satz von Bolzano—Weierstrafl (Theorem B30) weiter verallge-
meinern:

Theorem 6.64 (Satz von Bolzano-Weierstrafl). Jede kompakte Teilmenge eines metri-
schen Raumes ist folgenkompakt.

Beweis. Sei K eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) und (z,,) eine
Folge in K. Wir miissen zeigen, dass es eine Teilfolge (z,,;) von (z,) gibt, welche gegen
ein Element aus K konvergiert. Nehmen wir an keine Teilfolge von (z,) konvergiert
gegen einen Punkt in K. Dann gibt es fiir alle y € K eine offene Umgebung U, ¢ X
mit y € U,, sodass z,, € U, nur fiir endlich viele n € N gilt. Da (Uy),ex eine offene
Uberdeckung von K ist, gibt es endlich viele v, ...y, € K mit

k
K clJu,.

J=1

Damit gilt aber z,, € K fiir nur endlich viele n € N, im Widerspruch zur Annahme, dass
(x,,) eine Folge in K ist. O

Bemerkung 6.65. Es gilt auch die Umkehrung von Theorem (siehe z. B. [@, Satz
8.28]). Eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist somit genau dann kompakt, wenn
sie folgenkompakt ist.

Beispiel 6.66. Wir betrachten den unendlich dimensionalen reellen Vektorraum
Vi={a:N—-R|3IN, e NVn > N, :a(n) =0}

aller reellen Zahlenfolgen, deren Folgenglieder schliellich alle verschwinden. Dann defi-
niert
la|| :== max{|a(n)|: n€ N}, aeV

eine Norm auf V. Wir betrachten nun den abgeschlolenen Ball

B2(0).

154Djese Aussage ist fiir unendlich dimensionale normierte Vektorriume falsch wie Beispiel zeigt.
Man kann zeigen, dass ein normierter reeller Vektorraum (V,||...||) genau dann endlich dimensional
ist, wenn der (offenbar beschrénkte) abgeschlossene Einheitsball um 0 kompakt ist. Denn ist V' nicht
endlich dimensional, so kann man rekursiv eine Folge (z,,) linear unabhéngiger Einheitsvektoren in V/
konstruieren, sodass [|x; — x| > % fiir 5 # k gilt. Diese Folge hat dann keine konvergente Teilfolge.
Somit ist der abgeschlossene Einheitsball nicht folgenkompakt und damit auch nicht kompakt.
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6.4. Stetige Abbildungen und Kompaktheit

Diese Menge B$(0) ist offenbar beschrénkt und abgeschlossen in V. Betrachten wir nun
die Folge (ay) in V' mit
. 0; 7#mn,
an(j) = { I ’

;] =n.

in B¢(0). Diese Folge (a,) hat keine konvergente Teilfolge (Ubung). Somit kann die
abgeschlossene und beschrankte Menge B$(0) nach dem Satz von Bolzano—Weierstra$l
(Theorem G64) nicht kompakt sein.

Somit erweitert sich das Korollar E62 nicht auf unendlich dimensionale reelle normier-
te Vektorrdume.

Wir verallgemeinern nun die Aussage des Korollars BZ23.

Satz 6.67. Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Riume und f : X — Y eine
stetige Abbildung. Sei K C X eine kompakte Teilmenge, dann ist f(K) CY kompakt.

Beweis. Sei (U;)ier eine offene Uberdecku?g von f(K). Dann ist V; = f~1(U;) fiir alle
i € I offen™ in X. Da (V});cs eine offene Uberdeckung von K ist, und weil K kompakt
ist, gibt es eine endliche Teilmenge J C [ mit K C |J V;. Damit gilt f(K) C J U;. O

jed jed

Korollar 6.68 (Weierstrafischer Satz vom Extremum). Sei (X, d) ein metrischer Raum
und K C X eine nichtleere kompakte Teilmenge. Sei f : X — R stetig, dann gibt es ein
M € K und ein m € K, sodass gilt

f(M)=sup{f(z): z€ X} und f(m)=inf{f(z): z€ X}.

Kurz: Fine reellwertige stetige Funktion nimmt auf einem Kompaktum ein Mazimum
und ein Minimum an.

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe (siche auch [Ea2, §3, Satz 7]).

Definition 6.69. Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Rédume. Eine Abbildung
f: X =Y heilit gleichmdfsig stetig, wenn gilt:

Ve>036>0Ve,ye X : (dx(z,y) <) = (dv(f(z), f(y)) <e).

Als Verallgemeinerung des Theorems BZ33 erhalten wir:

Theorem 6.70 (Satz von Heine). Seien (X,dx) und (Y,dy) zwei metrische Rdume,
wober X kompakt ist, und sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist f gleichmdf$ig
stetig.

155In der Tat: Sei i € I und sei o € V;. Da U; offen ist, gibt es ein € > 0, sodass B (f(x)) C U; gilt.
Da f stetig in z ist, gibt es ein § > 0 mit f(BgX (z)) C B& (f(x)). Somit gilt Bg" (x) C V.

Allgemein gilt: f: X — Y ist genau dann (auf ganz X) stetig, wenn das Urbild f~!(U) jeder offenen
Menge U C Y offen in X ist. So wird dann Stetigkeit fiir Abbildungen zwischen beliebigen topologischen
RAumen definiert.

177



6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Beweis. Sei ¢ > 0. Da f stetig ist, gibt es fiir jedes £ € X ein re > 0 sodass fiir alle
¢ € X gilt

(4x(6,€) <) = (dr(F(0), F©) <3).

Nun ist <B%r§ (€ )) eine offene Uberdeckung von X. Da X kompakt ist, gibt es endlich
gex

viele Punkte &, ...,& € X, sodass
k
X = U B%Té:j (5])
j=1

Sei ¢ := tmin{re, : j = 1,...,k} 2,y € X mit dx(z,y) < 0. Dann gibt es ein

je{l,...,k} mitz € By, (&;). Dann gilt natiirlich y € B, (&) und wir erhalten
J

dy (f(x), f(y)) < dy(f(2), [(§)) +dy(f(&), [(y)) <e.

J

' '

£
<3

[SIG)

6.5. Kurven

Wir folgen in diesem Abschnitt [Eo2, §4]. Wer mehr iiber die Geometrie von Kurven im
R™ erfahren mochte, sei z. B. auf [EJ, Kap. 2| verwiesen.

In diesem Abschnitt sei R", n € N* immer mit der durch die euklidische Norm
|...[|=1l.-.|lewa induzierten Metrik versehen. Wir bezeichnen mit I C R ein Intervall,
welches mindestens zwei Punkte enthélt.

Definition 6.71. Eine stetige Abbildung
f:1—R" neN
heifit Kurve im R"™.

Der Begriff einer Kurve entspricht der Anschauung, denn das Bild von f beschriebt
im Fall n = 3 eine ,Kurve“ (im anschaulichen Sinne) im Raum R*. Wir méchten nun
einer Kurve eine Lénge zuordnen. Die natiirliche Idee ist dabei, die Kurve durch Po-

lygonziige™® zu approximieren. Sei I = [a,b], dann wihlen wir hierzu eine Zerlegung
Z ={a = to,t1,...,t,, = b} von I und ersetzen den Graphen von [ zwischen allen

Punkten f(¢;) und f(¢;_1) durch das Geradenstiick zwischen diesen Punkten. Der so
erhaltenen Polygonzug P¢(Z) hat dann die Lénge

L(P(2)) = Z 1 (E5) = f (-0l

156Polygonziige sind stetige Kurven, die sich stiickweise aus Teilstiicken von Geraden (eindimensio-
nalen affinen Unterrdumen) zusammensetzen.
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6.5. Kurven

Definition 6.72. Eine Kurve f : [a,b] — R", n € N* heiit rektifizierbar, wenn gilt: Es
gibt ein L € R, sodass es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir jede Zerlegung Z von
[a, b] der Feinheit py < 9§ gilt:

IL— L(Pf(Z))| <e.
Die Zahl L heift dann Ldnge oder Bogenlinge der Kurve f.
Die Liinge einer rektifizierbaren Kurve ist eindeutig bestimmt (Ubung).

Beispiel 6.73. Die stetige Kurve

f:00,1] = R? ¢ { ((éigfin(ﬁ/t))’ iig

ist nicht rektifizierbar (Ubungsaufgabe).
Definition 6.74. Sei I = (a,b) C R ein offenes Intervall, Eine Kurve f : I — R" heifit

e in t, € [ differenzierbar oder ableitbar, wenn der Limes

existiert. In diesem Fall heiBt f'(¢,) € R™ Ableitung oder Differential von f im
Punkt t,©2.

e auf ganz I differenzierbar oder kurz differenzierbar oder ableitbar, wenn f in jedem
Punkt ¢ € I differenzierbar ist. In diesem Fall heifit die Funktion

oI —=RY t— f(t)
Ableitung von f.

Ist I kein offenes Intervall, so heifit eine Kurve f : I — R" differenzierbar, wenn es ein
offenes Intervall J C R mit I C J und eine differenzierbare Kurve F' : J — R" mit

Bemerkung 6.75. Sei f = (f1,..., fn) : L = R™ eine Kurve, wobei f;, j =1,...,n, die
j-te Komponentenfunktion von f ist. Mit der Beobachtung erhalten wir: Die Kurve
f ist genau dann in einem Punkt ¢ differenzierbar, wenn jede Komponentenfunktion
fj» 3 =1,...,n, in t ableitbar ist. In diesem Fall gilt

F(@) = (f1(@), - (1) -

157Diese Definition verallgemeinert die Definition der Differenzierbarkeit von Funktionen einer reellen
Variablen mit Werten in C = R2.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 6.76. Jede stetig differenzierbare Kurve f : |a,b] — R ist rektifizierbar mit Linge

b
- / L/ (0)]dt.

Beweis. Sei f : [a,b] — R" stetig differenzierbar.

1. Als Erstes zeigen wir:
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V€>035>0Vt,76 [a,b] : (0< ’t—T‘ <5 (HJCTT)_JCI(IS)H SE) .

Sei zunédchst n = 1, und sei ¢ > 0. Nach dem Satz von Heine ist f' : [a,0] - R
gleichméBig stetig. Damit gibt es ein 0 > 0, sodass fiir alle ¢, s € [a, b] gilt:

(It —sl<0) = (If'(t) = f'(s)] < e).

Fiir ¢, 7 € [a,b] mit 0 < |t — 7| < § gibt es nach dem Mittelwertsatz ein s zwischen
t und 7, sodass

Damit erhalten wir

’f(t)—f(T) B

t—T1

FO)=1f(s) = <e.

Sei nun f" = (f],...,f!) und € > 0. Fiir jedes j € {1,...,n} gibt es nach dem
zuvor gezeigten ein §; > 0, sodass fiir alle t,7 € [a,b] mit 0 < [t — 7| < §;
gilt ’f”(t)—f] fi(t )‘ = Setze § = min{d; : j = 1,...,n}. Dann erhalten
wir aufgrund der Abschitzung der euklidischen Norm durch die Maximumsnorm,
Gleichung (B32), fir alle t,7 € [a,b] mit 0 < [t — 7| < 9§ :

Hf )= (7) f’(t)Hg\/ﬁmax{fj(t)_fj(T)

t—T1

_fj{(t)‘: j:l,...,n}ﬁe.

. Wir beweisen nun die eigentliche Aussage des Satzes. Dazu sei ¢ > 0. Geméf

Theorem B2 gibt es ¢’ > 0, sodass fiir jede Zerlegung Z = {a = to,t1...,t, = b}
von [a, b] der Feinheit py < 6’ gilt

b m
[ 18l = > 17w - o)

a j=1
Nach Teil 1 dieses Beweises gibt es ein 0 mit 0 < § < ¢, sodass fiir jede Zerlegung

Z ={a=to,ty...,t,, =b} der Feinheit puy <6 und alle j = 1,...,m gilt:
s

] 1

€
< -
— 2

= 2(b—a)

— f'(t;)




6.5. Kurven

und mit der Dreiecksungleichung

£

‘Hf(tj) — flt )l = NF @)l — tj—l)‘ < m(tj —tj-1),

also insgesamt

<e.

Z\If(tj) = J(t )l —/ L7 ()|t

]

Aufgabe 6.77. Sei ¢ : [a,b] — [c, d] eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung und
f i e, d] = R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt fiir die Langen Ly und Loy
der Kurven™ f und fo ¢ :

L f= L fog-

Definition 6.78. Eine beschriinkte™ Funktion f : [a,b] — R" auf einem kompakten
Intervall [a,b] C R heifit Riemann—integrierbar oder kurz integrierbar, wenn gilt: Es
gibt ein + € R", sodass es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, sodass fiir jede Zerlegung
Z ={a =ty t1,...,t, = b} der Feinheit py < 0 gilt

||L_R(fuzaé.laf%'-wfn)n SE,

wobel R(f,Z,&1,&,...,&) == Y. f(&)(z; —xj_1) die Riemannsche Summe von f bzgl.
j=1

der Zerlegung Z und den Stiitzstellen &; € [x;_1,x;] genannt wird.
Der Vektor ¢« € R™ heifit dann Riemann—Integral von f, notiert

L= / ’ Hoy

Die Uberlegung in zeigt uns, dass gilt:

Beobachtung 6.79. Eine Funktion f = (fi,...,f.) : [a,0] — R"™ ist genau dann
Riemann—integrierbar, wenn jede Komponentenfunktion f;,7 =1,...,n, Riemann—inte-
grierbar ist. In diesem Fall gilt

/abf(t)dt = (/ab fi(t)dt, .. /b fn(t)dt) '

Insbesondere sind stetige Funktionen f : [a,b] — R"™ stets Riemann—integrierbar.

Bis zum Ende dieses Abschnitts orientieren wir uns an [EJ, Abschn. 2.1].

158\Man nennt f o ¢ eine Umparametrisierung von f.
159d. h. es gibt r > 0, sodass f([a,b]) C B,(0)
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 6.80. Sei f : [a,b] — R" stetig, dann gilt (fir die euklidische Norm || ...||)

|[ et < [“nsconae

Hierbei gilt Gleichheit, falls alle f(t) gleichgerichtet™ sind.

Beweis. Seiw = fab f(t)dt € R™. Wenn w = 0 ist, so gilt obige Aussage und die Gleichheit
tritt wegen der Stetigkeit von f genau dann ein, wenn f die Nullabbildung ist.
Sei nun w # 0, dann gilt mit dem euklidischen Standardskalarprodukt (-, -) :

foll = ) = (o [ 0 = [, g0y

Nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt nun (w, f(¢)) < ||w]| - || f(¢)] fir alle
t € [a,b], wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn f(¢) und w immer gleichgerichtet
sind.

Aufgrund der Monotonie des Integrals erhalten wir

Jull < [l - D@ de =l | 5o

und somit, wegen w # 0 :
b
Jull < [ I50lat
Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn w und f(¢) immer gleichgerichtet sind. O

Definition 6.81. Eine Kurve f : [a, b] — R™ heifit reguldr, wenn sie stetig differenzierbar
ist und die Ableitung f’ keine Nullstelle hat.

Korollar 6.82. Seien xz,y € R™ zwei verschiedene Punkte und f : [a,b] — R" eine
requldre Kurve mit f(a) = x und f(b) =vy. Dann gilt fir die Linge Ly von f

Ly =l =yl

Wenn Ly = ||x — yl||, dann gibt es eine stetig differenzierbare bijektive Abbildung ¢ :
[a,b] — [0,1], sodass

f:nyo¢>

wobei gy 2 [0,1] = R™, t = x4+ t(y — x) die Strecke von x nach y ist.
Kurz: Bis auf Umparametrisierung ist nur die Strecke die kiirzeste Verbindung zweier
Punkte im R™.

160d. h. es gibt ein 2 € R™ \ {0}, sodass f(t) € Rxoz fiir alle t € [a, b] gilt
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6.6. Partielle Ableitungen

Beweis. Es gilt Ly = [7||f/(t)|dt > = ||f(b) — f(a)|]| = ||l — y||. Die

Gleichheit gilt genau dann, wenn alle f’ ) zu f f(t)dt = y — x gleichgerichtet sind, d.
h. f'(t) = p(t)(y — x) fiir eine stetige strikt positive Funktlon i [a,b] — R. Nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung erhalten wir nun

fy = [ s = (/ tu(S)dS) (2

Die Behauptung folgt indem wir ¢(t) f w(s)ds setzen. O

6.6. Partielle Ableitungen

Dieser Abschnitt ist an [Ea2, §5,6] angelehnt.

Wir bezeichnen mit {ey,...,e,} die Standardbasis des R", d. h. e; ist der Vektor in
R™ dessen Komponenten alle verschwinden, bis auf die j-te Komponente, welche eins ist.
Weiterhin nehmen wir an, dass R mit der von der eukidischen Norm ||... || = ... |lcun
induzierten Metrik versehen sei.

Definition 6.83. Sei UG R"” und v € R” mit ||v|| = 1. Eine Funktion f : U —
R™ UaR", heiit in einem Punkt w in Richtung v differenzierbar (ableitbar), wenn

der Grenzwert h
D, /(1) = lim fu+hv) — f(U)7
h—0 h

existiert™. In diesem Fall heiBit D, f(u) die Richtungsableitung von f im Punkt u € U
in Richtung v € R".

heR\ {0}

Bemerkung 6.84. Sei f : U — R™, UcR", in u € U in Richtung v € R", ||v| =1,
ableitbar. Da U C R offen ist, gibt es ein € > 0, sodass fiir alle t € (—¢,¢) der Vektor
u + tv in U liegt. Betrachten wir das Geradenstiick

Yo :(—€,6) =2 U, t—=u+ty,
dann ist die Abbildung f oy : (—¢,e) - R™ in t = 0 differenzierbar mit

(f07)(0) = Dy f(u).

Definition 6.85. Sei U a R" eine offene Teilmenge des R™ und j € {1,...,n}. Eine
Abbildung f : U — R™ heif}t

e im Punkt w € U bzgl. der j-ten Koordinatenrichtung partiell ableitbar (partiell
differenzierbar), falls die Richtungsableitung

of

D;f(u) = a7(u) =D, f€R™

161Hierbei betrachten wir nur die h € R\ {0} mit u + hv € U.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

existiert™. In diesem Fall heifit D; f(u) = %(u) € R™ die j-te partielle Ableitung
von f in w.

e (auf U) bzgl. der j-ten Koordinatenrichtung partiell ableitbar (partiell differenzier-
bar), wenn f in jedem Punkt w € U bzgl. der j-ten Koordinatenrichtung partiell
ableitbar ist.

e im Punkt w € U partiell ableitbar (partiell differenzierbar), wenn f fiir alle j €
{1,...,n} im Punkt u € U bzgl. der j-ten Koordinatenrichtung partiell ableitbar
ist.

o (auf U) partiell ableitbar (partiell differenzierbar), wenn f in jedem Punkt u € U
partiell ableitbar ist.

Bemerkung 6.86. Seiu = (uq,...,u,) € Uc R™ Dann gibt es ein € > 0, sodass fiir alle
t e (u;—e,u;+e¢) gilt (ug,...,uj_1,t,uj41,...,u,) € U. Die Funktion f ist genau dann
im Punkt u bzgl. der j-ten Koordinatenrichtung partiell ableitbar, wenn die Funktion

Fiow:(uj—e,u;j+¢e) = R™ w0 flur,...,u-1,t,Uj41,. .., Up)
in t = u; differenzierbar ist. Es gilt dann

D, f(u) = g—iw) = F ().

Somit ist die j-partielle Ableitung in u auf eine gewhnlich Ableitung nach einer Varia-
blen zuriickgefithrt. Aus diesem Grund gelten fiir partielle Ableitungen analoge Rechen-
regeln wir fiir gewohnliche Ableitungen von Funktionen einer reellen Verdnderlichen.

Beispiel 6.87. Die Funktion

rRN\{0} = R, 2= (21,...,2,) = ||2]lcars = \/$%+x%+---+x%
ist auf ganz R™ \ {0} partiell differenzierbar mit

or x;
—(x1,. X)) = ———.
83:]-( ! ) r(zy,...,2,)
Vorsicht. Ist UG R” und n > 2, so muf eine Funktion f : U — R, welche in u € U
partiell differenzierbar ist, in u keineswegs stetig sein, wie folgendes Beispiel zeigt:
Die Funktion
—getn — - falls (x4, ..., 2,) #0

6.4) f:R"—=R w4 @Fraltetad) > 2
(6.4) f y (@1 wn) {0,1 : falls (z1,...,2,) =0 =

1629 h. der Grenzwert

D;f(u) = =—(u) := lim

existiert. Wobei bei diesem Limes natiirlich nur A € R mit h # 0 und u + he; € U betrachtet werden.
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6.6. Partielle Ableitungen

ist in = 0 partiell differenzierbar, da fiir jedes j = 1,...,n und alle h € R \ {0} mit
f(0+ he;) =0 auch
S0+ hej) — £(0)
h

=0
gilt. Somit ist 2L (0) = 0.

Hingegen ist f in 0 nicht stetig, da fiir die Folge a; = G, ey %) gilt
j n
)= (2)

Definition 6.88. Ist f: U — R™, U & R", partiell differenzierbar, so erhalten wir eine
Abbildung
of 9f

J J

Wir sagen f ist zweimal partiell differenzierbar, wenn alle Abbildungen D,f, j =
1,...,n, wieder partiell differenzierbar sind, also fiir alle 7, k € {1,...,n} die Abbildun-
gen

und somit lim f(a;) = oo folgt.
j—00

Dijf = Dk(DJf) U — R™
existieren. Anstelle von Dy D; f(u) schreibt man auch
0% f

0z 0x; v

Rekursiv definieren wir nun: Eine [-mal partiell differenzierbare f : U — R™ heifit
(I + 1)-mal partiell differenzierbar, wenn jede [-te partielle Ableitung

DlejFl - ‘ngDjlfu jl,. .. ,jl S {1, .o ,n},

wiederum partiell differenzierbar ist.
Anstelle von D; Dj, , ...D;,Dj, f schreibt man auch

Ji—1
o f

ale@a?jl_l Ce 8&7]'1

Theorem 6.89 (Satz von Schwarz™? / Satz von Clairaut™?). Sei U R", v € U und
f:U—= R™ sowie j,k € {1,...,n}. Wenn die ersten partiellen Ableitungen D, f, Dy f
und die zweite partiellen Ableitungen D;Dyf sowie Dy D;f auf U existieren und wenn
zudem die zweiten partiellen Ableitungen D;Dyf und DyD;f im Punkt uw € U stetig
sind, dann gilt™
DDy f(u) = DiD; f(u).
163Hermann Amandus Schwarz (1843 — 1921), deutscher Mathematiker

164 Alexis-Claude Clairaut (1713 — 1765), franzdsischer Gelehrter
165Eine etwas verschirfte Formulierung dieses Satzes finden Sie in [K32, Abschn. 2.4].
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit diirfen wir n = 2, m =1, 7 = 1 und
k = 2 sowie u = (0,0) € U annehmen. Um Indizes zu vermeiden schreiben wir fiir die
Komponenten der Variablen x = z; und y = x5. Da U C R? offen ist und 0 € U gilt,
gibt es ein § > 0, sodass

gilt.

(i)

(i)
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{(z,y) e R?*: |z| <26, ly| <20} CU

Fiir |y| < §, betrachten wir die differenzierbare Funktion
Fy:(_daé)%R> a:»—>f(x,y)—f(x,0)

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Theorem ET9) gibt es ein &,
zwischen 0 und z, sodass

Fy(m) - Fy(o) = F;(fxy)m = (le(fxya?/) - le(ﬁm,n 0))$

gilt. Wenden wir nun den Mittelwertsatz auf die differenzierbare Funktion

(_57 5) — ]R> Y= D1f<§xy>y)

an, so gibt es ein 7,, zwischen 0 und y, sodass

ng(gﬂcy) = D1 f(&ay> y) — D1f(&ays 0) = D2D1(Euy, My )y
Zusammenfassend erhalten wir:

fla,y) = f(2,0) = f(0,y) + f(0,0) = Fy(x)— F,(0)
(6.5) = F(Eay)
= D2D1(§wyanxy)my'

Wir fithren nun die Uberlegungen aus Teil (i) noch einmal mit vertauschten Rollen
von z und y durch: Fiir |z| < 6, betrachten wir also die differenzierbare Funktion

Fx:<_676)_>R7 ny(xazn_f(Ovy)

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es nun ein 7, zwischen 0
und y, sodass

Foly) = Fo(0) = Fy(iiy)y = (Daf (2,71ny) = D2(0,712,))y-
Durch Anwendung des Mittelwertsatzes auf die differenzierbare Funktion
(=4,0) = R, z— Dyf(x,7yy)
finden wir ein éxy zwischen 0 und x, sodass

F;(ﬁzy) = DQf(:U7ﬁCL‘y) - DQf(Oaﬁxy) = DlDZ(éﬂ:ya ﬁxy)w
Insgesamt folgt

f@,y) = f(2,0) = £(0,y) + f(0,0) = Fu(y) — Fx(0)

= DlDZ(gxya ﬁmy>$y~

(6.6)



6.7. Die totale Ableitung

Wenn xy # 0, so erhalten wir aus den Gleichungen (63) und (E3) sofort

Dy Dy (facyv ny) = D1D2<g$y7 ﬁccy)

Da &, und fxy zwischen 0 und x liegen und n,, sowie 7,, zwischen 0 und y liegen, folgt
fiir xy # 0 und x,y — 0 aufgrund der vorausgesetzten Stetigkeit der zweiten partiellen
Ableitungen von f in (0,0) die zu zeigende Behauptung

1311)2(070) 23132131(0,0>.
L]

Die Stetigkeitsvoraussetzung an mindestens eine der betrachteten zweiten partiellen
Ableitungen von f in Theorem ist notwendig, wie folgendes Beispiel zeigt:

Aufgabe 6.90.

wy(z?—y?)
RS R, (z,y)— e lalls (z,y) # (0,0)
0, falls (z,y) =

(a) Zeigen Sie: f ist zweimal partiell differenzierbar.

(b) Zeigen Sie: aaa:_afym’ 0) # %(0, 0).

(¢) Welche Voraussetzung von Theorem ist nicht erfiillt?

Durch vollstéandige Induktion folgt aus Theorem sofort:

Korollar 6.91 (Satz von Schwarz / Satz von Clairaut). Sei U @ R™, und sei f : U — R™
eine k-mal differenzierbare Funktion, sodass alle l-ten partiellen Ableitungen mit | < k
auf U stetig sind. Sei w: {1,...,k} — {1,...,k} eine Permutation™® von {1,... k},
dann gilt auf U fir alle jy,...,jx € {1,...,n}:

l)jkl)'

Jk—1

s Dj2Dj1f = D.‘fr(k')Djﬂ-(k—l) s Djw@)Djwu)f'

6.7. Die totale Ableitung

In diesem Abschnitt mochten wir die Ableitung einer Funktion f : R™ — R™ definieren.
Da wir nicht durch Vektoren dividieren koénnen, ist eine naive Definition iiber den Diffe-
renzenquotienten nicht unmittelbar moglich. Die Grundidee der lokalen Approximation
der Funktion f durch eine (affin) lineare Abbildung (siche Satz B, Teil (iii)) verallge-
meinert sich aber in natiirlicher Weise. Wir folgen in diesem Kapitel wieder dem Buch
Analysis 2 von O. Forster, siche [Ea3, §6], und auch [EscH, § 7,8].

In diesem Abschnitt betrachten wir R™ mit der durch die euklidische Norm induzierten
Metrik.

166 4. h. 7 ist eine bijektive Abbildung von {1,... k} in sich selbst.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Definition 6.92. Sei U @ R” eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : U — R™ heif3t
in einem Punkt u € U (total) differenzierbar oder (total) ableitbar, wenn gilt: Es gibt
eine R-lineare Abbildung A, : R — R™ und eine Abbildung ¢, : B, (0) — R™ fiir ein
hinreichend kleines r, > 0, sodass einerseits

=0 |||

und fiir alle £ € B, (0) gilt v+ £ € U sowie

(6.7) flu+8) = f(u) + Au(€) + du(8)-

Die R-lineare Abbildung A, : R™ — R™ heifit in diesem Fall das totale Differential von
f in u. Wir schreiben auch

A, = Df(u).

Ist eine Abbildung f : U — R™ in jedem Punkt u € U total differenzierbar, dann
nennen wir f kurz (total) differenzierbar oder (total) ableitbar.

Bemerkung 6.93. Nach Satz B8 stimmt diese Definition fiir n = m = 1 mit der
iiblichen Definition iiberein. Gleiches gilt auch fiir n = 1 und m beliebig.

Beobachtung 6.94. Man sieht leicht (Ubungsaufgabe), dass die Menge X (U, u, m) aller
inu € Ua R"™ total differenzierbaren Funktionen f : U — R™ ein reeller Vektorraum ist
und fir fi, fo € X(U,u,m) und A € R gilt

D(Afi+ fa)(u) = AD fi(u) + D fa(u).

Lemma 6.95. Ist f : U — R™ in einem Punkt u € U total differenzierbar, dann ist f
in diesem Punkt u stetig.

Beweis. Sei (u;) eine Folge in U mit lim u; = w. Wir kénnen ohne Einschrankung
j—o00

u; —u € B, (0) fir alle j € N annehmen. Dann gilt nach der Definition der totalen

Differenzierbarkeit

jlirgo fluj) = jlirgo flu+ (u; —uw) = lim (f(u) + A(u; — u) + ¢y (u; —u)) = f(u),

j—o0
da eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vektorrdumen stetig ist. [

Bemerkung 6.96. Da es in einem Punkt u € U unstetige aber in u partiell differen-
zierbare Abbildungen f : U — R™ gibt (z. B. die in (B4 definierte Funktion), sind in u
partiell differenzierbare Abbildungen nicht unbedingt in u auch total differenzierbar.

(f partiell differenzierbar) # (f total differenzierbar)

Selbst wenn in einem Punkt u € U alle Richtungsableitungen von f existieren, so muss
f in diesem Punkt v unbedingt total differenzierbar sein, wie folgendes Beispiel zeigt:

IQy
FIRE SR, (2,y) 0 { o wenn  (z,y) # (0,0)
0, wenn  (z,y) = (0,0)
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6.7. Die totale Ableitung

(a) Zeigen Sie: In (0,0) existieren alle Richtungsableitungen von f.
(b) Zeigen Sie: f ist in (0,0) unstetig™®.

Lemma 6.97. Sei f : U — R™ eine in einem Punkt uw € U total differenzierbare
Funktion und sei v € R™ mit ||v|]| = 1 beliebig. Dann ist f in u in Richtung v ableitbar
und es qilt

D, f(u) = Df(u)(v).
Insbesondere ist f in u partiell differenzierbar, und fir alle j € {1,...,n} gilt

of

a1 = Dif () = DI )(e;).

Beweis. Wenn f in u total differenzierbar ist, so gilt offenbar

h—0 h h—0 h
- g PR — i+ gy 2
— Df()). i

]

Bemerkung 6.98. Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass eine lineare Abbildung
L : R" — R™ durch die Bilder einer Basis von R" eindeutig bestimmt ist. Wéhlen
wir in R” die Standardbasis {ey,...,e,} und betrachten wir die reelle (m x n)-Matrix
A € R™*™ deren k-te Spalte gerade L(ey) ist, so erhalten wir fiir alle z € R™ :

L(z)=Ap - x.

Die Matrix Ay, wird darstellende Matrix der linearen Abbildung L : R" — R™ (bzgl. der
Standardbasen) genannt. Wir werden in Zukunft in der Notation nicht mehr zwischen
der linearen Abbildung L und ihrer darstellenden Matrix (bzgl. den Standardbasen) Ay,
unterscheiden. Einige weitere Details dazu sind im Anhang B zusammengestellt.
Wenden wir nun diese Voriiberlegung auf das totale Differential D f(u) einer in u
total differenzierbaren Abbildung f: U — R™ (U @ R") an, so sehen wir zunéchst, dass
D f(u) nach Lemma B97 eindeutig bestimmt ist, da das Bild von e; unter D f(u) gerade
Df(u)(e;) = %(u) = D;f(u) € R™ sein muf}. Die j-te Spalte der darstellenden Matrix

Juf von D f(u) ist also %(u) = D;f(u) € R™. Somit erhalten wir

(6.8) Juf:Df(u):(%<u), %(u)):(D1f(u),...,an(u))ER’"X”.

Die Matrix J, f heifit Jacobimatriz™ oder Funktionalmatriz von f im Punkt u.

167und damit in (0,0) auch nicht total differenzierbar
168Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), deutscher Mathematiker
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Aufgabe 6.99. Sei U C R”" eine offene Teilmenge, v € U und f = (f1,..., fm) : U —
R™ eine Abbildung. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) Die Funktion f ist in u total differenzierbar.

(ii) Alle Komponentenfunktionen f; : U — R (j = 1...,m) von f sind in u total
differenzierbar.

Satz 6.100. Sei f: U — R™, Uc R", eine partiell differenzierbare Funktion und seien
alle partiellen Ableitungen von f im Punkt u = (uy,...,u,) € U stetig. Dann ist f in u
total differenzierbar.

Beweis. Nach Aufgabe geniigt es m = 1 anzunehmen. Aufgrund der Offenheit von
U gibt es ein § > 0, sodass Bs(u) C U gilt. Sei & = (&1,...,&,) € R" mit 0 < ||£]| < d.
Wir betrachten nun folgende n 4+ 1 Punkte in U :

u + &1
d u+§
=+ er=1 " 1|, j=0,...,n
1; ;5 " J
U,

Es gilt 941 —nj = 41641 sowie ng = w und 7, = u + §. Durch diesen ,, Trick® unter-
schieden sich 7,4, und 7; nur in einer Komponente und wir kénnen den Mittelwertsatz
der Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Verénderlichen (Theorem BT9) auf
die differenzierbaren Funktionen

hj : [0, 1] — ]R, t— f(nj—l +t§j€j), j=1....n

anwenden und erhalten: Fiir alle j = 1,...,n gibt es ein ¢;¢ € [0, 1], sodass
Fng) = f(nj—1) = h(0) — hy(1) = W' (je) = D;f(mj-1 + dieéje; )&
~———
=1je

(Die letzte Gleichung ergibt sich hierbei aus Bemerkung B=88). Durch Summation folgt

n

Flut€) = flu) = flm) = flm0) = D_(F(n5) = Fnj1)) = D_ D3 f(y3e)és

J=1

Wir setzen A = (D f(u),...,D,f(u)) € R™™ und erhalten mit

n

$(&) == (Def(yre) — Dif(u))&

k=1

nun

flu+8) = f(u) + A + o(8).
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6.7. Die totale Ableitung

Es bleibt zu zeigen, dass
"
im ——=

=0
=0 [|€]]

gilt. Da ||| > |&k| fiir alle € und alle k = 1,...,n gilt, erhalten wir Ifg‘} <1, falls £ # 0.

Aus £ — 0 folgt ype — u fiir alle k € {1,... ,n} und wegen der Stetigkeit aller partiellen
Ableitungen in u auch Dy f(yre) = Dy f(u) fiir alle k =1,...,n und somit

‘ ‘ Z |||£€k||| [Def(yre) = Dif (w)] < Z | D f(yre) — Dif(uw)| — 0,
k=1

also

¢(&)

lim —=~ = 0.
=0 [[€]]

Aufgabe 6.101 (4+4).

FiR2 SR, (2,y) — (2® + y*) sin (\/x;Ty?> , wenn (x,y) # (0,0)
0, wenn (z,y) = (0,0)

(a) Zeigen Sie: f ist (0,0) total differenzierbar.
(b) Zeigen Sie: Alle ersten partiellen Ableitungen von f sind in (0,0) nicht stetig.

Definition 6.102. Sei U ¢ R". Eine Funktion f : U — R™ heifit k-mal stetig diffe-
renzierbar, wenn alle k-ten partiellen Ableitung von f auf U existieren™ und stetig
sind.

CH(U,R™) :={f:U = R™: fist k-mal stetig differenzierbar}
Bemerkung 6.103. Wir haben gesehen, dass gilt:

f einmal stetig partiell differenzierbar

4

f ist total differenzierbar —  f stetig

4

f ist partiell differenzierbar
Die Umkehrungen dieser Schlufirichtungen gelten jeweils im Allgemeinen nicht.

Satz 6.104. Sei f : U — R™ k-mal stetig partiell differenzierbar mit k € N*. Se:
1 <1<k, dann sind alle [-ten partiellen Ableitungen von f stetig.

169Damit miissen natiirlich auch alle 7-ten partiellen Ableitungen von f fiir 1 < r < k existieren.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass alle (k — 1)-ten partiellen Ableitungen von f stetig
sind. Fiir 1 <1 < k — 1 folgt die Aussage durch wiederholte Anwendung des folgenden
Arguments:

Seien ji,...,Jk—1 € {1,...,n} beliebig vorgegeben und ¢ := D,, D, ,...D; f. Da

g nach Voraussetzung einmal stetig partiell differenzierbar ist, ist g total differenzierbar
und somit stetig. Also ist D;,  D: .. Dj, f stetig. Da ji,..., jx—1 beliebig waren, ist

Jk—1"Jk—2 "

f auch (k — 1)-mal stetig differenzierbar. O

Satz 6.105 (Kettenregel). Sei Ua R" und V@ R™ offene Teilmengen sowie g : U —
V CR™ und f : V — R! Abbildungen. Wenn g in u € U total differenzierbar ist, und f
in g(u) € V total differenzierbar ist, dann ist auch die Abbildung
fog:U—TR!
im Punkt u total differenzierbar und es gilt
D(fog)(u) = Df(g(u)) o Dg(u),
oder durch Jacobimatrizen ausgedriickt
‘]U(f © g) = Jg(u)f “Jug.

Beweis. Sei & € R™\ {0} mit ||£]| klein, dann gilt, da f in g(u) differenzierbar ist:

(feg)ut+&) —(fog)u) = [flg(ut8)) - flg(u))

Da ¢ in u differenzierbar ist, folgt

h(&) = g(u+¢&) — g(u) = Dg(u)§ + ¢y(¢)

und somit wegen der Linearitdt von Df(g(u)) :

(fog)ut+&) = (fog)(u) = Df(g(u))(Dg(u)é) + Df(g(u))(dy(£)) + ¢r(h(E))

= (Df(g(u)) o Dg(u))(§) + ().

Um den Beweis abzuschliessen, miissen wir zeigen, dass

o € _ 1 DFG)(65(9) + 64 (h(€))

— = ]1m = O
e=0 [IE]] &m0 1€l
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6.7. Die totale Ableitung

gilt. Aufgrund der Linearitdat von D f(g(u)) und seiner Stetigkeit in 0 erhalten wir fiir
§—0:

DIGGSE) _ o) ( %(€) ) Lo
el |

€]
——

—0

Desweiteren gilt fiir £ — 0 wegen der Stetigkeit von ¢ in w auch h(§) = (g(u+&)—g(u)) =
(Dg(u)(&) + ¢4(&)) — 0. Wir folgern so fiir £ — 0 :

¢r(WE€)) _ o: (&) 1M _ ¢r(R(E)) <||D9(U)(§)|| N ||¢g(£)|!> o0,

el M@l Nl = @)l €] 1€]]
N—— ——
—0 <lIDg(w)llop —0
wobei wir die Funktion % in den Nullstellen von h durch 0 stetig fortgesetzt haben.

]

Bemerkung 6.106 (Produktregel). Es gibt auch ein hoher dimensionales Analogon zur
Produktregel fiir Ableitungen reellwertiger Funktionen einer reelle Variable: Sei U & R"
und seien f,g : U — R™ zwei Funktionen sowie b : R™ — R™ — R eine bilineare
Abbildung. Wir betrachten die Funktion

fxpg:U—=RF uws b(f(u),g(u)).

Sind f und ¢ in u € U (total) differenzierbar, dann ist auch f x, g in u (total) differen-
zierbar mit

D(f % 9)(w)(€) = b(Df(u)§, g(u)) + b(f (u), Dg(u)§).
Zum Beweis und fiir weitere Details und Erlduterungen verweisen wir auf [K2, Abschn.
3.1].

Theorem 6.107 (Mittelwertsatz). Sei UG R" und f = (f1,...,fm) : U — R™ eine
stetig differenzierbare Funktion, und seien u € U und & € R™ gegeben, sodass das Bild
der Strecke [0,1] — R™, t — u+t& von u nach u+§ ganz in U liegt, d. h. u+10,1]¢ C U.
Dann giltf?@

1 1

Flut &) — fu) = / (Juwief)dt | -6 = /((Ju+tgf)-§)dt.

0 0

170]dentifizieren wir den Vektorraum R™*™ aller reellen (m x n)-Matrizen mit R™", so kénnen wir

wie Beobachtung G790 das Integral einer stetige Abbildung A : [tg,t:1] = R™*™, t — A(t) = (a;x(t)) (d.
h. alle Koeffizientenfunktionen a;;, sind stetig) definieren durch

t1 ty
) Jan(®)dt ... [a(t)dt
1 to to
/A(t)dt = : : e R™X™,
to t1 t1
Jami()dt ... [ amn(t)dt
to tO
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Beweis. Wir betrachten die Funktionen
gj : [0,1] = R, t — fi(u+tf), j=1,...,m.

Nach der Kettenregel ist g;, 7 = 1,...,m, stetig differenzierbar. Mit dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel erhalten wir:

Lt €) — fiw) = g;(1) - g(0) = / g (t)dt
of;, - Loy,
= / (ZM +t6)€ ) —];( 7. (4 +t§)dt)fk.

Die Aussage folgt nun aus der Definition der Matrixmultiplikation und der Gleichung
(B3) fiir die Jacobimatrix. O

Korollar 6.108 (Schrankensatz). Sei UG R" und f = (f1,...,fm) : U — R™ eine
stetig differenzierbare Funktion, und seien u € U und & € R™ gegeben, sodass das Bild
der Strecke [0,1] = R™, ¢t +— u+t€ von u nach u+§ ganz in U liegt, d. h. u+0,1]¢ C U.
Set

M = sup{{[|Jurse fllop = ¢ € [0, 1]},
dann gilt
1f(w+&) = fw)]] < MJg].

Beweis. Mit Theorem BEI07 und Satz X0 erhalten wir:

1

1fute) - fw)ll = / (Jurief - E)dt

0

< | (ugeef) - €llat
/

1

< / (st fllo €1t
—————

0 <M

< M.

6.8. Taylorformel und ,,Kurvendiskussion* in mehreren
Veranderlichen

Dieses Kapitel orientiert sich stark an [Eo?, § 7] und an [KJ, Absdchn. 2.5]. Haben
wir zuvor (total) differenzierbare Funktionen lokal durch affin-lineare Funktionen appro-
ximiert, so mochten wir nun eine Taylorformel fiir Funktionen mehrerer Verédnderlicher
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herleiten und so hinreichend oft stetig differenzierbare Funktionen lokal durch Polynome
in mehreren Variablen approximieren.

Sei U6 R" und f: U — R eine (p + 1)-mal stetig differenzierbare Abbildung. Ferner
sei u € U sowie & = (&,...,&,) € R", sodass fiir alle t € [0, 1] gilt

h(t) :=u+t& e U.
Wir betrachten nun die Funktion
F:[0,1] =R, t—(foh)(t) = f(u+tE).

Dann erhalten rekursiv mit der Kettenregel fir k =1,...p+1:

F'(t) = Df(u+ten'(t ZD flu+te)¢;,

Fi(t) = 303" DDy flut 16,6,

J2=17j1=1

FO(@) = Z Z i Diy fu+t€)&, ... &,

Jk=1 Jji=1
Insbesondere ist mit f auch F' eine (p 4+ 1)-mal stetig differenzierbare Abbildung.

Notation 6.109. Sei f : U — R k-mal stetig differenzierbar, sei v € U und £ =
(&1,...,&,) € R™, so setzen wir

ko._ Z,__Z(Djk...pjlf(u))gjl...ﬁjk.

J1=1 Jk=1
Zudem definieren wir
&’ f(u)€® = f(u).
Mit Satz gibt es ein 7 € [0, 1], sodass gilt:
flu+¢) = = Zp: lF #F(pﬂ) (T)1PHL,
“ p! TR
Somit erhalten wir:

Satz 6.110 (Taylorformel in mehreren Verénderlichen). Set UG R™ und f : U — R
eine (p + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Ferner sei uw € U und & € R", sodass
fir alle t € [0,1] gilt h(t) := u+t€ € U. Dann gibt es ein T € [0, 1], sodass

(6.9  flu+&) = (Z S et + (p_il)!dp“f(quTg)gp“.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Bemerkung 6.111. Setzen wir z = u+¢ und bezeichnen wir [u, x] die Strecke zwischen
wund z, d. h. [u,z] = {u+tx, t € [0, 1]}, so konnen wir die Gleichung (69) in Anlehnung
an Abschnitt B4 auch schreiben als:

k 1 e p+1
(6.10) (zk,d W =) + o )~ w)

iwva

Taylor—Polynom von f von Ordnung p in w (mit Entwicklungspunkt «)™ und

1

mdp+1f(77)(x — )P

RIM(x) = f(x) — T (x) =

Lagrange-Form des Restgliedes von Tlf (z). Das Taylor-Polynom T zf (z) ist ein Polynom
in den Komponenten z1, ..., x, von x.

Korollar 6.112. Sei Uc R™ und f : U — R eine p-mal stetig differenzierbare Funktion
(p>1) und seiuw € U. Sei x € U, sodass {u+t(x —u): t €[0,1]} ganz in U liegt, dann
gilt fir RI"(x) = f(x) — T"(x) einerseits RI*(u) = 0 und
Rl (x)
lim ———— =
T —alr ~

Beweis. Sei e > 0. Da f p-mal stetig differenzierbar ist, gibt es ein § > 0 mit Bs(u) C U,
sodass fiir alle y € Bs(u) gilt:

ptz Z‘Dal” inf (Y) = Dj, -+ Dj, f(u)| <e.

j1=1 Jjp=1

Zu jedem x € Bjs(u) gibt es nach der Taylorformel ein n, € [u, 2] = {u+tz: t € [0, 1]},
sodass

flz) = T )+ dpf(m)(w—U)

= T]"(x) + ]; (d”f(na) (& = u)” — d” f (u)(x — u)”).

N J/
g

=R} ()

"I Manchmal wird T}f * auch als k-Jet von f in u bezeichnet.
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Somit erhalten wir

@] = @) - Phw) e -

= 5 ZZ (Djy -+ Dy, f () = Dy, -+ Dy, f(w)) - (wjy —uzy) - (2, — )

VAN
A
]
™
S
IS

]

=

T
|

: 'Djpf(uﬂ 'lle - u]’1l' .- ’:ij o u]'pl)

- B " g
n=t =l <Jlo—ul| <Jle—u|

||$—U||pazmz |Dj, -+ Dy, f () = Dy, -~ Dy, f(u)|

IN

—H(n.)
< el —ul”.
Damit folgt die Aussage. ]

Bemerkung 6.113 (Taylorformel fiir p = 1). Fiir p = 1 erhalten wir aus Gleichung E9:

flut€) = flu)+ > Dif(wé+ R (u+8),
j:l b\/—/
N————— :¢(£)

wobei nach Korollar BIT2 gilt
o _,

Fiir p = 1 beschreibt also die Taylorformel gerade die lokale affin-lineare Approximation
durch das totale Differential.

Bemerkung 6.114 (Taylorformel fiir p = 2). Sei f : U — R zweimal stetig differen-
zierbar. Wegen

P& = > (DiDif () .. &
=1 k=1
erhalten wir mit

(6.11) (Hess f)(u) = (DjDkf(u))j,k _ D2D?f(U) .. DzDTLf(U) c RVM
die Taylorformel fiir p = 2 :
n 61
(6.12) flu+&) =fu)+ Y Df(w)é+ %(51, c &) (Hessf)(u) - |+ | +RE"(u+¢).
j=1 ¢
(€. (Hess P)(w)e)
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Die Matrix (Hessf)(u) € R™™ in Gleichung (BX) der zweiten partiellen Ableitungen
von f in v wird Hesse-Matriz™ von f in u genannt. Ist f : U — R zweimal stetig partiell
differenzierbar, so ist die Hesse-Matrix von f nach dem Satz von Schwarz (Theorem G=E9)
symmetrisch.

Definition 6.115. Sei Uc R” offen und f : U — R partiell differenzierbar. Ein Punkt
w € U hei3t kritischer Punkt von f, wenn

Dif(u) =0€ R
fiir alle j = 1,...,n gilt.

Satz 6.116 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema). Sei U @ R™ offen und f : U —
R eine partiell differenzierbare Funktion. Hat f inu € U ein lokales ExtremumZ3, dann
ist u ein kritischer Punkt von f.

Bewets. Wir betrachten die n differenzierbaren Funktionen
hj:(—e,e) = R, t— f(u+te;).

Hat f in u ein lokales Extremum, so haben auch alle h; in ¢ = 0 ein lokales Extremum.
Nach dem Satz von Fermat, Satz 14, folgt dann

0 = 1)(0) = D;f(u)
fir alle j =1,...,n. O]

Bereits aus der Schule kennen Sie ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen lokaler
Extrema einer zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f : (a,b) — R. Ist z, € (a,b)
ein kritischer Punkt von f mit f”(x,) > 0, so hat f in x, ein lokales Minimum. Ist z, ein
kritischer Punkt von f mit f”(z,) < 0, so hat f in z, ein lokales Maximum. In mehreren
Veranderlichen (n > 2) kommt eine neue Situation hinzu: Lings gewisser Kurven durch
einen kritischen Punkt u, kann f : U — R bei u, ein lokales Minimum haben, und
lings anderer Kurven durch u, ein lokales Maximum bei u, haben. Fiir U & R? sieht
der Graph von f dann um wu, einem Sattel nicht un&hnlich. Lings des Pferde- oder
Trampeltierriickens liegt in u, ein lokales Minimum vor. Damit rutscht der Reiter weder
nach vorne noch nach hinten herunter. Senkrecht dazu (zwischen den Beinen des Reiters)
hat f in u, hingegen ein Maximum. Man nennt daher einen kritischen Punkt u, von f in
welchem kein lokales Extremum von f vorliegt auch Sattelpunkt von f. Alpinisten mag
ein Sattelpunkt auch an eine Passhéhe erinnern.

Definition 6.117. Eine reelle symmetrische Matrix™ A € R™*" heifit

172 udwig Otto Hesse (1811-1874), deutscher Mathematiker

1"3Erinnerung: f hat in v € U ein lokales Extremum, falls f in u ein lokales Maximum oder ein lokales
Minimum annimmt. Hierbei hat f in u ein lokales Maximum (bzw. Minimum), falls es ein € > 0 gibt,
sodass Be(u) C U und f(y) < f(u) (bzw. f(y) > f(u)) fiir alle y € Be(u) gilt.

174 Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass A dann iiber R diagonalisierbar ist.
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6.8. Taylorformel und ,Kurvendiskussion“ in mehreren Verdnderlichen

Abbildung 6.1.: f(z,y) = 2 exp(—(2® +y?))(«* — y*), Graphik erstellt mit
Folframalpha.com

e degeneriert, wenn det(A) = 0 gilt. Aquivalent ist A degeneriert, wenn 0 ein Eigen-
wert von A ist.

e positiv definit, wenn fiir alle £ € R™ \ {0} gilt
(€,a8) = €T AE > 0.
Aquivalent ist A positiv definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind™.

e negativ definit, wenn —A positiv definit ist (oder wenn alle Eigenwerte von A
negativ sind).

e indefinit, wenn A nicht degeneriert und weder positiv noch negativ definit ist, d. h.
kein Eigenwert von A verschwindet und A besitzt sowohl positive wie auch negative
Eigenwerte.

Satz 6.118 (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema). Sei UG R™ offen und f :
U — R zweimal stetig differenzierbar und uw € U ein kritischer Punkt von f. Dann gilt:

(i) Ist (Hessf)(u) positiv definit, so hat f in u ein isoliertes lokales MinimumZd.
(i) Ist (Hessf)(u) negativ definit, so hat f in u ein isoliertes lokales MazimumIZ.

(7ii) Besitzt (Hessf)(u) sowohl einen positiven wie auch einen negativen Eigenwert, so
hat f in u kein lokales Extremum (also einen Sattelpunkt).

1751n der linearen Algebra werden Sie auch noch das Hauptminorenkriterium kennen lernen: Eine reelle
symmetrische Matrix A € R™*" ist genau dann positiv definit, wenn det(Ay) > 0 fiir alle k =1,...,n
gilt. Hierbei ist Ay der linke obere (k x k)-Block von A.

176d. h. es gibt ein § > 0, sodass Bs(u) C U und f(z) > f(u) fiir alle x € Bs(u) \ {u} gilt.

1774. h. es gibt ein § > 0, sodass Bs(u) C U und f(z) < f(u) fiir alle z € Bs(u) \ {u} gilt.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Beweis. Aus Korollar BT und Bemerkung B4 folgt wegen D f(u) = 0 fir £ € R"
mit ||£|| hinreichend klein:

(613) flut€) = f(u) + 5 €, A€) + (0
mit A := (Hessf)(u) und l TﬁT =0, d. h.
(6.14) Ve>035>0VEeR": (¢l <6) = (|o(&)] < ellg]]?).

ad (i). Sei A := (Hessf)(u) positiv definit und S = S"1 = {£ € R* : |¢]] = 1 die
Einheitssphére in R (mit der euklidischen Norm). Die offenbar stetige Funktion

h:S—=R, & (£ AL

nimmt ein Minimum an, da die Einheitssphire S C R™ kompakt ist (vgl. Korollar
B52). Wegen h(§) = (€, A) > 0 fiir alle £ € S gilt auch

p=min{h(§) : £ € S} > 0.

Es gilt dann™

(6.15) VEER": (& A > plEl.

Sei nun § > 0 hinreichend klein, sodass zudem fiir alle £ € R™ mit [|£]| < 0 gilt

1
o)1 < ZliEl®
(vgl. (6Bd3)). Somit erhalten wir aus (BE3) und (E3) fiir alle £ € R™ mit 0 <
1€lF <0 p
flu+ ) = flu)+ ZIEP” > f(w).
Also hat f in u ein lokales Minimum.

ad (ii). Folgt aus (i) durch Ubergang zu — f.

ad (iii). Sei @ > 0 ein positiver und 5 < 0 ein negativer Eigenwert von A und £ € S
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert a und n € S ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert 3, d. h.

A = af und An = 0Bn.

178 Tn der Tat: Fiir £ = 0 ist diese Ungleichung offensichtlich wahr. Wenn & # 0, so erhalten wir mit

TrES: .
AE) = A 2 —_ 2,
(6. A¢) <|f||||£|| '§'||£||> el <|£|| ”§”>2u||€||
—_———

>p
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6.8. Taylorformel und ,Kurvendiskussion“ in mehreren Verdnderlichen

Fiir alle ¢ € R gilt wegen ||£]| =1 = ||n]| :
(t€, At€) = at? und (tn, Atn) = Bt*.

Nach (B13) erhalten wir somit fiir |¢| hinreichend klein

«
Flut1€) = flu) + S+ 0(1€) wd fluttn) = () + 51 + 6(tn)
Wegen (E12) gibt es ein § > 0, sodass fir alle |t| < ¢ zudem gilt

6] < 57 wd o) < 1

Insgesamt folgt fiir 0 < |t| < § also

flutt€) > flu)  und  flutin) < f(u)
und somit die Behauptung.
O

Bemerkung 6.119 (Vorsicht!). Sei f : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar
und sei u € U ein kritischer Punkt von f. Hat (Hessf)(u) keine negativen, wohl aber
verschwindende Eigenwerte (oder keine positiven, wohl aber verschwindende Eigenwer-
te), so kann keine Aussage iiber das Vorliegen eines lokalen Extremums in u gemacht
werden, wie folgende Beispiele zeigen (Ubung): Alle Funktionen

for RESR, (z,y)— a2,
f5: RPo R, (z,y) — 2>+,

haben in (0,0) einen kritischen Punkt mit

(Hessfj)(0,0):(g 8) i=1,2,3

Jedoch hat f; in (0,0) ein isoliertes lokales Minimum, wahrend fo in (0,0) ein nicht-
isoliertes lokales Minimum hat und f5 in (0, 0) iiberhaupt kein lokales Extremum besitzt.

Aufgabe 6.120. Zeigen Sie fiir
f:R? =R, (z,9) — 327 — 4ay® + ¢,

(a) Sei (a,b) # (0,0) und g, : R — R? ¢ — (at,bt), dann hat f o g in ¢t = 0 ein lokales
Minimum.

(b) Die Funktion f hat in (0,0) kein lokales Minimum.
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Bemerkung 6.121 (Strategie zur Bestimmung globaler Extrema auf Kompakta). Sei
K C R™ ein Kompaktum mit nichtleerem Inneren, d. h. K° # (), und sei f : K — R eine
stetige und auf K° partiell differenzierbare Funktion. Als stetige Funktion auf einem
Kompaktum nimmt f ein Maximum und ein Minimum an. Wenn man dieses explizit
bestimmen mochte, kann man versuchen, wie folgt vorzugehen:

e 1. Schritt: Man bestimme alle kritischen Stellen von f|ge.
e 2. Schritt: Man bestimme alle Extrema von f auf dem Rand 0K von K.

e 3. Schritt: Man vergleiche die Funktionswerte von f in den kritischen Stellen von
f|Ke mit dem Extremwerten von f|gx-.

Bemerkung 6.122 (Strategie zur Bestimmung globaler Extrema). Sei f : R" — R eine
partiell differenzierbare Funktion.

e 1. Schritt: Man bestimme die Funktionswerte von f in alle kritischen Stellen von
f- M sei der groBite Funktionswert und m der kleinste Funktionswert von f an
einer kritischen Stelle.

e 2. Schritt: Wenn es ein R > 0 gibt, sodass f|gn\ g, (0) nur Werte kleiner als M (bzw.
nur Werte grofer als m) annimmt, dann ist M das globale Maximum (bzw. m das
gobale Minimum) von f.

6.9. Satz von der Umkehrfunktion

Wir kommen nun zu einem Hohepunkt dieser Vorlesung, dem Satz von der Umkehrfunk-
tion, auch Umkehrsatz genannt. In diesem Abschnitt folgen wir [EscH, Abschn. 13] und
[K2, Abschn. 3.5].

Definition 6.123. Sei Uc R" und V & R™. Eine Abbildung f : U — V heifit Diffeo-
morphismus oder genauer (C')-Diffeomorphismus, wenn f invertierbar ist™ und sowohl
f wie auch f~! beide stetig partiell differenzierbar sind.

Bemerkung 6.124. Sei f : U — V ein Diffeomorphimus, wobei U @ R™ und V & R™,
dann existiert die Umkehrabbildung = : V — U, mit fo f~! =idy und f~'o f =idy
Mit der Kettenregel erhalten wir also fiir u € U

In = Ju(f_l o f) = Jf(u)(f_l) © Juf und Im = Jf(u)(f o f_l) = Juf o Jf(u)(f_l)

Somit ist Jp(f1) die zu J, f inverse Matrix, also (J,f)™' = Jp@)(f~1). Insbesondere
gilt auch n = m.

1794. h. es gibt eine Abbildung ¢ : V — U, mit f o g =idy und g o f = idy, notiert g = f~1.
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6.9. Satz von der Umkehrfunktion

Theorem 6.125 (Satz von der lokalen Umkehrfunktion). Sei Ua R™ und u € U sowie
f:U — R™ ein stetig partiell differenzierbare Abbildung. Wenn D f(u) invertierbar ist,
so gibt es offene Umgebungen XY @ R" mitu € X C U und f(u) €Y, sodass f(X) =Y
gilt und

f|X X =Y

ein Diffeomorphismus ist

Der hier prisentierte Beweis des Umkehrsatzes benutzt den Banachschen Fixpunktsatz
in hoheren Dimensionen (vgl. auch Theorem Z=33):

Theorem 6.126 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei K C R" kompakt und ¢ : K — K
ein Kontraktion, d. h. es gibt eine Konstante k mit 0 < k < 1, sodass fir alle x,y € K
qilt

[¥(z) =)l < &lle =yl

Dann hat ¥ genau einen Fixpunkt in K.

Beweis. Der Beweis von Theorem PZ33 148t sich direkt auf Theorem iibertragen.
Wir miissen nur X durch K und |...| durch ||...|| ersetzen. Genauer wéhlen wir ein
zo € K und definieren rekursiv z;41 = 9 (z;). So erhalten wir eine Cauchyfolge (z;),
welche gegen ein Element x € K konvergiert, da K kompakt ist. Dieser Limes x € K ist
dann der einzige Fixpunkt von ¢ in K. O]

Beweis. (von Theorem BEIZ3): Indem wir ggf. zur Abbildung h(z) = f(x + u) — f(u)
iibergehen kénnen wir v = 0 und f(u) = 0 annehmen. Zudem koénnen wir anstatt f auch

h(z) = (D f(u)~'(f(2))
betrachten und somit ohne Einschrankung zudem Jyf = I,, annehmen.

1. Konstruktion der lokalen Umkehrabbildung:

Wir haben nun die Gleichung y = f(x) fiir kleine x und kleine y nach x aufzulésen.
Hierzu formulieren wir dieses Fragestellung als Fixpunktproblem und betrachten
den Ausdruck

Py(x) =y +z— f(2).
Ist z, ein Fixpunkt von 1, (z), also z, = ¥y(z,) = vy + =, — f(z,), dann gilt
f(zy) =y.
Fiir alle z € U erhalten wir J,¢, = I, — J, f. Wegen der Stetigkeit der partiellen

Ableitungen, also der Spaltenvektoren der Jacobimatrix von f, gibt es ein r > 0,
sodass folgende Aussagen gelten:

e BS(0)CU
e fiir alle z € B3,.(0) gilt || Loty llop = [ Tn — Jofllop < 3
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e fiir alle x € B (0) gilt det(J,f) # 0=
Nach dem Schrankensatz (Korollar BI0R) gilt fiir alle 21,29 € BS,(0) :

1
(6.16) 1y (1) = Wy (@2)| < Fllzr — 22
Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir fiir x € BS.(0) und |[|y|| <
T
(6.17) 19y ()] < llby(@) = 2y (0) || + [lyll < 2
——

=y
Fazit: Ist ||y|| < r, dann gilt ¢, (B$.(0)) C BS,.(0) und die Abbildungen
¢y : B;’I‘(O) - Bgr(o)

sind Kontraktionen mit Lipschitz-Konstante x = 3 € (0,1). Da BS,.(0) kompakt
ist™, hat 1, fiir jedes y € B,(0) nach dem Banachschen Fixpunktsatz, Theorem
BI78, genau einen Fixpunkt z, € By, (0) (vgl. (E13)). Es gilt dann y = f(x,). Set-
zen wir Yy := B,(0) € R und Xg := f7'(B,(0)) N B, (0) € R™ (vgl. auch FuBinote
[33), dann erfiillt

g:Yy— Xo, y—ay

die Gleichung
(6.18) fla(y)) =y.

2. Nachweis der (Lipschitz)-Stetigkeit von g:
Seien y1,y2 € Yp und x1 = g(y1) sowie x2 = g(y2). Dann gilt nach Konstruktion
mit (B13):

l9(y1) — g(y)ll = |21 — 22
= |[vo(x1) — Yo(x2) + f(21) — fx2)]|

< lYo(z1) — vo(@2)[| + || f(21) — f(z2) ||
< 1 =Y1 =Yy2
< sl I~ 22, |+ Nl — v,

=g9(y1) =9g(y2)

also insgesamt

(6.19) l9(y1) — g(y2) |l < 2[ly1 — vell-

Somit ist g offenbar stetig , ja sogar Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 2.

180Hier verwenden wir die Stetigkeit der Determinantenfunktion einer Matrix, welche ein Polynom in
den Koeffizienten der Matrix ist (Leibniz-Formel), sowie die Tatsache, dass fiir die invertierbare Matrix
Jof gilt det(Jyf) # 0. Diese letzte Forderung an r wird erst in einem spéiteren Schritt wichtig.

181da R™ endlich dimensional ist
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3. Zu zeigen: g ist stetig partiell differenzierbar:
Seiy € Yy und z := g(y) € Xo. Wir setzen k := g(y+h) — g(y) mit h € R™, sodass
||| hinreichend klein ist. Da g stetig ist, gilt & — 0, wenn h — 0. Also kann auch
||k|| als hinreichend klein angenommen werden. Da f in z differenzierbar ist, gilt

h=[f(x+k) = f(x) = Df(x)k + o5 (k)
mit lim d]f—(k) = 0. Weil z € BS (0) ist Df(x) invertierbar, und es folgt

k—0 Ikl
9y +h) = gly) =k = (Df(x))""h — (Df(x)) " ¢5(k).
Wir setzen ¢4(h) := —(D f(z)) " '¢¢(k) und erhalten

9y +h) = g(y) + (Df ()" h + (h).

Mit (ET9) gilt
1kl gy +R) —g()ll

= <2
17| 172
also
log(MIl (DS (=) (k)|
il 172l
1y o (R
< (DF(@) Mo T
4
_ o5k
< 210l
und somit % — 0 fiir h — 0, zumal h — 0 auch £ — 0 impliziert. Somit ist

aber auch ¢ in y differenzierbar mit

Dg(y) = (Df(x))"' = (Df(g(y))) "

Da die Abbildungen ¢ und Df und die Inversion von Matrizen™ stetig sind, ist
auch die Abbildung Yy — R™" vy — Dg(y) = (Df(g(y)))~! stetig. Damit ist g
stetig partiell differenzierbar.

4. Definition von X und Y :
Wir setzen X := f~1(Yy) N Xy C Xp und YV := ¢ (X) C Y. Beide Mengen
sind offenbar offen. Sei z € X, dann gilt y := f(x) € Yy und 2/ := g(f(z)) €
Xo C BS.(0) Wir erhalten mit (B03) f(2') = f(x) = y. Somit sind x wie auch 2’
Fixpunkte von 1, welche in Bg (0) liegen. Also gilt = 2/ und damit auch

9(f(z)) = .

Somit ist Y = f(X) und f|x : X — Y ein Diffeomorphismus mit Umkehrabbildung
gly-

182Dje Stetigkeit der Inversion von invertierbaren Matrizen sieht man z. B. an der Cramerschen
Regel fiir das Inverse einer invertierbaren Matrix A. Die Koeffizienten von A~! sind demnach rationale
Funktionen in den Koeffizienten von A.
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]

Bemerkung 6.127. In Theorem BIZ3 ist die Voraussetzung, dass f stetig partiell
differenzierbar unbedingt notwendig, wie an folgendem Beispiel deutlich wird:

Die Abbildung

x/2 + x?sin(1/x), wenn z #0
0, wenn z =0

f:R =R, xl—>{

ist auf ganz R differenzierbar mit

FRoR, o { 1/2 + 2zsin(1/x) — cos(1/z), wenn x #0

1/2, wenn x =0
Damit ist f/(0) = 1/2 # 0 invertierbar, die Ableitung f’ jedoch in 0 nicht stetig. Da f
in jedem offenen Intervall um 0 unendlich oft das Vorzeichen wechselt, ist f" auf keinem
offenen Intervall um 0 monoton und somit auch auf keinem offenen Intervall um 0 lokal
invertierbar.

Korollar 6.128 (Offenheitssatz). Sei UG R™ und f : U — R™ eine stetig partiell dif-
ferenzierbare Abbildung. Wenn fiir alle w € U die Differentiale D f(u) invertierbar sind,
dann ist f(U) eine offene Teilmenge von R™.

Beweis. Nach Theorem G123 gibt es fiir jedes u € U eine offene Menge X, & U mit
u € X, sodass f(X,)a R" offen ist. Als Vereinigung offener Mengen ist auch f(U) =
U f(X,) offen in R™. O

uelU

Korollar 6.129 (Diffeomorphiesatz). Sei UG R™ und f : U — R™ eine injektive stetig
partiell differenzierbare Abbildung, sodass fir alle w € U die Differentiale D f(u) inver-
tierbar sind. Dann ist f ein Diffeomorphismus auf sein Bild, d. h. f : U — f(U) ist ein
Diffeomorphismus.

Beweis. Sei g : f(U) — U die Umkehrabbildung von f : U — f(U) und Uc U eine
offene Teilmenge von U, dann ist g_l(U )= f (U) nach Korollar offen in R". Damit
ist g stetig (siehe auch Funote [5d) und f : U — f(U) ein Homdomorphismus™. Da die
Differenzierbarkeit in einem Punkt jeweils eine lokale Eigenschaft ist, ist ¢ nach Theorem
B6T23 auch in jedem Punkt stetig partiell differenzierbar. Also ist f ein Diffeomorphismus

auf sein Bild. O

6.10. Satz iiber implizite Funktionen

In diesem Abschnitt folgen wir [EscH, Abschn. 14] und [K32, Abschn. 3.6].

1834, h. eine stetige umkehrbare Abbildungen, deren Umkehrabbildung wiederum stetig ist
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Notation 6.130. Seien U c R™ und V @ RP offene Teilmengen, dann ist U x V eine
offene Teilmenge von R"™ x R? = R"*?. Sei f : U x V — RY eine stetig differenzierbare
Abbildung Fiir festes u € U betrachten wir die Abbildung

fu: V=R, v fu,v),
und fiir festes v € V' betrachten wir die Abbildung
fO:U—=RY u— f(u,v).

Wir definieren |
Dy f(u,v) := D(f*)(u) : R* 225 R,

bzw. in Matrixschreibweise
Ju f(u,v) = J,(f") € RT",

sowie _
Dy f(u,v) := D(f.,)(v) : RP Linear, RY,

bzw. in Matrixschreibweise
Jv f(u,v) := J,(f,) € RT*P.
Damit gilt offenbar fiir w € U und v € V

Juwf = (Juf(u,v), Jyf(u,v)) € RO

d. h. ist x € R" und y € RP, also (g) € R™P g0 gilt

Jww) f (2) = Juflu,v)z + Jy f(u,v)y.

Wir fiithren noch folgende Projektionsabbildungen ein
m:UxV =U (v,20)—u und mm:UxV =V, (u,v) — v

Theorem 6.131. Seien UG R"™ und V & RP offene Teilmengen, und sei f : U XV — RP
eine stetig partiell differenzierbare Abbildung (p = q), welche in einem Punkt (u,,v,) €
UxV eine Nullstelle haben, d. h. f(u,,v,) =0 € RP. Wenn in diesem Punkt Jy f(u,,v,) €
RP*P gnvertierbar ist, dann gibt es

o cine offene Menge X ¢ U x V' mit (u,,v,) € X,
o cine offene Menge Y @ R" x RP mit (u,,0) € Y,

e cinen Diffeomorphismus G 1Y — X mit G(u,,0) = (u,, v,),
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sodass
f oG = 9.

Theorem 6.132 (Satz iiber implizite Funktionen).

(i) Seien UG R™ und V & RP offene Teilmengen, und sei f : U x V — RP eine stetig
partiell differenzierbare Abbildung (p = q), welche in einem Punkt (uy,v,) € U XV
eine Nullstelle hat, d. h. f(u,,v,) =0 € RP. Wenn in diesem Punkt Jy f(u,,v,) €
RP*P qnvertierbar ist, dann gibt es

e cine offene Menge X € U x V' mit (u,,v,) € X,
e cine offene Menge Uc U mit u, € U
e cine stetig partiell differenzierbare Abbildung g : U — R?,

sodass

f710)N X = Graph(g) = {(u,g(v)) : ue U},
d. h. fir alle (u,v) € X gilt

flu,v) =0 <= v=g(u).
(i1) Die Funktion g aus Teil (i) erfillt
9(uo) = v, und  Jug = —(Jv fuo,00)) " - Ju f (e, v,).

Beweis. (zu Theorem B30 und Theorem B132): Wir betrachten die stetig partiell dif-
ferenzierbare Abbildung

Fi=mxf:UxV —R"xR, (:j) — (7;}((5’;))) = (f(g,v))'

Damit gilt

I, 0
) F = (JUf(u,v) Jvf(uﬂ))).

Da Jy f(u,, v,) nach Voraussetzung invertierbar ist, gilt nach der Regel fiir die Berech-
nung von Determinanten von block-diagonalen Matrizen

det(J(u,v) F) = det(1,) - det(Jy f (o, v,)) # 0.
N /  \\ g

=1 #0

Somit ist Jy, ) I invertierbar. Nach dem Umkehrsatz, Theorem EIZ3, gibt es offene
Mengen X ¢ U x V und Y € R™ mit (u,, v,) € X und F(u,,v,) = (u,,0) € Y, sodass
F|x : X — Y ein Diffeomorphismus ist. Sei G = (F|x)™' : Y — X die Umkehrabbildung
von F. Aus F o G = idy erhalten wir fir alle (s,t) € Y C R" x RP :

(s,t) = (F o G)(s,t) = (m(G(s,1), f(G(s,1))).
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6.10. Satz iiber implizite Funktionen

Insbesondere gilt wegen der zweiten Komponente

f(G(s,1)) =t = ma(s, 1),

womit Theorem B3I bewiesen ist.
Aus G o F' = idx erhalten wir fiir alle (u,v) € X CR" x RP:

(u,v) = (G o F)(u,v) = G(u, f(u,v)) = (m1(G(u, f(u,v))), m(G(u, f(u,v)))),

also insbesondere

v = WQ(G(u,f(u,v))).

Betrachten wir U := 7y(X) und ¢ : U — R?, u +— m(G(u,0)), so sehen wir, dass fiir
alle (u,v) € X gilt

flu,v) =0 <= G(u,0) = (u,v) <= g(u) =v.
Damit ist auch Teil (i) von Theorem GI32 bewiesen.
Da (u,,v,) € X folgt aus f(u,,v,) = 0 wie zuvor g(u,) = v,. Weiterhin ist g als

Verkniipfung differenzierbarer Abbildungen differenzierbar. Um die Jacobimatrix von g
in u, zu berechnen, betrachten wir die Hilfsfunktion

h:U— X CR"xRP, un—>< b )
g(u)

Fiir u € U gilt (f o h)(u) = f(u, g(u)) = 0 und somit

0 - Ju(th)
_ (JUf(h(u)), Jvf(h(u>)) : ({]]fjg)

= Juf(h(u) + Jv f(h(u)) - Jug
also
Jv f(h(u)) - Jug = —Ju f(h(u)).

Insbesondere gilt fir u, mit h(u,) = (uo, g(u,)) = (U, o), da Jy f(h(u,)) = Ju f(to, v,)
invertierbar ist:

Juog = _(JVf(uoa Uo))i1 : JUf(uovvo)-
Somit ist auch Teil (ii) von Theorem BT32) gezeigt. O

Beispiel 6.133. Wir betrachten das Gleichungssystem

©?o+ oy + P =T
ry + yz + zzx = =2
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Eine Losung ist offenbar (2, -1, O) . Die Abbildung

x3+y3+z3—7)

_ 2
fUXV =R, (x’(y’z))H(a:y—Fyz—sz—i-Q

mit U = R und V = R? hat also in (2, (—1,0)) € R x R? eine Nullstelle und jede Losung
des obigen Gleichungssystems ist eine Nullstelle von f und umgekehrt. Es gilt

Dy, (5:2)) = (5@ (0:2), %(x,<y,z>>):(3y2 322)

r+z y+zx
und somit
3 0
DVf(2a(_170>): 2 1)/

Da det (Dy f(2,(—1,0))) = 3 # 0, gibt es nach Theorem EI32 a < 2 < b und eine stetig
partiell differenzierbare Funktion

g:(a,b) — R?
mit g(2) = (—1,0), sodass f(z,g(x)) = 0 fur alle z € (a,b). Nahe (2,—1,0) sind also
alle Losungen des Gleichungssystems von der Form
(z,9(x)).

Ferner gilt
gl(2> = (_479)'

6.11. Untermannigfaltigkeiten des R" und Extrema
unter Nebenbedingungen

Wir orientieren uns in diesem Abschnitt an [Esch, Abschn. 15 f.] und [K2, Abschn. 3.7

f].

Definition 6.134. Eine Teilmenge M C R™ heifit m-dimensionale Untermannigfaltig-
keit von R™, wenn gilt: Fiir alle u € M gibt es eine offene Teilmenge U ¢ R™ mit u € U
und eine offene Teilmenge V' & R mit 0 € V, sowie einen Diffeomorphismus & : U — V'
mit ®(u) = 0, sodass gilt:

(M NU)

Vo{(zy,...,2n,0,...,0) e R" : 2y,...2,, € R}
= VNR™.

Die Abbildung ® heifit Karte von M um den Punkt u.

Sei ¢ : (—e,e) - M C R" eine differenzierbare Kurve mit ¢(0) = u € M, deren Bild
ganz in M liegt, dann heifit der Vektor ¢/(0) € R™ Tangentialvektor an M in u € M.
Fiir u € M setzen wir

T.M = {v € R": v Tangentialvektor an M in u}.

Die Menge T, M heifit Tangentialraum von M im Punkt w.
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6.11. Untermannigfaltigkeiten des R™ und Extrema unter Nebenbedingungen

Lemma 6.135. Ist M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und
u € M, dann st T, M ein m-dimensionaler Untervektorraum von R™.

Beweis. Wir zeigen: Sei ® : U — V eine Karte von M um u, dann gilt

TuM :p(®_1)<0) (i($ (- Rn . $m+1 = xm+2 ==, = 0}1)
Rn ——;r—HRn m—dim. Unterv‘eiorraum von R”

linear

Da die Bilder m-dimensionaler Untervektorrdume unter Vektorraumisomorphismen wie-
der m-dimensionale Unterrdume sind, haben wir damit dieses Lemma bewiesen.

Sei einerseits ¢ : (—e,e) — M C R” eine differenzierbare Kurve mit ¢(0) = u.
Dann kénnen wir (durch Verkleinerung von € > 0) ohne Einschrankung annehmen,
dass Bild(c) C U gilt. Damit ist ® o ¢ : (—¢,e) — R eine differenzierbare Kurve deren
Bild ganz im Untervektorraum {z € R" : z,,,1 = -+ = x,, = 0} liegt. Also liegt auch
(®oc)(0) = DP(u)(d(0)) in {x € R": 2y = -+ = x, = 0}. Damit liegt aber der
Tangentialvektor ¢/(0) von M in u in der Menge

D@ M)0)({z €eR": @pyy =+ =1z, =0}).

Sei nun andererseits w € {z € R" : x,,,1 = -+ = x,, = 0}, dann ist w = ~/(0) mit
v : (—g,e) = R", t — tw, wobei hier € > 0 hinreichend klein sei, sodass das Bild von
v ganz in ®(U)N{zx € R": x,,1 = -+ =, = 0} liegt. Dann ist ¢ := ®~! o eine
differenzierbare Kurve in R", deren Bild ganz in U N M liegt und v(0) = w erfiillt. Somit
ist ¢/(0) = D(®71)(0)(w) ein Tangentialvektor von M in w. O

Definition 6.136. Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und u € M.
Das orthogonale Komplement (bzgl. des Standardskalarprodukts (...,...))

N M = (T, M)*
von T, M in R™ hei3t Normalraum von M im Punkt u. Es gilt also
R" = N,M ®T,M.
Wichtige Beispiele von Untermannigfaltigkeiten sind regulédre Urbilder:

Definition 6.137. Sei U @ R" eine offene Teilmenge, und sei f : U — R? mit p < n eine

stetig partiell differenzierbare Abbildung. Ein Punkt v € U wird reguldrer Punkt von f

genannt, wenn die lineare Abbildung D f(u) : R™ — RP Rang p hat (also surjektiv ist).
Sei y € RP, dann heifit sein Urbild

') ={ueU: fu)=y}

regulires Urbild oder regulire Niveaumenge, wenn alle Punkte in f~'({y}) regulire
Punkte von f sind.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 6.138 (Regulidre Urbilder sind Untermannigfaltigkeiten). Sei U c R"™, und sei f :
U — RP, p < n, eine stetig partiell differenzierbare Abbildung. Isty € Bild(f) und M =
fY{y}) ein regulires Urbild, dann ist M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™, wobei m = n — p.

Beweis. Sei uw € M beliebig. Dann hat Df(u) Rang p, d.h. p Spaltenvektoren von
Juf sind linear unabhingig. Nach Umnummerierung der Variablen (Koordinatenach-
sen) konnen wir annehmen, dass die letzen p Spalten von J, f linear unabhéingig sind.

Wir schreiben nun R™ = {z = (z1,...,2,) € R": xp1 =+ =2z, =0}, m =n —p,
und R? = {z ¢ R": 2y =--- =z, = 0} und erhalten
R" = R™ x RP.

Nun gibt es einen offenen Quader Q) ¢ U mit u € ). Wir wihlen offene Quader V & R™
und W& R?, sodass V x W = Q. Wir wihlen v € V und w € W, sodass u = (v, w). Sei
g = flo —y, dann gilt g(u) = g(v, w) = 0. Die Matrix Jy g(v, w) besteht dann aus den
p letzen Spalten von J,f und ist damit invertierbar. Theorem BI3M sagt, dass es

e cine offene Menge X ¢ @ mit u = (v,w) € X,
e cine offene Menge Y ¢ R"” mit (v,0) € YV
e cinen Diffeomorphismus G : Y — X, mit G(v,0) = (v, w) = u.

gibt, sodass
go G =ms.

Betrachten wir die offene Menge
Y=Y —(v,0)={(z,y) ER" xRP =R": (z+0v,y) € Y}&R"
und den Diffeomorphismus h : Y — Y, (z,y) = (x +v,7), so erhalten wir 0 € ¥ und
QOGoh:m:ff—HRp.
Wir setzen @ := (G o h)~!. Dann gilt

reMnX
—  g((Goh)o®)(z)) =g(r) =0
= mo(P(z)) =0
— d(x) € R™ x {0}.
Somit gilt
PMNX)=R"x{0})NnY.

Somit ist ® eine Karte von M um 0. O
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6.11. Untermannigfaltigkeiten des R™ und Extrema unter Nebenbedingungen

Beispiel 6.139. Ist U e R", dann ist U = f~!({0}) regulires Urbild der Abbildung
f:U—=R ={0}, urs0

(Ubung).

Beispiel 6.140. Betrachten wir die Abbildung

g:R" =R, z=(21,...,2,) = ||z||* = 23+ - - + 22,

dann ist die Sphére S, = {z € R" : |[|z|| = r} um den Ursprung mit Radius r > 0
reguldres Urbild, ndmlich S, = g~*(r?) (Ubung).

Beispiel 6.141. Wir betrachten den Vektorraum R™ ™ der reellen (n x n)-Matrizen,
welche wir mit R” identifizieren kénnen und den Vektorraum Sym,, der reellen symme-
trischen (n x n)-Matrizen, welcher Dimensiond = 14+2+---+n = @ hat und somit
mit R? identifiziert werden kann.

Wir betrachten die Abbildung
f:R™" 5 Sym,, Awrs A-AT

Das Urbild der Einheitsmatrix I, ist dann offenbar die orthogonale Gruppe O,, C R™*",
da
L) ={AeRY™: AAT =1} ={AcRV": AT=A7""}=0,.

Wir méchten zeigen, dass O,, = f~1(I,,) ein reguliires Urbild ist. Dazu berechenen wir
zunédchst die Ableitung von f in einem beliebigen Punkt A € O,,. Fir X € R™"\ {0}
gilt

fA+X) = A+ X)A+X)" = (A+X)(A" +XT)
_ T T T T
= AA' +(AX'T + XA )+ XX
=f(A)
Da fiir die Operatornorm ||A - Bllop < ||Allop|| Bllop gilt, erhalten wir

||XXT||Op ”X”Op ) ||XT||Op ||X||0p ) ||X||0p
< = = [| X[lop —— 0.
HX”op HXHop HXHOP P X0

Weil zudem X — AXT + X AT linear ist, gilt
Df(A) : R™™ — Sym,, X AXT + X AT,

Nun miissen wir zeigen, dass die Abbildung Df(A) fiir A € O,, surjektiv ist:
Sei Y € Sym,,, dann folgt aus AAT = I,, sofort

Df(A) (%YA) ~Y.

Zusammenfassend erkennen wir, dass O,, ein regulédres Urbild und somit eine Unterman-
nigfaltigkeit von R™*™ ist.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

Definition 6.142. Sei U & R" und g : U — R eine partiell differenzierbare reellwertige
Funktion, dann heifit die Abbildung

Dig(u) o (u)
Vg:U—=R", uw— : = :
Dyg(u) 2 (u)

Gradient von g. Ist g in u differenzierbar, so gilt

Vg(u) = (Jug)".

fi
Lemma 6.143. Set UG R", und sei f = | : | : U — RP, p < n, eine stetig partiell
fo
Y1
differenzierbare Abbildung. Ist y = | : | € Bild(f) und M = f~'({y}) ein regulires
Yp

Urbild sowie uw € M, dann ist {V fi(u),...,Vf,(u)} eine Basis von N,M.

Beweis. Da M eine (n — p)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist, hat der
Untervektorraum 7;, M Dimension n — p und N, M somit Dimension p. Es geniigt also
Zu zeigen:

(i) Vfi(u) L T,M fiir alle w € M und fiir alle j =1,...,p,

(i) {Vfi(u),...,Vfy(u)} ist linear unabhéngig.
Wir zeigen zunéchst Teil (i). Seiv € T, M und ¢ : (—¢,e) — M C R" eine differenzierbare
Kurve mit ¢(0) = w und ¢(0) = v. Dann gilt f;(c(t)) = y; fiir alle t € (—¢,¢) und alle
j=1,...,p und damit

0= (f; ) (0) = Dfj(u)(v) = (Vf;(u),v).
Zu (ii) bemerken wir, dass, da M ein reguliires Urbild ist, D f(u) = (V f1(u), ...V f,(u))T

fur alle w € M Rang p hat. Somit ist {V fi(u),... Vf,(u)} fiir alle u € M linear un-
abhéngig (der Spaltenrang ist gleich dem Zeilenrang). ]

Theorem 6.144 (Lokale Extrema unter Nebenbedingungen). Sei U & R"™ offen, und
sei f U — R eine differenzierbare Funktion. Ferner see M C U & R"™ eine Unter-

mannigfaltigkeit des R™ und u, € M ein Punkt, an welchem f|y ein lokales Extremum
annimmiTA. Dann gilt V f(u,) € N,, M.

1844. h. Es gibt ein & > 0, sodass fiir den offenen Ball B.(u,)@CR" gilt entweder
Yu € M N Be(uo) : flu) < fluo)

(lokales Maximum) oder
Yu € M N Be(uo) = flu) > f(uo)

(lokales Minimum). Wenn f|as in u, ein lokales Extremum hat, so muss f in u, kein lokales Extremum
haben. Die Einschrankung von f auf M wird auch Nebenbedingung genannt.
185d. h. die Komponente von V f(u,) tangential zu M in u, verschwindet. Falls M = U, so gilt
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6.11. Untermannigfaltigkeiten des R™ und Extrema unter Nebenbedingungen

Ist M sogar ein requldres Urbild einer stetig partiell differenzierbaren Abbildung

g1
g=1:11:U—RP
9p

also M = g ' ({y}) mity € Bild(g), dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen Ay, ..., \, €
R, sodass

Vf(u,) = Z A;iVg;(u,).

Die Zahlen Ay, ..., \, € R heiffen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Indem wir ggf. zu —f {ibergehen, konnen wir ohne Beschrankung der Allge-
meinheit annehmen, dass f|y in u, ein lokales Maximum hat, d. h. es gibt ein ¢ > 0,
sodass fur alle u € M N B.(u,) gilt f(u) < f(uo).

Sei v € T,,M und ¢ : (=6,0) — M N B.(u,) C R" eine differenzierbare Kurve mit
c(0) = u, und ¢(0) = v. Dann gilt f(c(t)) < f(c(0)) = f(u,) fiir alle t € (=9, ). Somit
hat die differenzierbare Funktion foc: (—4,0) — R in ¢ = 0 ein lokales Maximum. Also
gilt 0= (foc)(0) =Df(u,)(c(0) = (Vf(uo),v). Also gilt V f(u,) L v. Dav e T, M
beliebig war, folgt

Vf(u,) € Ny, M.

Ist M das reguliire Urbild M = g~'({y}), so ist {Vgi1(u,), ..., Vgy(u,)} nach Lemma
6143 eine Basis von IV, M. Damit gibt es eindeutig bestimmte A,..., A, € R mit

Vf(u,) = Z A;iVg;(u,).

Satz 6.145. Eine reelle symmetrische Matriz A hat einen reellen Eigenwert. ™8

Beweis. Jede reelle symmetrische Matrix A € R™*" definiert eine quadratische Form auf
R™, namlich

Qi:R*" =R, z— a2l Az
Wir méchten nun die Richtung bestimmen, in welche @) 4 ein Extremum aufweist. Dazu
schrankten wir ()4 auf die kompakte Einheitssphére

Sl = {l’ e R™: ||x||euk1 = 1}

insbesondere V f(u,) = 0.

1861y der Vorlesung Lineare Algebra 2 haben Sie diesen Satz mit Hilfe des Fundamentalsatzes der
Algebra bewiesen. Die Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra verwenden aber immer auch Argu-
mente aus der Topologie oder der Analysis.
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6. Differentialrechnung in mehreren Variablen

ein. Da () 4|s, eine stetige polynomiale Funktion ist, gibt es ein x, € Si, sodass Qals,
in z, ein Maximum und ein Minimum annimmt. Nun ist S; = ¢7!(1) das reguliire
Urbild der Abbildung g : R*™ — R, z + ||z||* (siche Beispiel EIZ0) und wir erhalten
Vg(z,) = 2x,.

Wie berechnen die Richtungsableitung von )4 in z, in Richtung v € R” mit |jv]| =1

D.Qa(s) = G DQalro+ 1)
t=0

_ ¢ (2o + tv)T A(x, + tv)
dt|,_,
d
= ($ZA$O + t:rZAv + tvl Az, + 207 Av)
t=0

= xl Av+ " Az,

Wegen AT = A erhalten wir D,Qa(z,) = zlAv + vT' Az, = 227 Av. Damit ist Q4
insbesondere stetig partiell differenzierbar mit J,,Q, = 2z A € R™" also

VQA(SL’O) = (J%QA)T = 2Az, € R™.
Da Q4ls, in z, € S ein Extremum annimmt, gilt mit Theorem BIZ4:
VQa(z,) =2Ax, = \Vg(z,) = \2x,.

Somit ist z, € R" ein Eigenwert von A zum Eigenwert . O]
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Exkurs: Fourierreihen

Ahnlich wie wir fir nur ,,wenige“ reelle Zahlen Namen haben, so kénnen wir auch nur
,wenige“ Funktionen explizit benennen. Daher approximieren wir Funktionen oft. Ein
Beispiel hierfiir sind die IThnen bereits bekannten Taylorpolynome. Fiir periodische Funk-
tionen, hat eine polynomiale Approximation den Nachteil, dass die wichtige Information
der Periodizitdt bei Approximation durch Polynome verloren geht, da nicht konstante
Polynome nie periodisch sind.

Es gibt jedoch zwei Thnen sehr gut bekannte periodische Funktionen, namlich Si-
nus und Kosinus. In diesem Abschnitt beschreiben wir, wie man periodische Funktio-
nen durch Summen von Sinus- und Kosinusschwingungen verschiedener ganzzahliger
Frequenzen und unterschiedlicher Amplituden approximieren kann. Im Gegensatz zum
Taylorpolynom benétigen wir keine Voraussetzungen an die Differenzierbarkeit, sondern
an die Integrierbarkeit, was natiirlich viel schwécher ist.

Diese Idee, periodische Funktionen durch (endliche oder unendliche) Linearkombina-
tionen von cos(kx) und sin(kz), k € N (trigonometrische Polynome oder trigonometri-
sche Reihen) zu approximieren ist relativ alt und hat noch heute viele Anwendungen in
der Physik (Analyse von Schwingungen) und den Ingenieurwissenschaften (Signalverar-
beitung).

Bereits im 18. Jahrhundert verwendeten Daniel Bernoulli, Leonard Euler u. A. trigo-
nometrische Reihen zum Studium der partiellen Differentialgleichung der ,,schwingende
Saite

Pf 0%

o2~ o2
beim Ansatz f(x,t) = u(t)v(z). Im Buch «Théorie analytique de la chaleurs (Fermin
Didot, Paris 1822) von Joseph Fourier finden sich bereits systematische mathematische
Untersuchungen iiber trigonometrische Reihen. Die Konvergenz trigonometrischer Rei-
hen wurde dann im 19. und 20. Jahrhundert von Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet,
Friedrich Wilhelm Bessel, Nikolai Nikolajewitsch Lusin, Lennart Carleson u. A. weiter
erforscht.

Wir folgen in diesem Exkurs eng der Darstellung in [EQdl, § 23], verweisen aber auch
auf [KI, Kap. 17] und [H2, Kap. XVII].
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A. Exkurs: Fourierreihen

Definition A.1. Eine Funktion f : R — C heifit periodisch, wenn es ein P > 0 gibt,
sodass fiir alle z € R gilt:

flx+P) = f(z)
Die Zahl P heifit Periode von f.

Bemerkung A.2. Hat f : R — C die Periode P, dann hat

- . P

fR—=C, zw— f(z) ::f(—x)

2m
die Periode 27 und umgekehrt (Ubung). Wir werden unsere Betrachtungen daher auf
(2m)-periodische Funktionen einschrianken.
Definition A.3 (Trigonometrische Polynome). Eine Funktion
p:R—>C, z— % + Z (ak cos(kxz) + by sin(kx)), ax, by, € C
k=1

heift trigonometrisches Polynom.

Bemerkung A.4. Aus den Additionstheoremen erhélt man die Orthogonalititsrelationen:

2 2
: : B [0, k#I
/0 sin(kz) sin(lz)der = /0 cos(kx) cos(lx)dr = { T k=l>1
2w
/ sin(kx) cos(lx)dr = 0 firalle k,l € N
0

(siche auch Ubungsaufgabe 10, Ubungsblatt 3). Fiir ein trigonometrisches Polynom
p(r) = 2L+ 142—21 (ay cos(kx) + by sin(kx)) folgt dann (Ubungsaufgabe)

1 27

ar = —/ p(z) cos(kx)dx, k=0,1,...,n
T
1 0271'

b, = —/ p(z)sin(kz)dz, k=1,..,n.
™ Jo

Bemerkung A.5 (Komplexe Schreibweise trigonometrischer Polynome). Mit

cos(kz) = R(ehr) = L(eikr 4 omikr)

sin(kx) = %(eikw) — %(eikm_e—ika:)

kann man ein trigonometrisches Polynom p(z) = % + >~ (aj cos(kx) + by sin(kz))
k=1

auch schreiben als

p(l’) _ Z Ckeikzx

218



mit ¢y = 112—0, Cr = %(&k—ibk), C_f = %(ak—{—zbk), k € N.

Diese komplexe Schreibweise ist oft rechnerisch elegant und wird daher auch in
der Elektrotechnik und in anderen technischen Disziplinen gerne verwendet. Es
gilt offenbar die Orthogonalitétsrelation

27
; 0 kE#£0
ikx o 3
/e dm—{ o, k=0
0
und damit
2T
1 .
cr==— [ p(x)e™dr, k=0,41,...,+n,
2
0
also
°\ 1 [ .
pl) = ) o™ mit ¢ = o p(x)e ™ dr, k=0,41, ..., +n.
0

k=—n

Aus der komplexen Darstellung erhalten wir mit

apg = 260,
ar = ck—i-c_k,

bk = Z'(Ck—C,k), kzl,...,n

die trigonometrische Schreibweise zuriick. Die Menge aller trigonometrischen Poly-
nome in reeller Schreibweise und auch die Menge aller trigonometrischen Polyno-
me in komplexer Schreibweise bildet offenbar jeweils einen reellen bzw. komplexen
Vektorraum.

Definition A.6 (Fourierpolynom und Fourierreihe). Sei f : R — C eine 2m-periodische
und auf [0, 27] Riemann-integrierbar Funktion, dann heifit

ag - .
.7-",{(.%) = 5+;(akcos(kx)+bksm(kaj))
_ Z Ckeikx
k=—n
mit
1 27 1 2T
ap = —/ f(z)cos(kx)dx und by := —/ f(z)sin(kx)dx, bzw.
T Jo T Jo

Cp = i/27r]”(au')e““”cl95
T on 0
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A. Exkurs: Fourierreihen

Fourierpolynom™® von f vom Grad n. Die formale Reihe
a N .
Fl(z) = 50 + ; (ak cos(kx) + by sin(kz))
_ Z Ckezk:x
k=—o00

mit den oben abgegebenen Koeffizienten a;, und by bzw. ¢, wird Fourierrethe von f
genannt.

Notation A.7. )
. 1 u .
flk) = — / f(@)e*edz = ¢
2 Jo

und damit

Fl@)=Y fe* wd Fl(z):= Y f(k)e*

k=—n k=—00

Beobachtung A.8 (Rechenregeln). Die Linearitit des Integrals in der Definition von
f(k) impliziert

— ~

(af +9)(k) = af (k) + g(k)

und damat
FoIt9 = qFf + F9 und FIV =aFl + F9

fiir zwei 2m-periodische Funktionen f,g : R — C, die auf [0,27] Riemann—integrierbar
sind und o € C.

Aufgabe A.9. Zeigen Sie:
(a) Ist f gerade, d.h. f(—z) = f(z), so ist by = 0.
(b) Ist f ungerade, d.h. f(—x) = —f(z), so ist ay = 0.

Beispiel A.10 (Fourierpolynome der Rechteckschwingung). Sei f die periodische Fort-

setzung von
1, 0<z<m
f(x)_{—l, T<zx<2r’

dann gilt
ap = 0 (f ungerade),
| o . 2 [T 0, Kk gerade
by = ;/0 f(z)sin(kx)dx = %/0 s1n(k$)d$—{ %7 k ungerade

und damit

220



0.5

=
N
w
~ |

erstellt mit SAGE

Abbildung A.1.: ~, 7/, Fl, Fly (Graphik erstellt mit SAGE)

Wir beobachten, dass die Oszillationen (Amplituden) in der Ndhe der Sprungstellen
hoher werden und somit die Approximation von f durch ihre Fourierpolynome in der
Néhe der Sprungstellen schlechter wird. Dieses Phénomen bleibt grundsétzlich auch
bei Erhohung des Grades des Fourierpolynoms bestehen, es lokalisiert sich jedoch im-
mer mehr bei den Sprungstellen. Das beschriebene Verhalten der Fourierpolynome wird
Gibbssches™ Phédnomen genannt. Anschaulich gesprochen miissen die stetigen Fou-
rierpolynome die Unstetigkeitsstellen von f ,iiberspringen“, was zu den beobachteten
hoheren Ostzillation nahe der Sprungsstellen von f fithrt. Dieses Gibbssche Phénomen
tritt grundsétzlich bei Fourierpolynomen von stiickweise stetig differenzierbaren Funk-
tionen in deren Unstetigkeitsstellen auf.

In diesem Beispiel nehmen die Fourierpolynome an den Sprungstellen das arithmeti-
sche Mittel der rechts- und linksseitigen Grenzwerte von f in der Sprungstelle an (vgl.
dazu [KJ, Abschn. 17.4].

Beispiel A.11 (Fourierpolynome der Kippschwingung). Sei f die periodische Fortset-

zung von
x, 0<z<m
f(x)_{x—%r, T<x<2m '

Dann gilt

arp = 0 (da f ungerade),
2 T 2
by, = / f(z)sin(kx)dz / wsin(kz)dr = Pot It = (_1)"t1=

n

und damit
k+1

_22 sin(kz) = 2<sm(;c)—wi...iw>.

n

187 Jean-Baptiste-Joseph Fourier (1768-1830), franzosischer Physiker und Mathematiker
188 Josiah Willard Gibbs (1839-1903), amerikanischer Physiker
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A. Exkurs: Fourierreihen

Abbildung A.2.: ~, 7/, Fl, F/ (Graphik erstellt mit SAGE)

Bemerkung A.12 (Hilfsmittel aus der linearen Algebra). Wir betrachten den C-Vektorraum
V= { [:R = C: f2n-periodisch, fljo2m Riemannfintegrierbar}

versehen mit der positiv—semidefiniten Hermiteschen Sesquilinearform

2 -
o= 5= | ra@ie, faev

welche auch L?-Skalarprodukt genannt wird. Es gilt also

(1) <f7 g>L2 = <g> f>L2
(i) Af+ g 2 = A[fog)r2 + (', g)r2 und (f,Ag+ ')z = N[, 9) 12 + (f, ¢') 12
(iii) (f, f)z2 >0

Fiir positiv—semidefinite Hermitesche Sesquilinearform gilt die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz:

(fo 92 < (F, )9, 9) 1o
Das L2-Skalarprodukt induziert auf V' die L,—Halbnorm:

1 £l = V/{F fhaz o= \/ . /0 ) = \/ o /0 If@)Rdr 2 0

Es gilt also

(1) [IAfllze = (AL (1]l
(ii) Dreiecks-Ungleichung: ||f + gl|zz < |[fllzz + ||lg]|z2
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Proposition A.13. Sei f : R — C eine 2r-periodische Funktio und flj - Riemann--

n
integrierbar. Sei T,(z) = Y. ™™ ein trigonometrisches Polynom von Grad n mit
k=—n

T, # FI. Dann gilt:
(i) | f = Flllez < If = Tallze,

d. h. das Fourierpolynom von f von Grad n ist das eindeutige trigonometrische

Polynom von Grad n, welches f in der L*-Halbnorm™® am besten approximiert.

(ii) ||f = FZ = Ifll7- — k_Z |f (k)]
Notation A.14. Die Funktionen

R —C, x|—>e’km keZ

bilden ein Orthonormalsystem von Funktionen in V, denn es gilt:

2T 27
1 R (k=D q.. _ |1, k=1
0 0
Wir erhalten in dieser Notation:
1 2m 1 21
fi) = 5z [ s@e e = o [ p@ e = (1)
0 0

n
Beweis. Sei T, = > trey ein beliebiges trigonometrisches Polynom von Grad n, dann
k=—n
gilt:

If =Tallie = (f = Tus f = Ta)i

= (f, fre <7?L,f 2 — {f, >£ + (T Ta) 12
1£I172 — Z tk <€ka fr Z e (fren)r2 + Z teli (ex, 1) 12
k=—n k=—n N~ kl=—n SN——
—% =f(k) =0kt
I S P = S 0dt— 3 AR

k—fn k=—n k=—n

g

=ki \tk*f(k)|2*k§2 HOE

=—n

= M= S P+ 3 Jte - fibP

k=—n

189 Anschaulich bedeutet das ,,im Sinne der kleinsten Summe der Quadrate der Fehler (Abweichun-
gen)“
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A. Exkurs: Fourierreihen

Damit ist ||f — 7,]|3. genau dann minimal, wenn Y |t — FR)2 =0, also t), = f(k)
k=—n
fiir alle k = —n, ..., 0, ..., n gilt. Das bedeutet aber T = F. O

Nach Proposition B3 gilt fiir alle n

0<|If =FllE2 = 117 = > If(R)

k=—n
und damit

> FEE< 7.

k=—n

Daraus folgt:

Korollar A.15 (Besselsche™ Ungleichung). Fiir alle 2r-periodischen Funktion, sodass
[ljo,2x] Riemann-integrierbar ist, gilt

Z IF(B)? < |If|I?> (Besselsche Ungleichung).

k=—o0

Die Fourierpolynome von f konvergieren genau dann in der L*-—Halbnorm (oder im
quadratischen Mittel) gegen f, d.h. lim, o ||f — FZ |2 = 0, wenn die Parsevalsche™
Gleichung

Yo f®E =111

k=—o00

qgilt.

Lemma A.16. Ist f : R — R eine 2m-periodische Funktion, sodass f|j2x eine Trep-
penfunktion ist, dann gilt

lim || f — F!|lz2 = 0.

n—oo

Beweis. (i) Behauptung: Die Aussage ist, wenn

0, wenn 0<z<a
flogn(z) =< 1, wenn a<z<b |,
0, wenn b<x<2m

mit 0 < a < b< 21 gilt.

Wir erhalten als Koeffizienten der Fourierreihe von f :

foy = 22~
; I i
f(k) = %/ exp(—ikx)dx = ﬁ(exp(—ikb) —exp(—ika)), keZ\ {0}

190Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), deutscher Naturwissenschaftler
191 Marc-Antoine Parseval (1755-1836), franzosischer Mathematiker
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und damit fiir k # 0 : |f(k)[]? = =22 09) iy erhalten also

2m2k2
~ s (b—a)? =1 —cos(k(b—a))
YoUWE = S Y
k=—o00 k=1
B (b—(z 1 1 = cos(k b—a)
N 7r — k: 7T2 ;
_2 _ ((b—a)—JQ 2

4 12
siehe [Eadl, Bsp. 21.7]

_ b—a
27
= |IfIIZ--
Nach Korollar B3 gilt dann lim || f — F/| ;2 = 0.
n—oo
(ii) Ist fljo,2+ eine Treppenfunktion, so gibt es konstanten oy, ..., o, € R und (27)-
periodische Funktionen fi,..., f,, von der in Teil (i) behandelten Art, sodass

f= Z%’fj-

Somit gilt
Fl=> o;F}

j=1

und wir erhalten

17 = File =

Zaj .7:f]

Nach Teil (i) erhalten wir lim || f — Fi||z: = 0.
n—oo

m
< ol I1f5 = FP e
j=1

L2

]

Theorem A.17. Ist f : R — R eine 2m-periodische Funktion, sodass flj 2 Riemann—
integrierbar ist, dann gilt

lim || f — F||z2 = 0.

n—,oo

Beweis. Nach ggf. entsprechender Stauchung koénnen wir |f(z)| < 1 fiir alle z € R
annehmen. Sei nun £ > 0. Dann gibt es periodische Funktionen ¢, ¢ : R — R, sodass
gilt:

® ¢1][0,27], D2/ (0,27 sind Treppenfunktionen,

o —1< ¢ < f<¢p<1,
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A. Exkurs: Fourierreihen

o Jy d(@)dr — [§7 ¢ (x)dr < G
(siehe Satz BIH). Setzen wir g := f — ¢, dann erhalten wir
(@) = [f(2) = d1(@)]* < |da(x) — ¢ (2) [
= \(¢2($) - ¢1($)2'(¢2(I) — ¢1(7))
<2

< 2(¢a(x) — d1(x))

und somit

1 21 52
ol = 5= [ loar < - [ 6t) - 6iope < 5
0
Nach Lemma A4 gibt es ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt

l¢r = Fi e <

[\DI(‘f)

Nach Proposition gilt
2 2 g2
lg — F2l% < lglie < 5
Mit Ff = F9 + Fo folgt fiir n > N :

€
2

If = Flllez < lén = Ftllee + g = Fillee < 5 —+
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Lineare Abbildungen

Fiir diesen Anhang, welcher meinem Skript zur Linearen Algebra 1 vom SS 2011 und
dem Skript zum Briickenkurs im SS 2013 entnommen ist, verweisen wir insbesondere
auf [Hell.

Nach konstanten Abbildungen sind lineare Abbildungen in einem gewissen Sinne in
einem gewissen Sinne die ,einfachsten” Abbildung. Daher werden sie in der Mathematik
und ihren Anwendungen vielfach verwendet. Die Definitions- und Zielmengen linearer
Abbildungen sind Vektorrdume. Sie kennen bereits einige wichtige Beispiele von Vek-
torrdumen aus der Schule:

o R := {0},
e R! =R, die Menge der reellen Zahlen,

R? = {(2) ; T1, T2 GR},

L1
R3 = To |5 1,292,273 € R
T3

Eine wichtige gemeinsame Eigenschaft dieser drei Mengen ist, dass man deren Ele-
mente miteinander addieren kann (Vektoraddition) und auch jedes Element mit einer
Zahl X\ (Streckungsfaktor) multiplizieren kann, wobei die iiblichen Rechenregeln gelten.
Fiir Elemente aus R? geht das komponentenweise:

T (1 1+ W% 1 Az
To |+ || =22+ und M- [ 22 | = [ Axo
T3 Ys T3+ Y3 T3 Ax3

Wir kénnen diese komponentenweisen Rechenoperationen einfach auf die Menge

T
R" := Sl r, e €R

Tn
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B. Lineare Abbildungen

aller n-Tupel reeller Zahlen verallgemeinern, wobei nun n eine beliebige positive natiirliche
Zahl ist:

1 Y1 1+ 1 Ay

T2 Y2 To + Yo T Ao
+| .| = ‘ und A-| | =

xn y’I’L xn + yn .Q?n )\an

Auch hierbei gelten die iiblichen Rechenregeln. Mengen mit derartigen Rechenopera-
tionen, welche den iiblichen Regeln gehorchen, heifien in der Mathematik (reelle) Vek-

torraume.
0

Ein ausgezeichnetes Element von R™ ist | : | , welches wir in Zukunft kurz mit 0 € R”

bezeichnen werden.
Nun kennen Sie schon einige wichtige Vektorrdume, nidmlich fiir jede natiirliche Zahl
n den Vektorraum R™.

Definition B.1. Eine Abbildung f : R" — R™ heifit linear, wenn f mit der Addition
sowie mit der Multiplikation mit reellen Zahlen vertréglich ist. Genauer muss gelten:

(i) flx+y) = f(z)+ f(y) fir alle z,y € R” und
(i) f(A-x)=A- f(z) fur alle A € R und alle x € R™.

Aufgabe B.2. Seien n und m positive natiirliche Zahlen und f : R®™ — R eine lineare
Abbildung. Zeigen Sie folgende Aussage: Fiir jede natiirliche Zahl £ > 2 und k beliebige
Elemente vy, ..., v, € R" gilt

f(’Ul 4+ ...+ Uk) = f(Ul) + ...+ f(l)k),

oder in Summennotation i i
f (Z Uj) = fv).
j=1 j=1

Satz B.3. Eine Abbildung f : R — R ist genau dann linear, wenn es ein a € R gibt,
sodass f(x) = a -z fir alle x € R.

Beweis. Zunéchst rechnet man leicht nach, dass fiir beliebiges a € R die Abbildung
f:R—=R, z+ a-x linear ist.

Sei andererseits f : R — R linear, so gilt f(z) = f(z-1) =z f(1) = f(1) -2 = a -z mit
a= f(1). O

Unser Ziel ist es nun lineare Abbildungen zwischen R™ und R™ zu studieren. Betrachtet
man obigen Beweis, so méchte man in R Elemente finden, welche die Rolle der 1 € R*
iibernechmen kénnen.
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Definition B.4. Die n Vektorene; = | . | ,...,e, = O in R™ bilden die Standard-
0 1
basis des R™. Hierbei ist e; der Vektor im R"™ dessen Komponenten alle verschwinden,

bis auf die Komponente in der j-ten Zeile, welche gleich eins ist.

Man beachte, dass die Anzahl der Komponenten der Vektoren durch die Notation e;

0
alleine nicht klar wird, denn ey = ((1)) ER?>unde; = | 1] € R3.
0

Jedes beliebige Element z € R™ kann man eindeutig als Linearkombination der Ele-
mente ey, ..., e, schreiben, denn es gilt:

T 0 0 1 0
I 0 T2 . 0 . n
= O = e =D e
T 0 : 0 0 0 j=1
0 o

Satz B.5. Eine Abbildung f : R™ — R ist genau dann linear, wenn es reelle Konstanten

ay, ..., a, gibt, sodass
n

f(x) =a1x1 + .. + apz, = Zajxj

j=1
T
fir allex =1 : | € R gilt.

Tn

Beweis. Als Ubungsaufgabe rechne man nach, dass die Abbildung

T n
fTR">R =] : r—>alwl+..+anxn:Zajxj
Tn J=1
linear ist.
Sei andererseits f : R” — R linear, so gilt nach Aufgabe B2 und der Definition der
Linearitat f(x) = f (Z T - ej> => flzj-e)=> ;- flej) =D a;-x;. O
j=1 j=1 =1 T N~ =1

=iaj

Jede Abbildung f : R™ — R™ besteht aus m Komponentenfunktion f, ..., f,, : R® —
R und wir schreiben:

Ji T fi(x) fi(zy, ., 2p)
: R*"—=R™, =] |+~ : =

. . 9

fm Tn fm(x) fm(xla"'>xn)

S~~~
Il
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B. Lineare Abbildungen

T
wobel wir f;(z1, ..., x,) anstelle von f; ; schreiben.
Tn
fi
Lemma B.6. Eine Abbildung f = | : | : R = R™ st genau dann linear, wenn alle
Jfm
Komponentenfunktionen f1, ..., fm : R® — R linear sind.
Beweis. (i) Folgende Aussagen sind dquivalent:
o flx+y) = f(x)+ f(y) fur alle z,y € R™,
fi( x—l—y fi(z) fiy) fil@) + fi(y)
= : + : = : Vz,y € R",
fm() fm(y) S (@) + fru(y)
. f] r+y) = fi(z) + f;(y) fir alle 2,y € R" und alle j € {1, ..., m}.

(ii) Folgende Aussagen sind dquivalent:
o f(A-x) =X f(zx) fir alle x € R" und alle A € R,

fi(A-x) fi(z)
° : =\ : fiir alle x € R™ und alle A € R,
o fi(A-z) =X fj(x) fur alle x € R", alle A € R und alle j € {1,...,m}.

Nach Satz B3 kénnen wir die linearen Komponentenfunktionen f; von f als
fi(xr, . xn) = ajixy + ajpre + ... + ajpr, = Zajkxk

mit reellen Konstanten a1, ..., a;, schreiben. Somit erhalten wir

Theorem B.7 (Beschreibung aller linearen Abbildungen). Fine Abbildung f : R* — R™
ist genau dann linear, wenn es reelle Konstanten aii, ..., Q1n, @21..., G2y ey Qpy -
gibt, sodass

) amn

n
Z Q1T
a1 + .. + apz, k=1
anTi + .. + Q2 Ty > Q2kTk
(B.1) f(z) = : =
Am1T1 + ..+ AmnTn n
Z Ak Tk
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T1
fir allex = | : | € R" gilt.

Tn

Zur Ubersichtlichkeit schreiben wir diese Konstanten in eine Matriz

a1 a2 ... Qp
921 A22 ... QA9pn

Af = : : : = (a/ij)7
Am1 Am2 .. Qmp

das ist ein rechteckiges Zahlenschema. In diesem Fall hat Ay m Zeilen und n Spalten,
hat also m - n Eintrége. Wir nennen Ay eine reelle (m x n)-Matrix.

Nach Satz B gehort zu jeder linearen Abbildung f : R™ — R™ eine reelle (m x n)-
Matrix A;. Andererseits gehort auch zu jeder reellen (m x n)-Matriz

a11  A12 Q1n
Q21 A22 Q2n
A = (ay) = .
Am1  Am2 Amn
die lineare Abbildung
n
Z Q1T
k=1
n
X
fa:R"—=R" x=1[: ||k
Tn
n
Z AmkTk
k=1

Sollten Sie bereits die Matrixmultiplikation kennen, so werden Sie erkannt haben, dass
gilt:
fa:R*"—=>R" z+— A-x.
Diese Beziehung zwischen linearen Abbildungen und Matrizen wird im folgenden Satz
noch einmal verdeutlicht:

Theorem B.8. Die j-te Spalte der zur linearen Abbildung f : R™ — R™ gehdrenden
Matriz Ay ist gleich f(e;) (7 =1,...,n).

Q1;
Beweis. Aus Gleichung B ergibt sich sofort f(e;) = | : |. O

amj

Damit ist eine lineare Abbildung f : R™ — R™ bereits durch die Bilder f(e1), ..., f(e,) €
R™ der Standardbasis {ey, ..., e, } des R" eindeutig festgelegt. Hierbei konnen die Bilder
fle1), ..., f(en) € R™ beliebig vorgegeben werden.
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Da an deutschsprachigen Universitdten ein Grundvorlesungszyklus in Analysis zum
Pflichtkanon gehort, gibt es eine grofle Fiille deutschsprachiger Lehrbiicher. Hier kann
daher nur eine sehr kleine Auswahl angeben werden, mit der natiirlich kein Werturteil
verbunden ist.

Bei Biichern, welche die Universitétsbibliothek Augsburg online abonniert hat, ist
die URL angegeben und verlinkt. Von Computern der Universitit Augsburg oder iiber
VPN-Client sollten diese Biicher online zugénglich sein.

Diese Vorlesung orientiert sich vornehmlich an [[Eall, [Ea2, KT, in einigen Abschnitten
auch an [A7, BET, GRGWY, KY].

Zu den Biichern [Eall, Ea2] von O. Forster gibt es auch Ubungsbiicher [T, ET3,
in welchen Sie viele Aufgaben zum Selbststudium und zur Vertiefung des Stoffes finden
konnen. Zur Vorbereitung auf miindliche Priifungen sei noch auf [BH| verwiesen.
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,
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Aquivalenzrelation, [
Représentant, 3
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reelle Zahlen, B2

Abbildung, I@
Bild, 32
FEinschriankung, Y
lineare,
Umkehrabbildung, T3
Urbild, I3

Abel, N. H., B3

abgeschlossene Hiille,

abgeschlossene Menge, [[2,

Ableitbarkeit, B2, 79
Ableitung, B2, 79
partielle, IZ
Abschluf3, €1
absolut konvergent, b4
Abstandsfunktion, b2, X4
Additionstheoreme, B3
analytische Funktion, T3

Archimedes von Syrakus, B

Aristoteles, B
Arkuscosinus,
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abgeschlossener,
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Banach, S., b0,
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Banachscher Fixpunktsatz, b,
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Standardbasis,
Bernoulli, J. 1., B2

Bernoullische Ungleichung, B2

beschréinkte Variation, I49
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nach oben,

nach unten,
Bessel, F. W. |

Besselsche Ungleichung,

Betrag, 4
Bijektivitat, T4
Bijunktion, @
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Abbildung, 7
Binomialkoeffizient, B0
Bogenlénge, 74
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Dedekin, J. W. R.,
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Differenzenquotient, B2
differenzierbar
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Divergenz, E1

bestimmte, b2, b3
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fallend, 22

komplexe, BT
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Fourier, J., 221
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Fraenkel, A. H., B
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Funktionenfolge, [[@ Intervall, B2
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Gradient, 214 Karte, 210
Grenzwert, B, G0 kompakte Menge, [, 73
niitzliche, B Kompaktheit, I]I3
Rechenregeln, 3, E4 komplexe Konjugation, BB
komplexe Zahl, B3
Haufungswert Konjunktion, @
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Holder, O. L., 10 Kontraktion,
Holder-Ungleichung, 10 Konvergenz, I[G1
Hadamard, J. S., 63 absolute, K2
Hauptminorenkriterium, Folge, @1
Hausdorft, F., B2 gleichméafige, [CM
Heaviside, O., 24 gleichméBig, (73
Heine, H. E., 3 punktweise, [[@
Hermite, C., 231 Konvergenzbereich,
Hesse, O., U8 Konvergenzkriterium von Weierstraf}, [[R
Hesse-Matrix, TI3 Konvergenzradius,
Hintereinanderschaltung Konvexitéit (einer Funktion), I8
von Abbildungen, [d Kreiszahl, B2
) ) kritischer Punkt, [US
Ident.ltéitssz'itz (Potenzreihen), Kugel
Imaginérteil, B3 abgeschlossene,
Implikation, @ offene
implizite Funktionen (Satz), Kurve, I]ZZ’8
Infimum,
Infimumseigenschaft, L’Hopital, de, G. F. A., [
Injektivitéit, 2 Lénge (Bogenlidnge), A
Integral Lagrange, J.—L., T2
Treppenfunktion, 21 Lagrange-Multiplikator, P13
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Maclaurin, C., 14
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Zerlegung, 3
Mertens, F. C. J., B2
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