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Uber Wahrheit Kontinuumshypothese Beispiele Motivation

Uber Wahrheit

Fallbeispiel: die Kontinuumshypothese
m Wie viele ganze Zahlen gibt es?
m Wie viele reelle Zahlen gibt es?
m Gibt es eine Zwischenstufe?

Beispiele fiir Alternativuniversen

Motivation furs Studium von Alternativuniversen
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»Es gibt unendlich »Es gibt nur finf ,Der goldene Schnitt ist
viele Primzahlen.”  platonische Korper.* die irrationalste Zahl*

m Mathematische Aussagen werden als v6llig objektiv und
unabhéngig von menschlichen Stimmungen angesehen.

3/9



Uber Wahrheit Kontinuumshypothese Beispiele Motivation

Uber Wahrheit

»Es gibt unendlich »Es gibt nur finf ,Der goldene Schnitt ist
viele Primzahlen.”  platonische Korper.* die irrationalste Zahl*

m Mathematische Aussagen werden als v6llig objektiv und
unabhéngig von menschlichen Stimmungen angesehen.

m Tatsdchlich hangt ihr Wahrheitsgehalt aber von der Wahl
des mathematischen Universums ab:

Die iiblichen Axiome legen das Spiel nicht eindeutig fest.
Wir konnen die Axiome auch modifizieren.
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Groflenvergleiche im Unendlichen

Welche Zahlenmenge ist groler?
m die Menge N der natiirlichen Zahlen: 0, 1, 2, ...

m die Menge 7Z der ganzen Zahlen: e, —2,-1,0,1,2, ...
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Groflenvergleiche im Unendlichen

Die beiden Mengen sind gleich grof3.

alle nat. Zahlen alle ganzen Zahlen
0 — 0
1 — 1
2 — -1
3 —> 2
4 —> —2
5 — 3
6 — -3

Es gibt genauso viele natiirliche Zahlen wie ganze Zahlen.
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Wie viele reelle Zahlen gibt es?

Welche Zahlenmenge ist grofier?

m die Menge N der natiirlichen Zahlen: 0, 1, 2, ...
m die Menge R der reellen Zahlen: 0,25, & 7 V2, ...

) 39
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Wie viele reelle Zahlen gibt es?

Welche Zahlenmenge ist grofier?

m die Menge N der natiirlichen Zahlen: 0, 1, 2, ...
m die Menge R der reellen Zahlen: 0,25, 1, 7 V2, ...

Es gibt mehr reelle Zahlen als natiirliche.
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Wie viele reelle Zahlen gibt es?

Welche Zahlenmenge ist grofier?

m die Menge N der natiirlichen Zahlen: 0, 1, 2, ...
m die Menge R der reellen Zahlen: 0,25, & 7 V2, ...

’ 3
Es gibt mehr reelle Zahlen als natiirliche.
alle nat. Zahlen viele reelle Zahlen
0 — 0,250000...
1 — 3,14159 2.
2 — 1,414213.
3 —> 1,23 4567.
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Wie viele reelle Zahlen gibt es?

Welche Zahlenmenge ist grofier?

m die Menge N der natiirlichen Zahlen: 0, 1, 2, ...
m die Menge R der reellen Zahlen: 0,25, & 7 V2, ...

) 39

Es gibt mehr reelle Zahlen als natiirliche.

alle nat. Zahlen viele reelle Zahlen
[0,250000...

3[1]41592...
1,4[1/4 213 ...
1,2 3[4]567 ...

[111
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Wie viele reelle Zahlen gibt es?

Welche Zahlenmenge ist grofier?

m die Menge N der natiirlichen Zahlen: 0, 1, 2, ...
m die Menge R der reellen Zahlen: 0,25, & 7 V2, ...

3
Es gibt mehr reelle Zahlen als natiirliche.
alle nat. Zahlen viele reelle Zahlen
0 — [0,250000...
1 — 3/1/41592...
2 — 1,4[1/4 213 ...
3 — 1,2 3[4]567...

Was ist mit 1,225...7
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12

Die Kontinuumshypothese

Georg Cantor (* 1845, 1 1918)

Gibt es eine
Zwischenstufe
zwischen N und R?
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Die Kontinuumshypothese

W

Georg Cantor (* 1845, 1 1918) Kurt Godel (* 1906, + 1978)
Gibt es eine Es gibt keinen
Zwischenstufe Beweis, dass es eine

zwischen Nund R?  Zwischenstufe gibt.
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1

Die Kontinuumshypothese

¢

Georg Cantor (* 1845, 1 1918) Kurt Godel (* 1906, + 1978) Paul Cohen (* 1934, 2007)

Gibt es eine Es gibt keinen Es gibt keinen
Zwischenstufe Beweis, dass es eine  Bewelis, dass es keine

zwischen Nund R?  Zwischenstufe gibt. ~ Zwischenstufe gibt.
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Beispiele fiir Alternativuniversen

In Godels Topos gilt:
Es gibt keine Zwischenstufe zwischen N und R.

In Cohens Topos gilt:
Es gibt eine Zwischenstufe zwischen N und R.
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Beispiele fiir Alternativuniversen

In Godels Topos gilt:
Es gibt keine Zwischenstufe zwischen N und R.

In Cohens Topos gilt:
Es gibt eine Zwischenstufe zwischen N und R.

Im glatten Topos gilt:
Es gibt infinitesimale Zahlen ¢ mit ¢* = 0, aber & # 0.

Im effektiven Topos gilt:
Jede Funktion N — N ist durch ein Programm berechenbar.

Im Zariski-Topos gilt:
Jede Funktion R — R ist ein Polynom.
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1

Wieso sich mit Topoi befassen?

Well sie ...
m existieren,
m einen Beitrag zur Philosophie der Mathematik leisten,
m das Studium kurioser Traumaxiome ermoglichen,

m Querverbindungen innerhalb der Mathematik herstellen und

m mathematische Probleme vereinfachen konnen:
fiir jede Situation den passenden Topos.
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