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Algebra II, SS 2011 24. Juni 2011 Vorschlag zum 8. Ubungsblatt

Vorschlag zu Aufgabe 5 von Blatt 8

Teilaufgabe (1)
R kommutativer Ring, S C R multiplikativ abgeschlossene Menge.
Frage: Welche Probleme hat die Definition

a b
—=- &  at=bs?
S t

Dazu: Ganz allgemein erwartet man von einer Definition des Symbols ,=", dass
sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, denn diese Eigenschaften verwendet man
standig, wenn man mit Gleichheiten arbeitet.

Die vorgeschlagene Definition fithrt zwar noch zu einer reflexiven und symmetrischen

Relation, allerdings ist die Transitivitdt im Allgemeinen verletzt:
Gelte ¢ =2 und 2 = ¢, wir wollen ¢ = € zeigen.
s t t u s u

Nach Voraussetzung wissen wir at = bs und bu = ct. Somit gilt die Rechnung
t-au=u-at=u-bs=s-bu=s-ct=t-cs.
Im Allgemeinen folgt daraus aber nicht die Behauptung au = c¢s, denn im Allgemei-

nen muss ¢ nicht notwendigerweise regular sein.

Bem.: Der Grund, wieso die in dieser Aufgabe gegebene Definition im Speziall-
fall R = Z und S = Z \ {0} (also den iiblichen Briichen) doch funktioniert, ist,
dass in Z bis auf die Null alle Zahlen reguliare Elemente sind.

Zur Erinnerung: Denkt man nur an Zahlen, so ist das Konzept der Nicht-Regularitat
von Ringelementen sicherlich sehr ungewohnt. Bei Matrizen aber kennt man ja da
Phanomen, beispielsweise gilt

G666
Teilaufgabe (1)

Frage: Warum ist es nicht so einfach, Lokalisierungen nichtkommutativer Ringe zu
definieren?

Dazu: Zunichst mal erscheint die Definition der Gleichheit zweier Briiche der Vorle-
sung,

a b
il &= wuat = ubs fir ein u € S,
s
im nichtkommutativen Kontext willkiirlich: Genauso denkbar wéren
1.2 % &= uat = usb fir ein u € 9,
2. %:% & uta = usb fir ein u € 9,



Algebra II, SS 2011 24. Juni 2011 Vorschlag zum 8. Ubungsblatt

3. %:% & uta = ubs fiir ein u € S,
4. %—% & tau = bsu fiir ein u € S,
5. U.S.W.

Keine dieser Definitionen fiihrt zu einer Aquivalenzrelation.

Zum anderen ist nicht mal im Spezialfall, dass s invertierbar ist, klar, was der
Bruch ¢ bedeuten soll: Sowohl s ta als auch as~! sind denkbar, man spricht von
Links- und Rechtsdivision.

Bem.: In der homologischen Algebra definiert man zur Kategorie Kom(.A) der Ket-
tenkomplexe mit Objekten in einer abelschen Kategorie A die lokalisierte Katego-
rie Kom(A)[S™!] nach der Klasse der sog. Quasiisomorphismen. Da die Verkettung
von Abbildungen i. A. nicht kommutativ ist, gibt es dort eine &hnliche Schwierigkeit.



Algebra II, SS 2011 24. Juni 2011 Anmerkung zum 9. Ubungsblatt

Anmerkung zu Aufgabe 1 von Blatt 9

Zu Teilaufgabe (b): Man kann sich noch tiberlegen (das ist nicht verlangt, hilft aber
fir (d)), dass es fiir alle j € I kanonisch definierte R-Algebrenhomomorphismen

/\jl Aj e hi)rl Al
gibt, welche aulerdem die Eigenschaft
)\k e} ¢jk = )‘j

fir alle j, k € I mit j < k erfiillen. Die ¢;;, bezeichnen dabei die Strukturmorphismen
des gerichteten Systems (A;)ie;.

Zu Teilaufgabe (d): Die Aufgabenstellung muss noch leicht verschérft werden, sonst
funktioniert (e) nicht. Die eigentlich zu zeigende universelle Eigenschaft lautet: Zu
jeder R-Algebra B zusammen mit R-Algebrenhomomorphismen

Yi:Ai — B
fir alle ¢ € I, welche
Vj o dij = 1
fir alle 2,5 € I mit ¢ < j erfiillen, gibt es genau einen R-Algebrenhomomorphismus
Y. hi>n A, — B
mit der Eigenschaft
o X =1y (1)

fiir alle ¢ € I. Dabei bezeichnet \; die R-Algebrenhomomorphismen von oben.

Tipp: Man kann die gesuchte Abbildung ) kanonisch definieren und muss dann nur
noch nachrechnen, dass alle geforderten Eigenschaften erfiillt sind. Um die Eindeu-
tigkeit (aus ,genau ein®) zu zeigen, muss man die Bedingung (1) verwenden.

Zu Teilaufgabe (e): Zu zeigen ist hier: Sei X eine R-Algebra zusammen mit R-
Algebrenhomomorphismen B

fir alle ¢ € I, welche

j\j 0 ¢y = 5\7,

fir alle 4,7 € I mit ¢ < j erfiillen und gelte die universelle Eigenschaft aus (d)
(fiir X). Dann ist X kanonisch isomorph zu lim A;.

Tipp: Man kann ausnutzen, dass X und lim A; beide die (jeweilige) universelle Eigen-
schaft erfiillen. Auf diese Weise kann man schonmal R-Algebrenhomomorphismen
von X nach lim A; und umgekehrt erhalten. Dann muss man noch zeigen, dass ihre
Verkettung (in beiden Reihenfolgen) die jeweilige Identitét ist.



Ul 8 Adgde b
Rl 22 e T A dad
R Dediie & Wnadbilon

Y UL\ —— N?,o

Qi — ¥ = \u%'\\\'_

L “\g‘\@('lf kﬁ\m‘s

A A=A
2y Do =0 W
3 N =1 & ux AL vk

R w3
R N e = JereT
> a b =4
> la¥=1, b=o\ odv ,k‘“o,. (R
o ueA oly usA 0dy wxi ook u=-A
= woa b AL el
& S un ATY ekl de we BIT- L A =3
N 'c\‘i\\ Wl v \M;%ma« e Was 4.

Do 2w Reosd v &%\mﬁ.

2w reld fe o AT b el A O de B Peqlar <,
I whowed ‘\‘uw\i.tr\nyl B NBAUW= Qa=1341

s PN FIRIRN v nasseria ), .

= Ladieku Brow ee ¥ B

> \\3(3[:&1\ >\Q%\£\ D U

A3 A |
9 A W o Ma=A el WA=

E4ES \
0 70 R e\ l& \\/

U ‘\\NQA\\V\M 4 “M&U\N

! \

34 w/ 3oy o

30



A 8 k&ast Y

2\«[ Eﬁ\m\%{u\k&‘-

SL‘ Q L, b—‘ws \-\A& M&v %:‘ I\M%\%{B\W‘&
Do N do WAL AR ds:

& RN 0} —— WA= TN TeRY, wde TAR[F] e R
1?( — @n :ﬁf Qs \4&%%&& o ")R =y r;\:q'i:{;
m\ L y = Vr-»w uv
Cﬁoﬁ‘ ‘X’L‘@‘MM —\U\v ws Wy ml\ Asgozilett ) B ewue Q’(
&2&&\&/\ k“—l-‘, \J(M\N Wi, v\\&i\ 54‘—\&{% )

£ REASy—= R,

b By v ¢ @ KEONYOY, b ade B Sy valilads, o

LQ\U S K\T— D&@&‘ Q‘: i E \ i‘&&_[ S¢ Qt 3%0§’ &5,— Q-\cétéh\{.\.\:(?v Vb:q Q,
E@«‘- hﬂ{%vﬁmz

<. M\ ey — k/n = LI eky, e PO-TH e RN

_=X

‘g( s C(Q&\ /q' L) \LSZ;U\A Qx
B‘“ﬁu c@\& LA BER \.,%,Qa“ Blawe, BL. ¢ Bunk
- g
1) Wlkekaohed, e lak Sobs o & WU\ 0} |
\ | Q\l \s \ bes Q\;% k?q D 88l w ¥ &M&\& wilt \(&\,
u.; DE\A& 1 %ﬂ\@.& s wardsi. _ | T T N,
&b& H AR \w \l“

Juwe OO0}
Gfdede Wae Wl
\A_&MN ‘3\ &‘n{ E&:&R
Ques @ @ges‘.%n)r.
) LdMeRae, Bl Tol:
G @ X e dood, dess ad, ¥ W
zu :b.-ﬁg-u WB\ Seiss c{m‘i\{o: C@’&U?{

Mo Kopde Reduang; ¢ wlbaghab, e N0
C[.‘lg\ ~ b C(‘lg\ - C&lﬂl%ﬁ ‘:‘[ =N Cl\‘ﬁ%\ - C.Lk' %\ /
a 5 be g b ba b
J X
beo € wadilab, beR\ o0}

31



&\ c ?S\. " &v T Qe tbf\bﬁ\w‘.uwx < :wa
G L e RUANADY Wy,
L a4

cL—X\} (/1= c(&\

AW e EQW&”Q&
B A€R wd e WNioy

v

Ll% < 3{ \M\-\\\:&k\\‘&hu‘ &‘{w\?

S i,ﬁgi\@i)(\\\m? (R
Ccon a VER so, ux ﬂ"b%e RN {oY

(o qlt
a _
,_Ui%\ c(u‘u__:\_ _ C(O%\ dk;g gl%j _ d%ﬁ : ELQ\ _d%‘ s
J
(@b e® e B \ < vl
SR ak, by € OLAN Y
b\ 1) € RLANPY

Rie B qlh we oy Mol ow e walafidy ad WIS Db
b, S & DAY — KX \,@m NTACREIY %&@ﬂ P
Se 46 LY Wik, wr we Q) = 4.
G doae aeR s, ds of  RDANOY (Raba qub
Yo gl
- Ahe s 212 ek = L dad) ~ 2 7

: B M =%= ?‘:k&v—&\: Elq\ c;k % ac[;\
7 i

AORNIRY // .

¥ Sl
Vou (_‘I ae D0k

32



&*{, E& %‘& audu sl Rﬂ%&»ﬂ\%‘ e 2*5)&\&%1\ c &E&Mu&\_
B‘.{ %m&%xmx C&%\\Q-Al &;‘s& Dese ér}& &nﬁ\hw Qﬂ\t\w&g }.}g.&w

B & Q2% sd K= @

hu\m Gﬁ“
ZRC-SK R = (R~ oX A /(3% = M

33



Wl 4 Ak 4
L e, T, NEW,
R Wi M‘ﬁm\
§ L he DO 4 W X Gd el Wow g Wy —— RLA

§— 3 x")
o\ \u;\{\l\;v_
&" &m“ R\L\ o \Q\h‘gi‘ EKQW\\ &v N‘%M:%‘W\MQ\{&Q | G‘heéj X g
v ‘ * . 1
A R - R e e e b 2g sy

NqL V“[%bq_\%_.ux ’\E&ég L}&. -g &M“&&.\ i\\s
1Y a7 b g Phyme ¢ QUK Wl By o<
S . : J

m,.q(u% q d\é
f& = z ‘o--\ KX\ })" “QD« 0&1‘.‘—"&5& ?é\\\\.wwn_ \).: € QDC\S ek {/Qu& \a; & \\

&M ?- L\Y i.. W A
Y=Y b X = Y onbaxT - §l
q 1m0 T ey ——
\S W N }
e X T
V“’f\)ﬂ'v\u{“_

gw‘( \X.eum-u " \l&iu,. &-\\-UL\MN&M. W\Q_A.S\th,%k \(_?—;}vﬁm wr\.
Bas loukd e, Yk \Lai%qhm\%w&\m

Y SN
R A R

34



W o

Kb 1

o L&M&/ X

@ G %mmﬁm@ﬁ% w Xl e, T LY
gﬂ_lu- \w\ \/v&c\\,\m,,\ CQV \/:}{Q%WOS \A)J\AULUI\ (T b < wq\_,\\u\ Mu& i

K6 et = X )™ e T[]
Rlooseee. Vo qi P . N
(e Cl™ = K = XY N (2t
Do Fe BB Lo Tddios welichl 00, Wane wiay ‘WS‘? dsikise
o B Wl B B devmdngnndiadon. Foddons sila o Hud
QoA Bec ol tedd s
o@@ﬁh AM‘R\'&KUM’&{M
1) Xreqr 1o bl )
2 (s - g=x %L+ XNUE O A
e e Q2 N2 < 24,
bos 0 abw widid el §
R M Ces LU 8-t
etk b
g XY gy s XS (PR
TR LRR S S AR
S X?’g- lq = —ud o) (e U+ X, .\
ok (LKPE LN 4+ YR 2y eX), st
6) XS?\ . }(? Qatter  eguse.
WKt Ked k. "
R) Xy Kg= (2= XXX a
Uowud vor (22T 2XY V(LT LU < X g
XN\&%MVU
Wie Uswuen dio au desy Wil dbvedes,  Cue luw\ N& Vi, 3‘{\ i\
= Qy /= Xm0y 2 Y,
bor waisa &R wd ?,a&,ﬂ g Dew Fahan mdombd o4,

tu"b‘i\t \}-‘UW\ &k‘ﬁ&‘ Q\& ?'QK"SA\M? i X &‘:-!\(‘,U HE?\\ ‘1‘-*2! \\§>( &Qﬂ&
Wor wy Csustan (3=2).  Dhe- Wowgwey:

35



l\a« \/U&d.\uu &U \/MQ%% .\L}gum,‘ AT }\5‘-‘-2 Wa‘\.l\\w M:CQ e T T

PECSEES TP AP LSy B P
%Uk;mm. kas a&& —ir

— e ———

-2 = XY=L )
b \%M\W{ Toe el e o s dl Voo o
AN S WA
A e A daad
AR r Vet X5 QXSO B
3 X - A Uowek W X - \1}(17 27 ), chaiteh,
Ly X o X e
S\ T Xlr ﬂ&iu%sa_
g - i,

Kot s B 270227« C e DALY bl
}(u\a_\DS \me Wl &% ﬁ“&%« E‘l’\}@( \ﬁ\u&m\w.

M B& X' xi e HIAA &owdatd |
fe U v Begee Adgled d Claek e QI =
‘\‘(X)u-\?\l%ir!( \\M \/ﬂ'r%q\pﬁ“ u.é\,x\?m Cant™ }\) = 3,- &qw Q,cx&\ 5?\&1\
X%+ 5('2 = X1+

& vbautle o SRR Ao
A A - A daa | |
2\ XXy - X U v (XX, sdoleh.
3y (7 - U b e X7 LK, IXNY
G\ S, B) we G, Sleffen

Nk & (&Q_ﬁ\%{ @u,g W 884(} T ?f[)(l‘f\\“w_.qé\&,\ ?:»,\.‘

36



b '-(1\\&

R el TR WA a4

& £ QLX—\ \I\bf‘M\il/l‘.

- <K e J&nﬂ«ﬁ

2 “u.)(u

Sy o — (/21

f—
v 2 "
PAMY!

E—S iﬁ\ J{ e mq&hzwmof?\ﬁwmg_
% \{{&\ € (Q/E_\L}q Urtz&u'é\m{\.

Q g({ QE)Q ﬂ( i!r?&\.‘h\-\k

R M Q % ‘U&w\ﬁc.‘ S vorwinrk. |
2 4 ) ek e sl v g by el 24 el

3 G fvah e sl

2 Lollnalibed we & ~ Lataffnd vew o
Q tu&‘\it’m‘&« R,'\

(D8 ™ 20 wd R e Mgdilheot )

- Gssst "}\ B

Lt ver |

= \.el‘c\xe&&?:}m\gﬁ von & - wd 9“‘& \Wef‘dv\w“l Rie-‘xl‘« Sondy tubesadle W FL,
&q Sousl 1': (’“ Wi, ‘C*)

W g o Prdmumdins & Ng widh
Q) v <lq <l

sﬁx d{\’(\ bl & “?xé{‘ 2B ~valy oAy FETRY

00l bl dv e WL e s oy Wy Cg‘\:t wﬁcmm?g‘,\‘)‘

= (W bk, Qoo ez wdl el B e we i, wfedes A= vl & o gefonig
o wgddql =veld = ugi=v 2 kb

et a‘&@m q:f'\%, i e, ot

5 ) hedud b=l g gl
o ‘M'g’x e YeTDA, R ba 2 vl ey T G X, s
' wh Ao, B Qo po
Sl g*’{ra 74 S, dany B A

Lot = LelladindW) €T,
‘tw \I\).&gﬁg:u}\ﬁ W, @\.
Nc';.a &g,:&’\\;to iﬁiv& Q\‘g a &,Q'Q-)

ik
1=

= \\@\\Q@%M 'w-:ﬁ\ \wwéhw)uof i

37



RM?A Do oo ><*a ) &@IKW I\ edlel,
Yo Loe B Pl wobdy T= 174 4l
S = (R < T A= K € QLIVO-0T QLA

A
Wlenatendn

b Lk

38



Algebra II, SS 2011 8. Juli 2011  Vorschlag zum 11. Ubungsblatt

Verfeinerungen von Zerlegungen der Eins

Sei R ein kommutativer Ring und sei
l=s51+:--+s,

eine Zerlegung der Eins von R, s1,...,s, € R. Seien weiter fiir jeden der lokalisierten
Ringe R[s;!] Zerlegungen
L=tii+-+tim,

der Eins von R[s;'] gegeben, t;1,...,tim, € R[s;'].
Behauptung. Dann gibt es eine Zerlegung
Il=u+-+uy

von R, uy,...,uy € R derart, dass es zu jedem der lokalisierten Ringe R[uj_l]
jeweils ein i € {1,...,n} und ein k € {1,...,m;} gibt, sodass s; und t;), in Rlu; "]
invertierbar sind.

Beweis. Jedes t;, hat die Form ¢, = t;k/sfk fir ein ¢}, € R und £; > 0. Ohne
Einschrankung konnen wir davon ausgehen, dass die ¢, fiir alle k € {1,...,m;}
gleich sind (notigenfalls einfach die Briiche noch mit geeigneten Potenzen von s;
erweitern). Somit konnen wir ¢;;, =,/ skt fiir ein allen k gemeinsamem Exponen-

(A
ten ¢; > 0 schreiben.

Dass die t; 4, k = 1,...,m; eine Zerlegung der 1 € R[s; '] bilden, bedeutet, dass wir
einen Exponenten r; > 0 mit

S = s (tg e+ )

i7mi

finden. Sei r := max;—;__,(r; + ¢;). Dann konnen wir fir alle i € {1,...,n}

o4l "
s =tig+ -+t

. . —¢,
schreiben, wenn wir ¢, := s "t., € R setzen.

Nach der iiblichen Uberlegung, wie wir sie schonmal in Ubung und Vorlesung hatten,

finden wir Koeffizienten by, ...,b, € R derart, dass
n n.om;
]_ = Z bi8:+1 = Z Z bzszt;/,k
i=1 i=1 k=1

gilt. Das ist unsere gesuchte Zerlegung der Eins, denn in R[(bs;t],) "] sind b;s;ty,
und damit insbesondere s; und ;’ o> und damit wiederum ¢, 5, invertierbar. O
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Aufgabe 4(b)

Gesucht: Zerlegung der Eins in R = Z[/—13] derart, dass das Ideal (7, ) mit u :=
1+ +1/—13 in den lokalisierten Ringen jeweils ein Hauptideal ist.

Bsgilt u 7= (1++v/—13)- (1 — v/—13) = 1 + 13 = 14.
Dazu: Wir wihlen 1 = 8 + (—7) als Zerlegung der Eins. In R[87!] gilt dann

(7,u) = (14,u) = (v, u) = (u),

wobei der erste Schritt deswegen folgt, weil mit 8 auch 2 in R[87!] invertierbar ist,
und in R[(—7)7"] gilt
(77 u) = (1)7

da 7 in R[(—7)"'] invertierbar ist.

Bemerkung zum Vorgehen: Die Zahl u erfiillt die Beziehung u? — 2u + 14 = 0, daher
gilt 2-7 = 14 = 2u — u?. So kann man zum Gedanken geleitet werden, dass es gut
wére, wenn die Zahl 2 invertierbar wére, denn dann wére 7 einfach ein Vielfaches
von v (ndmlich das (u — u?/2)-fache).

Nun bené6tigt man fiir eine nichttriviale Zerlegung der Eins natiirlich mindestens zwei
Zahlen, die dann in den lokalisierten Ringen invertierbar sein sollen und sich zur Eins
aufaddieren miissen. Daher kann man sich auf die Suche nach einer zu 2 teilerfremden
Zahl begeben, denn teilerfremde ganze Zahlen induzieren ja eine Darstellung der
Eins.

Ein Beispiel fiir eine Zahl, welche teilerfremd zu 2 ist, ist 7. Diese hat den schénen
Nebeneffekt, dass es gut ist, wenn sie invertierbar ist, denn dann wird das Ideal zum
Einsideal. Eine durch die Teilerfremdheit von 2 und 7 induzierte Darstellung der
Einsist 1 =4-24 (—1) - 7, das ist dann die gewiinschte Zerlegung.
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Aufgabe 7

Wir benotigen zwei Voriiberlegungen.

‘Wenn wir konstruktiv arbeiten wollen, benétigen wir sogar noch eine weitere:

Behauptung. FEin endlich erzeugtes Ideal a = (z1, ..., zyn) C R eines Integrititsbereichs R ist genau dann nicht das Nullideal, wenn
es ein regulires Element enthdlt.

Beweis. Die Riickrichtung ist klar. Zur Hinrichtung kénnen wir, da R ein Integrititsbereich ist, von jedem Erzeuger x; priifen, ob er
null oder regulir ist. Der Fall, dass alle Erzeuger null sind, kann nach Voraussetzung nicht eintreten, daher gibt es ein Erzeuger, der
nicht nicht null und somit regulér ist.

Behauptung. Sei R ein priferscher Bereich und seien p, q Primideale in R mitp C
q. Ferner enthalte p ein requlires Element. Dann gilt sogar schon p = q.

Beweis. Da R priifersch ist, konnen wir p = (p:q)(p +q) = (p:q) - q schreiben.
Wegen der Primalitat von p gilt p = p:q oder p = q. Im zweiten Fall sind wir fertig.
Der erste kann nicht eintreten: Denn dann wiirde p- (1) = (p: q) - q = pq folgen, also,
da p nach den Voraussetzungen invertierbar ist, (1) = q. O

Behauptung. Sei R ein priferscher Bereich. Dann sind Zerlequngen von Idealen
(welche ein requldres Element enthalten) in Primideale bis auf Umordnung eindeutig,
falls sie existieren.

Beweis. Sei a ein Ideal, welches ein reguliares Element enthélt, und seien py, ..., p,
und q1, ..., g, Primideale mit

a=pr-Pp=0q1 " dm-

Nach der ersten Vortiberlegung enthalten auch alle aufgelisteten Primideale jeweils
ein reguléres Element, denn es kann jeweils nicht der Fall sein, dass sie das Nullideal
sind.

Insbesondere gilt g1 - - - g, C p1, also gibt es wegen der Primidealeigenschaft von p;

ein ¢ € {1,...,m} mit q; € p;. Nach der Voriiberlegung gilt sogar p; = ¢;, und
da p; = q; invertierbar ist, folgt

~

P2 P =01 4 Am-

Induktiv folgt die Behauptung. m

Teilaufgabe («)

Behauptung. Sei R ein dedekindscher Bereich, in dem jedes endlich erzeugte Ide-
al a C R irreduzibel oder in echte Faktoren zerlegbar ist. Dann ldsst sich jedes
nichtverschwindende endlich erzeugte Ideal eindeutig als Produkt von Primidealen
schreiben.
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Beweis. Die Eindeutigkeit haben wir bereits oben bewiesen. Zur Existenz kénnen
wir priifen, ob ein gegebenes nichtverschwindendes Ideal a C R irreduzibel ist. Falls
ja, sind wir fertig, falls nicht, konnen wir es in zwei echte Ideale zerlegen. Diese
kénnen wir wieder auf Irreduzibilitat priifen, und so weiter.

Wir miissen noch zeigen, dass dieses Verfahren irgendwann endet. Dazu kénnen wir
uns die Situation als (nach unten wachsenden) verzweigten Baum veranschaulichen:
Ganz oben an die Wurzel setzen wir das gegebene Ideal a. Die beiden Faktoren von a
setzen wir als die beiden Kinder der Wurzel. Deren Faktoren fiigen wir wiederum
als deren Kinder ein, und so weiter.

Insgesamt erhalten wir einen Baum, der mit endlich erzeugten Idealen beschriftet ist.
In klassischer Logik gilt nun: Da der Ring R noethersch ist, stabilisiert sich jeder von
der Wurzel ausgehende Pfad, da die Ideale entlang eines jeden Pfads aufsteigende
Ketten bilden. Insgesamt kommen daher also nur endlich viele Ideale vor, daher
endet das angegebene Faktorisierungsverfahren. (Wer die letzte Schlussfolgerung

genauer nachlesen will, kann sich auf Wikipedia das Lemma von Kénig anschauen.)
O

Teilaufgabe ()

Eine Vortiberlegung:

Behauptung. Sei R ein dedekindscher Bereich, in dem jedes endlich erzeugte Ideal,
welches nicht das FEinsideal ist, mazximal ist oder durch ein Ringelement echt zu
einem weiteren Ideal, welches nicht das Einsideal ist, erweitert werden kann. Dann
liegt jedes endlich erzeugte Ideal, welches nicht das Finsideal ist, in einem mazximalen

Ideal.

Beweis. Wir beschreiben ein Verfahren, welches ausgehend von einem gegebenen
endlich erzeugten Ideal a ein aufsteigende Kette endlich erzeugter Ideale produziert:
Ist das gegebene Ideal a maximal, so produziere a. Sonst gibt es ein x € R mit a C
a+ () € (1), produziere a + (z). Fahre immer so fort.

Da R noethersch ist, muss die so produzierte Kette eine Stoppstelle aufweisen. Das
jeweils neu produzierte Ideal ist aber genau dann gleich dem Ausgangsideal, wenn
das Ausgangsideal maximal war. Damit folgt die Behauptung. O]

Behauptung. Sei R ein dedekindscher Bereich, in dem jedes endlich erzeugte Ideal
mazimal ist oder durch ein Ringelement echt zu einem weiteren Ideal, welches nicht
das Finsideal ist, erweitert werden kann. Dann ldsst sich jedes nichtverschwindende
endlich erzeugte Ideal, welches nicht das Finsideal ist, eindeutig als Produkt von
Primidealen schreiben.

Beweis. Wie produzieren eine aufsteigende Kette endlich erzeugter Ideale nach fol-
gendem Verfahren: Ein gegebenes endlich erzeugtes Ideal (0) € a C (1) priifen
wir auf Maximalitdt. Falls es maximal ist, produzieren wir a und fahren damit
fort. Sonst finden wir ein maximales Ideal m mit a C m. Da R priifersch ist,
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gilt @ = (a:m)(a +m) = (a:m) - m. Wir produzieren das tiber a liegende Ide-
al (0) € a:m C (1) und fahren damit fort. (Es kann nicht der Fall sein, dass a = a:m.
Denn sonst wére a = (a:m) - m = am und damit, da a invertierbar, m = (1).)

Da R noethersch ist, muss diese Kette eine Stoppstelle aufweisen. Das ist genau dann
der Fall, wenn das jeweilige Ausgangsideal maximal war. Somit erhalten wir eine
endliche Zerlegung als Produkt maximaler Ideale. Da maximale Ideale insbesondere
prim sind, folgt die Behauptung. [
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Aufgabe 8

Sei R ein priiferscher Bereich, welcher nicht notwendigerweise noethersch ist. Wir
benotigen folgende Voriiberlegung:

Behauptung. Seien x,y € R zwei beliebige Elemente. Dann gibt es eine Zerle-
gung 1 = s; + --- + sy der Eins derart, dass in den lokalisierten Ringen R|[s;']
jeweils gilt:

x|y oder y|uz.

Beweis. Wenn x oder y null sind (das kénnen wir priifen, da R ein Integritatsbereich
ist), ist die Behauptung mit der trivialen Zerlegung 1 = 1 klar.

Zum endlich erzeugten Ideal (z,y) gibt es eine Zerlegung 1 = t; + --- + ¢, derart,
dass die Erweiterungen dieses Ideals in den lokalisisierten Ringen R[t;'] jeweils
Hauptideale (d;) sind. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen,
dass alle t; regulér sind. (Da R ein Integritéatsbereich ist, kénnen wir auf Regularitét
priifen.)

Fiir jedes i € {1,...,n} konnen wir somit Multiplikatoren a;, b; € R[t; '] und u;, v; €
R[t; '] derart finden, dass

Y = vid;

gilt. Da d; # 0 und R[t; '] auch ein Integrititsbereich ist, konnen wir
1= a;u; + bivi

zeigen. Im erneut lokalisierten Ring R[t; '][(a;u;)~] ist u; invertierbar, somit z as-
soziiert zu d; und somit x ein Teiler von y. Analog ist y in R[t; ][(b;v;)~!] ein Teiler
von .

7Zu jedem i erhalten wir also jeweils eine Zerlegung der Eins des lokalisierten Rings R[t; !].
Diese konnen wir zu einer Zerlegung 1 = sy + - -+ + S9,, der Eins von R zusammen-
fassen; es gilt dann fiir alle j = 1,...,2n jeweils

x|y oder yl|z
in R[s;|, das war zu zeigen. O

Als Korollar ergibt sich:

Behauptung. Seien x1,...,x,, € R gegebene Ringelemente. Dann ¢ibt es eine Zer-
lequng der Fins derart, dass in den lokalisierten Ringen jeweils eines der Elemente
ein Teiler aller anderen ist.



Algebra II, SS 2011 5. Juli 2011 Vorschlag zum 11. Ubungsblatt

Beweis. (durch Induktion)
Induktionsanfang m = 1: Klar.

Induktionsschritt m — m+1: Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf x4, ..., x,,
an und betrachten einen festen der sich dadurch ergebenden lokalisierten Ringe. Es
sei darin x; ein Teiler aller x4, ..., z,,. Nach der Voriiberlegung finden wir eine Zer-
legung der Eins, sodass in den weiter lokalisierten Ringen x; ein Teiler von ,; ist
oder umgekehrt. In beiden Féllen sind wir fertig. O

Sei A € M, ,,(R) eine Matrix.

Behauptung. Der Kern von A ist lokal endlich erzeugt.

Beweis. 1. Ganz allgemein, unabhéngig von den Eigenschaften von R, gilt fiir
jede multiplikative Menge S C R:

ker(A € My m(R[S™])) 2 (ker A)[S™]

Ein Isomorphismus ist durch

r. T

s s
gegeben: Wohldefiniertheit, Injektivitdt und Homomorphieeigenschaft kann
man sich schnell iiberlegen. Zur Surjektivitat sei ein beliebiges Element ¢ der
rechten Seite vorgegeben. Da AY = % = 0, gibt es ein u € S mit uvAy = 0,
also mit A(uy) = 0. Somit gilt £ = * und *¥ ist ein Element der linken Seite,

da uy im Kern von A liegt.

Diese Voriiberlegung erlaubt folgende Schlussweise: Um zu zeigen, dass der
Kern von A lokal endlich erzeugt ist, geniigt es, eine Zerlegung der Eins derart
anzugeben, dass die Kern der Bilder der Matrizen tiber den lokalisierten Ringen
endlich erzeugt sind.

2. Uber beliebigen Integritétsbereichen sind Kerne von (rechteckigen) Diagonal-
matrizen stets endlich erzeugt, ndmlich genau durch diejenigen Standardein-
heitsvektoren e;, fiir die der i-te Diagonaleintrag der Matrix null ist.

3. Nun zur eigentlichen Aufgabe. Wir werden eine Zerlegung der Eins finden,
sodass tiber den lokalisierten Ringen A jeweils dhnlich zu Diagonalmatrizen
ist.

Dazu benutzen wir eine starke Vereinfachung des Smithschen Diagonalisie-
rungsverfahrens: Nach der Vortiberlegung finden wir eine Zerlegung der Eins
derart, dass in den lokalisierten Ringen jeweils eines der Matrixelemente ein

Teiler aller anderen ist. Dieses konnen wir nach oben links bringen und damit
alle anderen Elemente der ersten Zeile und Spalte ausloschen.

Diesen Schritt konnen wir fiir die entstehende Restmatrix rekursiv wiederholen,
dabei miissen wir die Zerlegung der Eins immer weiter verfeinern. Nach endlich
vielen Schritten sind wir fertig.

O
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Aufgabe 9

Sei R ein noetherscher kommutativer Ring. Ein Algorithmus produziere m Ketten

ap S apn € app C

N
N

Qmo g Am1 Am2

von endlich erzeugten Idealen in R.

Behauptung. FEs gibt ein n derart, dass

Ajp = Ajnt1
fir alle j €{1,...,m}.

Beweis. (durch Induktion tiber m)
Induktionsanfang m = 1: Klar, da R noethersch.

Induktionsschritt m — m + 1: Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir algorith-
misch eine streng monotone Folge (i), von Indizes finden, sodass a;;, = a;;,+1 fir
alle 7 € {1,...,m} und alle n > 1 gilt.

Genauer geht das so: Als erstes verwenden wir die Induktionsvoraussetzung, um

einen Index 4; mit a;; = a;; 41 fiir alle 5 € {1,...,m} zu erhalten. Um den
néchsten Index iy zu finden, wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf die Teil-
folgen (a; i, 414n)n>0, J € {1,...,m} an (wir schneiden also die ersten i; + 1 Folgen-

glieder ab). Wir konnig ewig so fortfahren.
Nun betrachten wir die Teilfolge

Am41,iy C Am+41,iy C (m+1,i3 c.--

VO (@y41,n)n- Da R noethersch ist, gibt es ein n mit a1, = am14,,,. Somit gilt
auch
Am41,in = Om+1in+1 = Am415,42 = " = Omilin1—1 = Am4linggs

da die zwischen Anfang und Ende stehenden Folgenglieder in dieser Aufzéhlung vom
Rand ,gesandwicht* werden. Folglich gilt

Ajir, = Ajin+1
fir alle j € {1,...,m + 1}, womit der Induktionsschritt abgeschlossen ist. O

Bemerkung. Nach ein bisschen Nachdenken kommt man vielleicht irrtiimlicherweise
auf die Idee, dass die zu zeigende Behauptung gar nicht stimmt: Betrachte die Ge-
genbeispielsituation

aie
A26

ais
Aags

Q14
Q24

@13
23

Q12

ayp & an
= 22

4N
4N
4N

Nl
Nl
Nl

Q20 a21
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Offensichtlich gibt es dann kein n, fir den sowohl ay,, = a1 41 als auch as, = a2,41
gilt. Es ist aber auch die Noether-Voraussetzung verletzt, was man an der unendlich
aufsteigenden Teilfolge

an G a3 G a5 Car &

sieht.

Bemerkung. Wir verwenden im Beweis das abzidhlbare Auswahlaxiom, das ist aber nur ein sprachliches Problem. Genauer:

Das abzdhlbare Auswahlaxiom ist das Hilfsmittel, was einem erlaubt, aus einer Folge von Algorithmen A;, die jeweils ein Objekt
produzieren, einen Algorithmus zu erhalten, der alle Ergebnisse der gegebenen Algorithmen A; in einer Folge zusammenfasst und
diese zuriickgibt.

Von der Berechenbarkeitsperspektive ist klar, dass das Unsinn ist: Denn jeder Algorithmus A; bendtigt von null verschieden Zeit zur
Berechnung seines Ergebnisses; woéllte man alle Ergebnisse zu einer Folge zusammenfassen, miisste man zunichst alle Algorithmen A;
ablaufen lassen, das dauert aber unendlich lange.

Im Beweis haben wir fiir jedes n > 1 einen Algorithmus beschrieben, der den Index i, berechnet. Das abzdhlbare Auswahlaxiom kam
ins Spiel, als wir all diese Indizes iy, zu einer Folge (in)n zusammengefasst haben. Das hétten wir aber gar nicht machen miissen.
(Auch die gegebenen Ideale aj 0,a;51,aj2,--. haben wir sprachlich auch zu einer ganzen Folge (a]‘,n)">0 zusammengefasst, das

hétte auch nicht sein miissen.)
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Aufgabe 10

Sei z € Q eine Nullstelle von f = X* — X2 —3X + 7, sei K = Q(z). Es gilt 7 =
z(3 + x — 2?), diese Tatsache werden wir mehrmals benutzen.

Wir suchen eine teilweise Faktorisierung der Ideale a := (14,2 + 7) und b :=
(35, — 14) in Ok, dazu gehen wir nach dem Verfahren von Seite 327 des Skripts
vor. Gliicklicherweise terminiert das Verfahren schon nach dem ersten Schritt.

Das Resultat ist:

wobei:

0:=a+b=(14,2+7,35,x —14) = (14,7,35,z) = (7, z)
= (2)

Gi=a:0=02-7T,2+7):(2) = 2B +2 —2°),2(4 + 2 — 2%)) :(v)
=QU+z—-2°)—24+2—2°)=(2,4+ 1 — 2%
= (2,7 — 2°)

o=

=b:0=(5-T,2-2-7):(z) = (bz(3+z — 2%),2 — 22(3 + = — 2°)) :(2)
=06-B+x—-2°),1-2-B+2—-2°) =B+ —12° -5 22+ 22°)
=0B4r—2° —z+ 2%
= (5,2 — %)

Denn die Ideale @ und b sind direkt nach Konstruktion koprim, und fiir die restlichen
beiden Kombinationen gilt:

a+o=2,2z—2%2)=(2,2) = (2,7, 23 +2 —2°)) = (2,2,7) = (1)
b+o=02—2%2)=(52)=6,z,23+x—2%) = (52,7) = (1)

Bemerkung zum Vorgehen: Alle auftretenden Ideale moglichst gut vereinfachen, die
Rechenregel fiirs Teilen durch Hauptideale verwenden, die Darstellung des konstan-
ten Glieds von f nutzen.
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Aufgabe 10a

Sei L O K eine endliche Korpererweiterung. Sei fiir x € L die Abbildung ¢,: L — L
durch ¢, (a) = az fir alle a € L definiert.

Seien 01, ...,0(:k),: L — € die verschiedenen K-Algebrenhomomorphismen von L
in einen algebraisch abgeschlossenen Oberkorper §2.

Sei K der separable Abschluss von K in L.
Wir wollen die Giiltigkeit folgender Formel zeigen:

(L:K]s [L:K];
Npjk(z) = detp, = ( 11 Ui(x)) :

i=1

Reduktion auf separable Elemente

Wir wollen zunéchst annehmen, dass die Formel fur alle z € K bereits bewiesen
worden ist. Sei dann x € L beliebig. Da L iiber K rein inseparabel ist, konnen wir
zwei Falle unterscheiden:

1. Foll: z € K. Dann stimmt die Formel fiir x nach Annahme.

2. Fall: Die Charakteristik von K ist eine Primzahl p und 2?° liegt in K fiir ein e > 0.
Wegen der Multiplikativitédt der Determinante folgt dann

[L:K}S [L:K]i [L:K]S [L:K]i pe
Npjg ()" = Npji(a?') = ( II 0’i($”6>> B ( 11 Ui(af)) 7
i=1 i=1

wobei die mittlere Gleichheit nach der Annahme folgt. Die Injektivitéit des Frobenius
erlaubt es dann, die Giiltigkeit der Formel auch fiir x zu zeigen.

Der Fall separabler Elemente

Sei nun z € K. Da L D K eine endliche Erweiterung ist, besitzt L eine Ba-
sis ay, ..., axy iber K. Da K D K (x) eine endliche Erweiterung ist, besitzt K eine
Basis by, ..., by iiber K(x). Und schliefllich besitzt K(x) die Basis 1,z,z?%, ..., 2"}
iiber K, wenn n den Grad von z iiber K bezeichnet.

Nach dem Satz uber die Gradformel ist dann eine Basis von L iber K durch
die a;b;z" gegeben. Da ¢, (a;bjz*) = a;b; . ("), erhalten wir, dass die Matrix von ¢,
beziiglich dieser Basis Blockdiagonalform hat,

N
M = ‘]\4(()0x7 (aibjxk), (Glb]l’k)) — " c Knd[L:K]and[L:K]i7
N
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wobei N die Matrix der Einschrankung ¢, |k () beziiglich der Basis 1,z, 22, ..., 2"
ist. Diese heifit auch Begleitmatriz von m,, wobei m, € K[X] das Minimalpolynom
von x Uber K bezeichne, und hat die Form

00 - 0 —c
1 0 - 0 —C

N = 01 - 0 —Cy c [(nxn7
00 --- 1 —Cp—1

wobei my, = X"+ ¢, 1 X" '+ -+ 1. X + ¢

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass das charakteristische Polynom dieser
Matrix gerade (—1)"m, ist. Somit besitzt M als charakteristisches Polynom die
Potenz ((—1)"m, ) )i womit die Formel

[L:K];

Ny () = det M = ((=1)"m,(0)) 155D = (<H ) )

folgt, wobei x1, ..., z, die galoisschen Konjugierten von z in €2, also die Nullstellen
von my in €2, seien. Das ist noch nicht die Formel, die wir zeigen sollten, aber auch
schon nett!

Umformung auf die Form der Angabe

Wer noch daran interessiert ist, die Formel auf die vorgegebene Form zu bringen, sei
auf [1] und [2, Kap. 8.1] verwiesen.
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