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Aufgabe 8

Sei R ein priiferscher Bereich, welcher nicht notwendigerweise noethersch ist. Wir
benotigen folgende Voriiberlegung:

Behauptung. Seien x,y € R zwei beliebige Elemente. Dann gibt es eine Zerle-
gung 1 = s; + --- + sy der Eins derart, dass in den lokalisierten Ringen R|[s;']
jeweils gilt:

x|y oder y|z.

Beweis. Wenn x oder y null sind (das kénnen wir priifen, da R ein Integritatsbereich
ist), ist die Behauptung mit der trivialen Zerlegung 1 = 1 klar.

Zum endlich erzeugten Ideal (z,y) gibt es eine Zerlegung 1 = t; + --- + ¢t,, derart,
dass die Erweiterungen dieses Ideals in den lokalisisierten Ringen R[t;'] jeweils
Hauptideale (d;) sind. Ohne Einschréankung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen,
dass alle t; regulér sind. (Da R ein Integritétsbereich ist, konnen wir auf Regularitét
priifen.)

Fiir jedes i € {1,...,n} konnen wir somit Multiplikatoren a;, b; € R[t; '] und u;, v; €
R[t;!] derart finden, dass

Y = vid;

gilt. Da d; # 0 und R[t; '] auch ein Integrititsbereich ist, kdnnen wir
1= a;u; + bivi

zeigen. Im erneut lokalisierten Ring R[t; '][(a;u;)~"] ist u; invertierbar, somit z as-
soziiert zu d; und somit x ein Teiler von y. Analog ist y in R[t;][(b;v;)~!] ein Teiler
von .

Zu jedem i erhalten wir also jeweils eine Zerlegung der Eins des lokalisierten Rings R[t; !].
Diese konnen wir zu einer Zerlegung 1 = sy + - -+ 4 9, der Eins von R zusammen-
fassen; es gilt dann fiir alle j = 1,...,2n jeweils

x|y oder y|z
in R[s;|, das war zu zeigen. O

Als Korollar ergibt sich:

Behauptung. Seien x1,...,x,, € R gegebene Ringelemente. Dann gibt es eine Zer-
lequng der Fins derart, dass in den lokalisierten Ringen jeweils eines der Elemente
ein Teiler aller anderen ist.
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Beweis. (durch Induktion)
Induktionsanfang m = 1: Klar.

Induktionsschritt m — m+1: Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf x4, ..., x,,
an und betrachten einen festen der sich dadurch ergebenden lokalisierten Ringe. Es
sei darin z; ein Teiler aller x4, ..., z,,. Nach der Voriiberlegung finden wir eine Zer-
legung der Eins, sodass in den weiter lokalisierten Ringen x; ein Teiler von 1 ist
oder umgekehrt. In beiden Féllen sind wir fertig. O

Sei A € M, ,,,(R) eine Matrix.

Behauptung. Der Kern von A ist lokal endlich erzeugt.

Beweis. 1. Ganz allgemein, unabhéngig von den Eigenschaften von R, gilt fiir
jede multiplikative Menge S C R:

ker(A € M, (R[S™])) 2 (ker A)[S™]

Ein Isomorphismus ist durch

r.r

s s
gegeben: Wohldefiniertheit, Injektivitdt und Homomorphieeigenschaft kann
man sich schnell iiberlegen. Zur Surjektivitat sei ein beliebiges Element ¢ der
rechten Seite vorgegeben. Da A% = % = 0, gibt es ein u € S mit ulAy = 0,
also mit A(uy) = 0. Somit gilt £ = % und =¥ ist ein Element der linken Seite,

da uy im Kern von A liegt.

Diese Voriiberlegung erlaubt folgende Schlussweise: Um zu zeigen, dass der
Kern von A lokal endlich erzeugt ist, geniigt es, eine Zerlegung der Eins derart
anzugeben, dass die Kern der Bilder der Matrizen tiber den lokalisierten Ringen
endlich erzeugt sind.

2. Uber beliebigen Integritétsbereichen sind Kerne von (rechteckigen) Diagonal-
matrizen stets endlich erzeugt, ndmlich genau durch diejenigen Standardein-
heitsvektoren e;, fiir die der i-te Diagonaleintrag der Matrix null ist.

3. Nun zur eigentlichen Aufgabe. Wir werden eine Zerlegung der Eins finden,
sodass tiber den lokalisierten Ringen A jeweils dhnlich zu Diagonalmatrizen
ist.

Dazu benutzen wir eine starke Vereinfachung des Smithschen Diagonalisie-
rungsverfahrens: Nach der Vortiberlegung finden wir eine Zerlegung der Eins
derart, dass in den lokalisierten Ringen jeweils eines der Matrixelemente ein

Teiler aller anderen ist. Dieses konnen wir nach oben links bringen und damit
alle anderen Elemente der ersten Zeile und Spalte ausloschen.

Diesen Schritt konnen wir fiir die entstehende Restmatrix rekursiv wiederholen,
dabei miissen wir die Zerlegung der Eins immer weiter verfeinern. Nach endlich
vielen Schritten sind wir fertig.

]



