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Aufgabe 10a

Sei L O K eine endliche Koérpererweiterung. Sei fir x € L die Abbildung ¢,: L — L
durch ¢,(a) = az fir alle a € L definiert.

Seien 01, ...,01:k),: L — € die verschiedenen K-Algebrenhomomorphismen von L
in einen algebraisch abgeschlossenen Oberkorper €.

Sei K der separable Abschluss von K in L.
Wir wollen die Giiltigkeit folgender Formel zeigen:

(L:K]s [L:K];
Npjk(z) = det g, = ( 11 Ui(ﬂﬁ)) :

i=1

Reduktion auf separable Elemente

Wir wollen zuniichst annehmen, dass die Formel fiir alle € K bereits bewiesen
worden ist. Sei dann z € L beliebig. Da L iiber K rein inseparabel ist, konnen wir
zwei Falle unterscheiden:

1. Foll: z € K. Dann stimmt die Formel fiir  nach Annahme.

2. Fall: Die Charakteristik von K ist eine Primzahl p und 2?° liegt in K fiir ein e > 0.
Wegen der Multiplikativitdt der Determinante folgt dann

(L:K]s P

[L:K]s [L:KT; [L:K];

i=1 i=1

wobei die mittlere Gleichheit nach der Annahme folgt. Die Injektivitéat des Frobenius
erlaubt es dann, die Giiltigkeit der Formel auch fiir x zu zeigen.

Der Fall separabler Elemente

Sei nun z € K. Da L D K eine endliche Erweiterung ist, besitzt L eine Ba-
sis ay, ..., axy; iber K. Da K D K (x) eine endliche Erweiterung ist, besitzt K eine
Basis by, ..., by iiber K(x). Und schliefllich besitzt K(x) die Basis 1,z,z?%, ..., 2"}
iitber K, wenn n den Grad von z iiber K bezeichnet.

Nach dem Satz uber die Gradformel ist dann eine Basis von L iber K durch
die a;bjz" gegeben. Da ¢, (a;bjz"*) = a;b; .(z"), erhalten wir, dass die Matrix von ¢,
beziiglich dieser Basis Blockdiagonalform hat,

N
M = M(QO:E; (aibjxk), (alb]]}k)) — c Knd[L:K]ixnd[L:K]i’
N
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wobei N die Matrix der Einschrankung ¢, |k () beziiglich der Basis 1, z, 22, ..., 2"
ist. Diese heifit auch Begleitmatriz von m,, wobei m, € K[X] das Minimalpolynom
von x liber K bezeichne, und hat die Form

00 -+ 0 —c
1 0 0 —C1

N = 01 --- 0 —C9 c Knxn’
00 --- 1 —Cp—1

wobei my, = X"+ ¢, 1 X" '+ -+ X + ¢

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass das charakteristische Polynom dieser
Matrix gerade (—1)"m, ist. Somit besitzt M als charakteristisches Polynom die
Potenz ((—1)"m, ) )i womit die Formel

[L:K];

Npyc(w) = det M = ((=1)"m,(0))15K) = <<H ) )

folgt, wobei x1, ..., z, die galoisschen Konjugierten von z in 2, also die Nullstellen
von my in €2, seien. Das ist noch nicht die Formel, die wir zeigen sollten, aber auch
schon nett!

Umformung auf die Form der Angabe

Wer noch daran interessiert ist, die Formel auf die vorgegebene Form zu bringen, sei
auf [I] und [2, Kap. 8.1] verwiesen.
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