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Fragen und Antworten

Aus euren Mails, habe aber noch nicht alle Fragen hier abgetippt. Leider ziemlich
unstrukturiert beantwortet, und wahrscheinlich sind noch sinnentstellende Schreib-
fehler enthalten.

Gruppentheorie

1. Zu Normalteilern: Seien aH und bH Linksnebenklassen von H C G. Dann ist
dquivalent: b™'a € H < aH = bH. Wieso gilt bei ,=* die Inklusion ,C*“?

Sei g € aH beliebig. Dann gibt es ein h € H mit ¢ = ah und es gilt die
Rechnung
g = ah = bb 'ah = b(b”'ah).

Dabei liegt das eingeklammerte Element in H, denn b~'a liegt nach Voraus-
setzung in H, h sowieso, und H ist eine Untergruppe. Damit haben wir also ¢
als ein Element von bH erkannt.

Lineare Algebra

1. Warum schreibt man Basen als Tupel und nicht als Menge?

In der Tat schreiben manche Dozenten Basen auch als Mengen, aber die Tu-
pelschreibweise ist die eigentlich richtige. Das mag zunéchst verwirren, denn
ob eine Liste von Vektoren eine Basis ist, hdngt nicht von der Reihenfolge der
Vektoren ab.

Es macht in der linearen Algebra einen Unterschied: Da wird man lineare
Abbildungen f:V — W als Matrizen darstellen, und zwar beziiglich beliebiger
Basen in V' und in W. Die resultierenden Matrizen héngen dann von der
Reihenfolge der Basiselemente ab.

Es gab ja auch die eine Ubungsaufgabe, in der man die Darstellungsmatrix auf-
stellen sollte. Das war ein Spezialfall, namlich fiir den Fall, dass man im Quell-
und Zielraum jeweils die ,kanonische Basis® (ej,es,e3) (mit ey = (1,0,0),
es = (0,1,0), e3 = (0,0,1)) verwendet hat.

Ringtheorie
1. Wie berechnet man die Inversen von Aquivalenzklassen [g] in Faktorringen der
Form K[X|/(f)?
Dazu kann man folgende Schritte durchfiihren:

a) Den grofiten gemeinsamen Teiler d von f und g bestimmen.
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b) Eine Bézoutdarstellung finden: d = af + bg fir gewisse a,b € K[X].

Am besten erledigt man diese beiden Schritte einfach in einem Aufwasch
mit dem euklidischen Algorithmus (mit anschlieBendem Riickwéartsauflo-
sen).

c) Ist d invertierbar (also ist d ein konstantes Polynom)? Dann ist die
Aquivalenzklasse [g] invertierbar und das Inverse ist [d~'b]. Wenn d nicht
invertierbar ist, ist auch [g] nicht invertierbar.

2. Wie berechnet man Inverse in Faktorringen der Form Z/(m)?

Wenn m klein ist, macht man das am besten durch Ausprobieren. Wenn m
groB ist, kann man dieselben drei Schritte wie bei K[X]/(f) verwenden.

3. Kann ich sagen, dass wenn ein Produkt in einem Korper liegt, dass dann auch
beide Faktoren im Korper liegen?
Nein, Gegenbeispiel: 7 - % liegt in Q, aber weder m noch % liegen in Q.

4. Was bedeutet nochmal a < R?
Dass a ein Ideal des Rings R ist.

5. Wenn ich den Quotientenkorper @ := Quot(R) tber einem faktoriellen Ring R
betrachte, dann ist Q[X] aber immer ein nullteilerfreier Hauptidealring oder?

Ja, stimmt! Allgemeiner ist K[X] fiir jeden Koérper K (und nicht nur fir ir-
gendwelche Quotientenkorper) ein nullteilerfreier Hauptidealring (und auch
ein euklidischer Ring).

Wiirde es auch reichen, wenn R nur nullteilerfrei ist, damit Q[X]| ein nulltei-
lerfreier Hauptidealring ist?

Ja — wenn R nicht nur nullteilerfrei ist, sondern auch ein Integritatsbereich
(die einzige Eigenschaft, die dazu noch fehlt, ist, dass 1 # 0 in R). Denn
wenn R kein Integritatsbereich ist, haben wir den Quotientenkoérper () gar
nicht definiert. (Aus gutem Grund: Denn wenn 0 = 1 sein sollte, kénnen wir
also gar nichts in die Nenner schreiben!)

(Begriindung: Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring, und fiir jeden
Korper K ist der Polynomring K [X] ein euklidischer Ring (da man die tibliche
Polynomdivision zur Verfiigung hat).)

6. Wenn ich dann den Polynomring in mehreren Variablen betrachte, dann gilt
das mit dem Hauptidealring eigentlich nie oder?

Genau! Das Ideal (X,Y) von K[X,Y] ist stets ein Gegenbeispiel.

7. Ist der Faktorring der Ring, der die Reprdisentanten der Ideale im Ring ,sam-
melt“?

Fast! Also definiert ist der Faktorring R/I als die Menge aller Aquivalenzklassen
von Elementen aus R beziiglich der Aquivalenzrelation

r~y & v—yel
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10.

Beispielsweise ist Z/(4) die Menge

Z/(4) = {[0]7 [1]7 [2]7 [3]7 [4]7 [5]7 [6]7 R [_1]7 [_2]7 [_3]7 - }

Nun ist es aber so, dass in dieser Aufzihlung von Aquivalenzklassen viele
doppelt vorkommen: [0] = [4] (da 0 ~ 4), [1] = [5] (da 1 ~ 5), [2] = [6] (da
2 ~ 6) usw. Man kann also auch einfach schreiben:

Z/(4) = {[0], [1], [2], [3]}-

Jetzt kann man nachrechnen, dass diese vier angegebenen Aquivalenzklassen
wirklich paarweise verschieden sind (also 0 nicht dquivalent zu 1; 0 nicht
daquivalent zu 2; 0 nicht aquivalent zu 3; 1 nicht aquivalent zu 2; 1 nicht
dquivalent zu 3; 2 nicht dquivalent zu 3), weswegen man diese Darstellung
nicht noch weiter vereinfachen kann.

Die Représentanten der Aquivalenzklassen, die in dieser letzten Darstellung
noch vorkommen, bilden ein ,vollstdndiges minimales Représentantensystem®.
Wenn man jetzt noch mag, kann man die Aquivalenzklassenklammern auch
weglassen und einfach Z/(4) = {0,1,2,3} schreiben. Obwohl das relativ ver-
breitet ist, finde ich personlich das aber weniger gut: Denn bei der Schreibweise
mit den Aquivalenzklassenklammern wird man gleich daran erinnert, dass man
es mit Aquivalenzklassen usw. zu tun hat.

Bei den Idealen von Koérpern: Kann man sagen, welche Elemente im Nullideal
sind? Vermutlich die 0 und?

Nicht nur bei Kérpern ist definiert: Das Nullideal ist stets die Teilmenge {0},
also diejenige Teilmenge des Rings, die genau ein Element enthélt, und zwar
das Nullelement.

Das gilt sogar fiir den omindsen Nullring. Da in diesem 0 = 1 gilt, also die Null
des Rings dasselbe wie die Eins des Rings ist, konnte man da auch”{0} = {1}
schreiben.

Zur Vorlesung: Bei L|K Kdérpererweiterung, a € L ist ja K(a) definiert. Die-
ses a ist aber speziell nicht aus K ?

Genau, im Allgemeinen ist a aus L. Es kann aber auch mal aus K sein — das
ist aber "langweilig”, denn K(a) = K, wenn a in K liegt. (Wieso?)

Was ist der Unterschied zwischen K(v)(y) : K(v)] und [K(y) : K(v)]?

Also ersteres kann man ja einfach durch den Grad des Minimalpolynoms von y
tiber K (v) berechnen.

Letzteres dagegen ist oftmals nicht definiert! Denn man [L : K] kann nur dann
schreiben, wenn K ein Unterkoérper von L ist. Wenn jetzt y und v vollig beliebig
sind, kann man daher nicht [K(y) : K(v)] schreiben (wohl aber [K(v)(y) :
K (v)], denn nach einer der Rechenregeln fiir Kérpererweiterungen gilt K (v) C

K(v,y) = K(v)(y))-

Sollte ausnahmsweise doch K (v) eine Teilmenge von K (y) sein, dann gilt wie-
derum K(y) = K(v)(y) (wieder wegen der Rechenregeln), sodass es dann
keinen Unterschied zwischen den beiden Ausdriicken gibt.
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11.

12.

Bei uns Lemma 10.2: inh(fg) ~ inh(f)inh(g). Ist die Schlange hier die Rela-
tion oder was soll hier iberhaupt ausgesagt werden?

Mit ,inh* ist der sog. Inhalt eines Polynoms, mit der Schlangenrelation die
Relation st assoziiert zu“ gemeint.

Hier ein bisschen Kontext: Der Inhalt eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffi-
zienten ist definiert als der grofite gemeinsame Teiler seiner Koeffizienten, also
beispielsweise inh(5X? + 25X — 15X) = 5.

Diese Definition beinhaltet eine Schwierigkeit, denn im Allgemeinen ist der
grofite gemeinsame Teiler nicht eindeutig — im Beispiel hitte man genauso
gut —5 statt +5 nehmen konnen.

Es gilt also: Der ggT ist nicht eindeutig — aber zumindest sind je zwei gg'T’s ,,zu-
einander assoziiert”. Letzteres bedeutet, dass es ein invertierbares Element u
des Rings gibt, sodass der eine ggT das Produkt von v mit dem anderen ggT
ist. (Im Beispiel wére u = —1.)

Folglich ist auch der Inhalt nicht eindeutig definiert, sondern nur ,bis auf Ein-
heiten“ oder ,bis auf Assoziiertheit*. Wenn man das verinnerlicht, ist es klar,
dass die Gleichung inh(fg) = inh(f)inh(g) im Allgemeinen sicher nicht gelten
kann — denn je nachdem, welche Wahlen der ggT’s man fiir die drei Inhalte
trifft, kommen auf den beiden Seiten der Gleichung verschiedene Ergebnisse
‘raus.

Es gilt allerdings ,das néchstbeste*. Und zwar sind die Elemente inh(fg)
und inh(f)inh(g) im Allgemeinen zwar nicht gleich, aber zumindest zuein-
ander assoziiert.

Im Fall des Rings der ganzen Zahlen also wéren inh(fg) und inh(f)inh(g)
stets vom Betrag her gleich.

Was ist der Unterschied zwischen einem Polynom und einer Polynomfunktion?

Zu einem Polynom f(X) mit Koeffizienten aus einem Ring R ist die Polynom-
funktion ja als
R— R,z +— f(x)

definiert (groBes , X“: die formale Polynomvariable, kleines ,x: ein beliebiges
Element aus R).

Auf den ersten Blick iiberraschend kann sein, dass manchmal die zugehorige
Polynomfunktion null ist, obwohl das untersuchte Polynom nicht null ist. Das
ist beispielsweise bei f := X2+ X iiber dem Kérper mit zwei Elementen (Z/(2))
der Fall: Sowohl f(0) als auch f(1) sind null, aber f ist nicht das Nullpolynom.

Es gibt iibrigens einen Grund, wieso man in der Schule und in der Analysis
nicht auf den Unterschied zwischen Polynom und Polynomfunktion achtet: Das
im vorigen Absatz beschriebene Phdnomen kann tiber Koérpern, die unendlich
viele Elemente enthalten, — und nur solche betrachtet man in der Schule und
der Analysis — namlich nicht auftreten (dass das so ist, ist nicht offensichtlich;
wenn das interessiert, kann ich es gerne erkléren).
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14.

15.

16.

Wenn p: R — S ein Ringisomorphismus ist. Ist es richtig, dass wenn zwei
Ringe isomorph sind, dass sie dann tatsdchlich im Grunde vollkommen gleich
sind? Bedeutet dies dass man den Ringelementen in S nur die Namen der
Ringelemente in R geben miisste um damit R zu erhalten? Also dass sich alle
Ringelemente in R bzgl. der Verkniipfungen - und + in R genauso verhalten
wie thre "Partnerinter anderem Namen in S bzgl. - und + in S? Also dass
die Verkniipfungen mit den jeweiligen Partnerelementen dasselbe tun?

Das ist alles absolut richtig! (Nur eine winzige Minimalanmerkung: Sie sind
trotzdem nicht ,gleich* im mathematischen Sinn. Also es stimmt nicht, dass R =
S — eben weil die Namen der Ringelemente vielleicht verschieden sind.)

Was ist dann noch der genaue Unterschied zum Automorphismus?

Automorphismen sind spezielle Arten von Isomorphismen ¢: R — S, namlich
solche, bei denen R = S ist. Also ist jeder Automorphismus auch ein Isomor-
phismus, aber nicht umgekehrt.

Den Begriff gibt es nur, um Schreibarbeit zu sparen: Statt ,Isomorphismus
von R nach R* kann man einfach sagen ,,Automorphismus von R*.

Hdufig kommt vor, dass etwas “gleich ist bis auf Isomorphie” Was bedeutet
das?

Also wenn zwei Ringe R uns S ,gleich bis auf Isomorphie* sind, meint einfach,
dass die Ringe R und S zueinander isomorph sind.

Die Satzkonstruktion ,bis auf ...“ gibt es noch an anderen Stellen, zum Bei-
spiel konnte man sagen ,4 = —4 bis auf Vorzeichen“ oder (leicht scherzhaft)
»,2 + 2 =5 bis auf Rechenfehler”.

Es gibt auch irgendwie eine kanonische und eine nicht-kanonische Isomorphie.

Genau. Es gibt insgesamt vier relevante Adjektive: eindeutige, nicht-eindeutige,
kanonische, nicht-kanonische Isomorphie.

Zwei Ringe R und S heiflen zueinander ,eindeutig isomorph“, wenn es genau
einen Isomorphismus von R nach S gibt. Ein Beispiel: Sei R der Ring Z/(2),
also der Korper mit zwei Elementen, und sei S derselbe Ring, nur dass man auf
jedes Element eine Schlange setzt. Dann gibt es genau einen Isomorphismus
von R nach S (der muss nimlich die 0 von R auf die 0 von S und die 1 von R
auf die 1 von S) schicken.

Ein anderes Beispiel: Je zwei Korper mit p Elementen, wobei p eine feste
Primzahl ist, sind zueinander eindeutig isomorph.

Zwei Ringe R und S heiflen zueinander ,nicht-eindeutig isomorph“, wenn es
mehr als einen Isomorphismus von R nach S gibt. Beispielsweise gibt es genau
zwei Isomorphismen von Q(v/2) nach Q(y/2) (zum einen die Identitétsabbil-
dung, zum anderen die Abbildung a + bv/2 — a — b\/2).

Je zwei Korper mit p™ Elementen, wobei p eine feste Primzahl und n eine
natiirliche Zahl > 2 ist, sind zueinander isomorph, aber nicht eindeutig iso-
morph. (Das ist nicht offensichtlich.)
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18.

,Nicht-kanonisch” ist das Gegenteil von ,kanonisch®.

Schliellich ist ,kanonisch® nicht so leicht zu erkléren: Das ist ndmlich gar kein
formaler mathematischer Begriff mit einer prézisen Definition, sondern eher
ein umgangssprachlicher. Eine Abbildung heifit ,kanonisch*, wenn man ih-
ren Funktionsterm ,ganz geradeaus® und ,,ohne willkiirliche Wahlen® angeben
kann.

Beispiele:
— Die Abbildung R — R,z + x findet man kanonisch.

— Dagegen wiirde man die AbbildungZ — 7Z,x + 17x nicht kanonisch
finden (ein Ringhomomorphismus wére sie tibrigens auch nicht, aber das
ist bei der Diskussion der Kanonizitat nicht relevant): Hier kann sich
der Leser die Frage stellen, wieso ausgerechnet 17, und nicht irgendeine
andere Zahl, dransteht.

— Die Abbildung R — R/I,z ~ [z] findet man kanonisch.
— Die Abbildung R x S — S x R, (x,y) — (y,z) ebenso.
— Die Abbildung R?* — R?, (x,y) — (23 — 15y, z + 8y) ist nicht kanonisch.

Wenn man mehrere Abbildungben R — S betrachtet, ragen die kanonischen
gewissermaflen besonders hervor. Statt ,kanonisch“ sagt man manchmal auch
yhatiirlich. ,,Kanonisch® und ,eindeutig” sind unabhéngige Begriffe, es konnen
also alle vier Kombinationen (nicht-)kanonisch/(nicht-)eindeutig auftreten.

Noch ein paar Alltagsbeispiele: Wenn mehrere Freunde ins Kino gehen und
Sitzplatze in einer zusammenhédngenden Reihe haben, gibt es natiirlich keine
eindeutige Sitzordnung, jeder kann sitzen, wo er mag. Es gibt aber manchmal
(bis auf Spiegelung) eine kanonische Sitzordnung: Er, dann seine Freundin,
dann ihre beste Freundin, dann deren Mutter.

Die Unterteilung des Jahres in Wochen zu je sieben Tagen ist nicht kanonisch:
Prinzipiell héitte man eine Woche auch auf sechs oder acht Tage festsetzen
konnen, die Wahl von sieben Tagen ist (wenn man die Situation nicht zu
genau untersucht) willkirlich.

Dagegen ist der Begriff des Tages durchaus kanonisch: Denn der richtet sich
ja nach der extern gegebenen Sonne.

In der Vorlesung wurde gesagt, dass zum Beispiel zwei algebraische Abschliisse
eines Korpers K zueinander im Allgemeinen nicht-kanonisch isomorph sind
wobei der Isomorphismus irgendwie die Identitdt erhdlt.

Mit dem Zusatz war wahrscheinlich gemeint, dass der Isomorphismus ,,Elemen-
te aus K (er-/fest-)halt*. Und ja: Zwischen je zwei algebraischen Abschliissen
eines Korpers gibt es im Allgemeinen unendlich viele Isomorphismen, von de-
nen keiner auf irgendeine Art und Weise spezieller /besonderer als die anderen
ware.

Zum Quotientenkdrper: Wie genau hat man sich die Aquivalenzklassen vorzu-
stellen, also gibt es z. B. einen Zusammenhang zu Assoziiertheit? Oder dass
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man auf diese Weise schon vorhandene mdégliche Inverse geschickt zusammen-
fasst.

Einen besonderen Zusammenhang zu Assoziiertheit sehe ich nicht. Eine Aqui-
valenzklasse [(r,s)] von Quot(R) stellt man sich am Besten als Bruch % vor.
Dann sind die Definitionen der Addition und Multiplikation ndmlich einfach
die bekannten Bruchrechenregeln aus der Schule.

Vor allem bekommt man durch die Quotientenkoérperkonstruktion jede Menge
neuer Inverse! In Quot(R) ist in der Tat jedes Element [(r, s)], was nicht gerade
null ist, invertierbar: Das Inverse ist [(s,r)]. Das ergibt unter der Vorstellung
als Briiche auch Sinn: Der Kehrbruch zu £ ist ja 2.

Es geht um (d) = (a,b) in Hauptidealringen, wobei d = ggT(a,b). Wieso gilt
diese Gleichheit?

Das liegt gar nicht so sehr an den Idealen, sondern vielmehr an der Definition
des grofiten gemeinsamen Teilers! Hier ein Beweis der Aussage:

Seien Elemente a,b in einem Hauptidealring R gegeben. Dann muss das Ide-
al (a,b) ein Hauptideal sein, also gibt es ein d € R mit (a,b) = (d). Wir wollen
jetzt zeigen, dass dieses d ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist. Dazu
sind nach Definition des ggT’s insgesamt zwei Dinge zu zeigen:

— Es ist d ein Teiler von a und b. Denn da a ein Element von (a,b) = (d)
ist, ist a ein Vielfaches von d; und analog mit b.

— Sei d’ irgendein gemeinsamer Teiler von ¢ und b. Dann miissen wir zeigen,
dass d' ein Teiler von d ist. Da a und b Vielfache von d’ sind, liegen a
und b im Ideal (d'). Damit ist auch das ganze Ideal (a,b) eine Teilmenge
von (d'). Also ist (d) eine Teilmenge von (d'), da (d) = (a,b). Also ist d
ein Vielfaches von d’, oder anders gesagt ist d’ ein Teiler von d.

Nach demselben Muster kann man zeigen, dass (a) N (b) = (kgV(a,b)) gilt.

Galoistheorie

1.

Ist es theoretisch immer mdglich (also auch bei [L : K| = oo) sukzessive alge-
braische Elemente dazu zu adjungieren und damit den algebraischen Abschluss
zu erhalten. Also funktioniert diese Vorgehensweise theoretisch immer oder
muss man bei unendlicher Dimension weitere Dinge beachten?

Ja, sie funktioniert immer — nur dass man dann vielleicht unendlich viele Ele-
mente dazu adjungieren muss.

Im Beweis zum Satz 11.2 wird o = X mod (g(X)) gesetzt und es wird ge-
sagt, dass g(X) nun eine Nullstelle in L habe wobei L zundchst K[X]/(g(X))
(Kroneckerkonstruktion) ist und dann spdter umdefiniert wird. Wie hat man
sich das vorzustellen bzw. wieso funktioniert das?

Eine tolle Frage! Ein bisschen Kontext: Die Behauptung ist ja, dass es zu
jedem Polynom f mit Grad mindestens 1 tiber einem beliebigen Korper K
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einen Zerfallungskorper gibt, also einen Oberkorper L von K, sodass f iiber L
vollstandig in Linearfaktoren (X —zy) -+ (X —x,,) zerfillt und auBerdem L =
K(xq,...,x,) gilt, also jedes Element aus L sich als Summe, Differenz, Produkt,
Quotient von Elementen aus K und den z;’s schreiben lésst.

Ein einfacher Fall wére beispielsweise, dass das Polynom f konstant ist. Dann
ist ja schon tiber K in Linearfaktoren zerféllbar (ndmlich in sich selbst), wo-
mit K selbst ein Zerfallungskorper ist.

Ein anderer anschaulicher Fall ist der Fall K = Q. Wenn man namlich den
Fundamentalsatz der Algebra glaubt, zerfallt f iiber C in Linearfaktoren; dann
kann man fiir L einfach den entsprechenden Unterkoérper von C nehmen.

Das besonders Interessante an dem Satz ist also, dass die Aussage auch fiir
vollig beliebige (vielleicht ,komische*) Korper stimmt, also auch fiir endliche
Korper, sog. Funktionenkorper und viele weitere.

Der Beweis verlduft nun in zwei Schritten. Zunéchst zeigt man, dass man
tiber die Kroneckerkonstruktion L := K[X]/(g) zundchst eine Erweiterung
von K erhélt, die zumindest eine Nullstelle von f enthélt, ndmlich [X]. Das
ist gewissermaflen ein fauler Trick, die Nullstelle ist ,kiinstlich“! Denn durch
diese Konstruktion weifl man beispielsweise genauso wenig wie zuvor, was der
genaue Zahlenwert der Nullstelle ist.

(Das ist ein bisschen so, wie in der Schule manchmal die komplexen Zahlen
eingefithrt werden: Man postuliert einfach, dass es eine neue Zahl ,i“ gibt, die
die Gleichung ,i? = —1* erfiillt; dann rechnet man damit. Einen Unterschied
gibt es aber doch: Wahrend man in der Schule die Existenz eines geeigneten

41 nur postuliert hat, zeigen wir wirklich die Existenz des geeignetern Erwei-
terungskorpers L.)

Anschaulich kann man sich die kiinstliche Nullstelle nicht besonders gut vor-
stellen. Das liegt aber nicht nur an der Kroneckerkonstruktion, sondern auch
einfach daran, dass man sich die Elemente eines beliebigen Kérpers K nicht gut
anschaulich vorstellen kann! Es gibt beispielsweise keine schone Zahlengerade,
auf der man die Korperelemente sinnvoll anordnen kann.

Zuriick zum Beweis. Wir haben den Korper L definiert, der kiinstlich eine
Nullstelle von f enthielt. Jetzt konnen zwei Félle eintreten: Vielleicht haben
wir Glick, und iiber dem Korper L zerfillt f schon in Linearfaktoren, dann
konnen wir aufhoren. Oder f zerféllt iiber L immer noch nicht vollstandig in
Linearfaktoren. Zumindest spaltet aber ein Linearfaktor ab, ndmlich der, der
zu der kiinstlichen Nullstelle gehort. Dann kénnen wir dieselbe Konstruktion
mit L statt K und dem restlichen Polynom statt f wiederholen. Auf diese
Weise erhalten wir ein L.

Dann konnen wieder zwei Félle eintreten: Entweder, f zerfillt iiber L' in Li-
nearfaktoren, oder wir miissen abermals die Kroneckerkonstruktion bemiihen
und ein L” erhalten. Da aber bei jedem Konstruktionsschritt f mindestens
eine weitere (kinstliche) Nullstelle erhalt, konnen wir nach spétestens deg f
vielen Schritten aufhoren.
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Hier zwei Beispiele:

— Wir wollen den Beweis fiir den Fall K = Q, f = X? — 2 nachvollziehen.
Dann setzen wir L := K[Y]/(Y? — 2). (Ich schreibe ,Y* statt ,X* um
nicht mit der Polynomvariablen durcheinander zu kommen.) Dann gilt
in L die Rechnung

YP -2 =0"-2=[0] =0,

also besitzt das Polynom X? — 2 in L die kiinstliche Nullstelle [Y]. Au-
Berdem gilt in L[X]

(X =YX+ [Y]) = X* - [Y*] = X* — [2],

also zerfallt f iiber L sogar schon voéllig in Linearfaktoren, obwohl wir
nur eine einzige kiinstliche Nullstelle adjungiert haben.

~ Sei K = Q, f = X?® — 2. Dann setzen wir zuerst L := K[Y]/(Y? — 2).
Dann besitzt f die Nullstelle [Y] in L. Wenn wir f durch (X — [Y])
polynomdividieren, erhalten wir

f=X DX+ [Y]X + [Y]).

Dabei ist der hintere Faktor leider irreduzibel (das ist nicht offensichtlich),
also sind wir noch nicht fertig. Wir miissen also erneut die Kroneckerkon-
struktion verwenden und definieren

L' =L[Z|)(Z* +[Y]Z + [Y]?).

(,Z¢ statt ,X“ oder .Y um Verwirrungen zu vermeiden.) Dann kann
man nachrechnen, dass in L'[X] die Rechnung

f=X=IVIDX = [ZDX + Y]+ 2])

gilt. Damit ist also L’ der gesuchte Zerfallungskorper.

Eine gute Ubung, um die Kroneckerkonstruktion zu tiben, ist, die ausgelasse-
nen Polynomdivisionen zu versuchen.

. In der Vorlesung wurde sehr oft betont, dass die Konstruktion mit K[X]/(m.),
wobei (my,) das vom Minimalpolynom von « erzeugte Ideal ist, unabhdingig
von « st und nur noch vom Minimalpolynom abhdngt. Worin liegt genau der
Vorteil und warum ist dies so wichtig fiir spdter?

Zunachst ist es schlichtweg interessant: Die Konstruktion scheint von a ab-
zuhéngen, weil ja « zur Konstruktion benotigt wird, stellt sich aber im Nach-
hinein als von a unabhéngig heraus.

Ein anderer Grund: Ohne die Erkenntnis mit der Kroneckerkonstruktion kénn-
te man denken, dass der Korper Q(+/2) ein sehr kompliziertes Objekt ist: Man
benoétigt scheinbar genaue Kenntnis der dritten Wurzel aus 2. Wie soll man die-
se berechnen? Welche Genauigkeit geniigt? Wo liegt /2 auf dem Zahlenstrahl?
Usw.
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Dann erkennt man, dass Q(+/2) isomorph zu Q[X]/(X? — 2) ist. Dazu muss
man bis auf die Definition der dritten Wurzel und einem allgemeinen Irreduzi-
bilitdtskriterium nichts genaues iiber +/2 wissen. Wenn man also nur an ring-
bzw. korpertheoretischen Fragen interessiert ist, sind die Nachkommastellen
von +v/2 vollig unerheblich.

Daraus ergibt sich eine weitere erstaunliche Tatsache: Das Polynom X3 —
2 hat ja (in C) noch zwei weitere Nullstellen. Aus Sicht der Analysis sind
die von der reellen dritten Wurzel aus 2 vollig verschieden. Aus Sicht der
Ring- bzw. Kérpertheorie sind sie aber (in einem gewissen Sinn) gar nicht zu
unterscheiden!

(Ubrigens: Frither fand man ja die komplexen Zahlen sehr mysterios und es
gab kontroverse Diskussionen dariiber, ob sie tatséchlich existieren. Wenn
man algebraisch an die Sache herangeht, ist es aber voéllig klar: Man kann C
als R[X]/(X?%+1) definieren. Fiir letzteres Objekt benétigt man nur die reellen
Zahlen, Polynome und eine Aquivalenzrelation, also unstrittige Begriffe.)

4. Stimmt es, dass die ganze Galoistheorie ausschliefilich im Fall einer endli-
chen Kérpererweiterung funktioniert und man damit im Fall einer unendlichen
Korpererweiterung keinerlei Aussagen treffen kann?

Ja! Allerdings gibt es auch sog. unendliche Galoistheorie. :-) Eine grofie offene

Frage ist beispielsweise, wie genau die Gruppe Autg(Q), also die Gruppe der Q-
Automorphismen eines algebraischen Abschlusses von Q, aussieht.
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