
Algebra I, SS 2012 21. Mai 2012 Vorschlag zum 5. Übungsblatt

Blatt 5, Aufgabe 4(b)

Sei G eine Gruppe und Z(G) := {g ∈ G | gh = hg für alle h ∈ G} ⊂ G.

Behauptung. Die Teilmenge Z(G) ist ein Normalteiler von G.

Beweis. Zunächst müssen wir zeigen, dass Z(G) eine Untergruppe von G ist:
1. Es gilt e ∈ Z(G), denn eh = he für alle h ∈ G.
2. Zu g, g̃ ∈ Z(G) liegt auch gg̃ in Z(G), da (gg̃)h = ghg̃ = h(gg̃) für alle h ∈ G.
3. Zu g ∈ Z(g) liegt auch g−1 in Z(G), da g−1h = (h−1g)−1 = (gh−1)−1 = hg−1

für alle h ∈ G.
Zum Nachweis der Normalteilereigenschaft sei nun ein beliebiges g ∈ Z(g) und h ∈ G
gegeben. Dann liegt in der Tat h−1gh in Z(g), denn h−1gh = h−1hg = g.

Blatt 4, Aufgabe 4(c)

Behauptung. Die Kerne der Gruppenhomomorphismen sind genau die Normaltei-
ler.

Beweis. Wir müssen zwei Teilaussagen zeigen:
1. Der Kern eines jeden Gruppenhomomorphismus ist ein Normalteiler.
2. Jeder Normalteiler ist der Kern irgendeines Gruppenhomomorphismus.

Zu 1.: Sei ϕ:G → H ein beliebiger Gruppenhomomorphismus. Dass kerϕ eine Un-
tergruppe von G ist, wurde schon in der Vorlesung gezeigt. Zum Nachweis der Nor-
malteilereigenschaft sei ein beliebiges u ∈ kerϕ und g ∈ G gegeben. Dann liegt
auch g−1ug in kerϕ, denn ϕ(g−1ug) = ϕ(g)−1 ϕ(u)ϕ(g) = ϕ(g)−1 e ϕ(g) = e.
Zu 2.: Sei G irgendeine Gruppe und N irgendein Normalteiler von G. Dann gibt
es (nach Vorlesung) die Quotientengruppe G/N und die kanonische Projektionsab-
bildung π:G → G/N, g 7→ [g]. Aus der Vorlesung wissen wir, dass der Kern dieser
Abbildung gerade N ist.
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