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Aufgabe 1. Linearkombinationen

a) Sei z eine Losung der Gleichung X% —3 X3 +10 X —10 = 0. Driicke 2° als Linearkombination
der Zahlen 1, z, 2, 3 mit rationalen Koeffizienten aus.

b) Sei z := /5 + /5 gegeben. Gib eine natiirliche Zahl n und eine verschwindende nichttriviale
Linearkombination von 1, z, 22, ..., 2" mit rationalen Koeffizienten an.

¢) Finde zwei komplexe Zahlen, die tiber R linear unabhéngig und iiber C linear abhéngig sind.

Losung.
a) Variante 1: Wir rechnen unter Verwendung der Beziehung z* = 32% — 10z + 10:
28 = z%2? = (32° — 102 + 10)x?
= 32tz — 1022 + 1022
=3 (32® — 10z + 10)x — 102> + 1022
= 921 — 3022 + 30z — 1023 + 102>
=9 (323 — 10z + 10) — 3022 + 30z — 1023 + 102>
= 272% — 90z + 90 — 302° 4 30z — 102> + 102>
=172 — 2022 — 60z + 90

Variante 2: Wir fiihren in einem Schritt eine Polynomdivision durch:
X0 =(X*-3X34+10X —10)- (X2 +3X +9)+ (17 X3 - 20 X% — 60 X + 90).

Setzt man nun z fiir X ein, erhélt man dasselbe Ergebnis, da die erste Klammer verschwindet.

b) Wir rechnen:

z=+vVb+ 5
Vo=2-5
5=(z— v5)3
5=2%—3v522+152 — 5v5
5— 152z — 23 = —/b - (5 + 32%)
(56— 152 — 2%)2 = 5. (25 + 302% + 924)
0 =25 — 152% — 1023 + 7522 — 150z — 100
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Also kénnen wir etwa n = 6 setzen, die gesuchte nichttriviale und trotzdem verschwindende
Linearkombination steht schon da.

Bemerkung: Tatséchlich ist der Ausdruck in der letzten Zeile (wenn man ,X* statt ,z*
schreibt) schon das Minimalpolynom von z tiber Q. Schmerzlos kann man durch eine schnelle
Gradiiberlegung erkennen: Da die Grade von v/5 und +/5 teilerfremd sind (sie sind 2 bzw. 3),
ist der Grad von Q(v/5, V/5) gerade durch das Produkt der Grade, also durch 2 -3 = 6
gegeben; und z ist gerade ein primitives Element fiir diese Erweiterung.



¢) Zum Beispiel 1 und i: Diese sind iiber R sicherlich linear unabhéngig, denn fiir reelle
Zahlen a,b € R folgt aus
a-1+b-i=0

sofort a = b = 0, da eine komplexe Zahl genau dann null ist, wenn ihr Real- und Imaginarteil
null sind. Dagegen bezeugt die verschwindende und trotzdem nichttriviale Linearkombination

i-14(-1)-i=0,

dass die beiden Zahlen iiber C linear abhingig sind.

Bemerkung: Letzteres muss auch so sein, denn C ist als C-Vektorraum nur eindimensional.

Aufgabe 2. Grade algebraischer Zahlen

a) Berechne den Grad von /3 +1i iiber Q, iiber Q(v/3) und iiber Q(i).

b) Finde ein Polynom mit rationalen Koeffizienten, das iiber Q irreduzibel ist, iiber Q(v/3) in
genau zwei und iiber Q(v/3 + i) in genau vier irreduzible Polynome zerfllt.

¢) Seien a und d ganze Zahlen. Zeige, dass a + v/d eine ganz algebraische Zahl ist und berechne
ihren Grad in Abhéngigkeit von a und d.

d) Sei ¢ eine Losung der Polynomgleichung X4 + X3 + X2 + X + 1 = 0. Zeige, dass ( eine
in o := exp(7i/5) rationale Zahl ist, und gib eine Basis von Q(«) iiber Q(¢) an.

Losung.

a) Variante 1 (direkt, etwas linglich): Sei z := /3 4 i. Wir wollen zunichst den Grad von z
iiber Q(v/3) bestimmen. Dazu suchen wir das Minimalpolynom:

z:\/g—l—i

— z—V3=i
— (z—v3)2=-1
<~ 22—2\/§z+4:0

Das Polynom X? — 21/3 X + 4 ist tatsichlich iiber Q(v/3) irreduzibel: Es hat Grad 2 und
seine Nullstellen v/3 £ i sind echt komplex und liegen daher nicht in Q(v/3) C R. Also ist es
das Minimalpolynom von z iiber Q(v/3); der Grad von z iiber Q(+/3) ist also 2.

Nun wollen wir das Minimalpolynom iiber Q(i) bestimmen. Dazu rechnen wir:

zzx/§+i

— z—i=1+/3
— (z—i)2=3
— 22 —92iz—4=0

Das Polynom X? — 2i X — 4 ist tatsiichlich iiber Q(i) irreduzibel: Es hat Grad 2 und seine
Nullstellen ++/3 + i liegen nicht in Q(i): Wenn doch, lige auch v/3 in Q(i) (wieso?), also
gibe es rationale Zahlen a,b € Q mit v/3 = a + bi. Realteilvergleich wiirde dann v/3 = a € Q
liefern, ein Widerspruch. Also ist das Polynom tatséchlich das Minimalpolynom von z
iiber Q(i); der Grad von z tiber Q(i) ist also 2.



Nun bleibt es, den Grad von z {iber Q zu bestimmen. Dazu miissen wir unsere Rechnungen
fortsetzen:

z=vV3+i
22 —2z—4=0
22 — 4 = 2iz
(22 — 4)% = 477
A —422416=0
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Nun kann man nachrechnen, dass das Polynom X*—4 X2 416 tatsichlich iiber den rationalen
Zahlen irreduzibel ist. Das gelingt etwa tiber unseren numerischen Irreduzibilitétstest. Ist
das getan, folgt, dass der Grad von z iiber Q genau 4 ist.

Variante 2 (schneller mit der Gradformel): Sei z := /3 + i. Die Zahl /3 liegt in Q(z).
Das kann man durch kurzes Knobeln erkennen (es gilt v/3 = z — 23/8) oder auch daran,
dass nach dem Verfahren der Vorlesung z ein primitives Element von /3 und i ist (die
Ausnahmemenge S enthélt nur 0 und /3 - i) und daher sogar Q(z) = Q(v/3,1) gilt.

Auf jeden Fall liegt daher der Rechenbereich Q(1/3) in Q(z) und wir kénnen das Diagramm
Q(v3 +1)

Q(V3)

Q

zeichnen. Nach der Gradformel gilt also
[Q(V3+1i): Q] = [Q(V3 +i) : Q(v3)] - [Q(V3) : Q.

Wie die erste Rechnung in Variante 1 gezeigt hat, ist der erste Faktor auf der rechten Seite
gleich 2, und vom zweiten Faktor weifl man sowieso, dass er gleich 2 ist (Minimalpolynom
ist X2 — 3). Folglich ist der Grad von z iiber Q gleich 4.

Bleibt, den Grad von z iiber Q(i) zu bestimmen. Da Q(i) C Q(z) (da i = 23/8), kénnen wir
dafiir das Diagramm

Q(V3 +1)

Q1)

Q

zeichnen und daher die Gradformel verwenden:
[Q(V3+1i): Q] = [Q(V3 +1) : Q(V4)] - [Q(V3) : Q.

Gesucht ist der erste Faktor auf der rechten Seite, die anderen Terme kennen wir. Aufgelost
ergibt sich [Q(v/3 +1i) : Q(Vi)] = degqi) z = 2.

Bemerkung: Die beiden Varianten kann man auf mehrere Arten und Weisen miteinander
kombinieren.



b)

Von dem Polynom f(X) = X*—4 X2 +16 € Q[X] haben wir schon gesehen, dass es iiber Q
irreduzibel ist. Seine vier Nullstellen sind die Zahlen

1‘1:\/§—|—i, x2:\/§_i’ $3:—\/§+i, x4:_\/§_i7

welche alle in Q(v/3 + i) liegen, da /3 + i ein primitives Element fiir Q(1/3,1) ist. Also
zerfillt f(X) iiber Q(v/3 + i) in die vier Linearfaktoren

JX) =X —z1) - (X —22) - (X —x3) - (X — m4).
Uber Q(v/3) erhalten wir die Zerlegung
FX) = (X —21)(X —a2) - (X —23)(X —wq) = (X®—2VBX +4) - (X* +2V3X +4).

Dabei sind die beiden auftretenden Faktoren sicherlich iiber Q(v/3) irreduzibel, da sie vom
Grad 2 sind und ihre Nullstellen nicht in Q(v/3) liegen, da sie echt komplex sind, aber Q(+/3)
nur reelle Zahlen enthélt.

Wir setzen z := a + v/d und rechnen:

z:a+\/g

— z—a=d
= (z—a)?=d
<— 22 —2az+a®>—d=0

Die Zahl z ist also als Losung der Polynomgleichung X2 — 2aX +a? — d = 0 mit ganzzahligen
Koeffizienten ganz algebraisch. Auflerdem ist damit klar, dass der Grad von z hochstens 2
ist. Er ist genau dann 1, wenn dieses Polynom reduzibel ist. Das ist genau dann der Fall,
wenn eine seiner beiden Nullstellen, etwa z, schon ganzzahlig ist. Das wiederum ist genau
dann der Fall, wenn v/d in Z liegt; das ist dquivalent dazu, dass d eine Quadratzahl ist.

Nach Aufgabe 4c) von Blatt 3 ist ¢ eine fiinfte Einheitswurzel (aber nicht die 1). Insbesondere
ist ¢ damit auch eine zehnte Einheitswurzel (denn ¢1© = (¢°)2 = 12 = 1). Die Zahl a =
exp(mi/5) = exp(27i/10) ist eine primitive zehnte Einheitswurzel, daher muss es einen
Exponent k € Z mit o = ¢ geben. Also ist ¢ in « rational, d.h. es gilt Q(¢) € Q(a).

Umgekehrt gilt auch Q(a) € Q(¢): Die Zahl (—() ist ndmlich eine primitive zehnte Ein-
heitswurzel (siehe unten). Da « (irgend-)eine zehnte Einheitswurzel ist, gibt es daher einen
Exponent ¢ € Z mit (—()* = a. Also ist « in ¢ rational, d. h. es gilt Q(a) € Q(¢).

Zusammengenommen gilt somit Q(a) = Q(¢). Daher ist der Grad der Erweiterung 1 und
eine mogliche Basis ist durch die Familie (1) der Lénge 1 gegeben.

Nun miissen wir noch zu begriinden, wieso (—() eine primitive zehnte Einheitswurzel ist.
Klar ist zumindest, dass (—() iiberhaupt eine zehnte Einheitswurzel ist, denn es gilt (—¢)0 =
¢'% = (¢%)? = 1. Um die Primitivitit nachzuweisen, zeigen wir, dass (—()’ erst fiir j = 10
(und nicht schon fiir j = 1,2,...,9) wieder 1 ist:

Gelte (—¢)7 = (=1)i¢/ = 1, also ¢ = (—1). Dann kann j nicht ungerade sein, denn
dann gilte ¢/ = —1, aber (—1) ist keine fiinfte Einheitswurzel. Also ist j gerade und es
gilt ¢J = 1. Da ¢ eine primitive fiinfte Einheitswurzel ist, muss j ein Vielfaches von 5 sein.
Da es auflerdem gerade ist, muss j sogar ein Vielfaches von 10 sein.

Variante fiir den zweiten Teil, wenn man Kreisteilungspolynome kennt: Wir wollen zei-
gen, dass Q(a) = Q(¢). Da sicher die Inklusion ,0% gilt, geniigt es zu zeigen, dass beide
Vektorrdume dieselbe Dimension tiber Q haben, dass also degg o = degg ¢ gilt. Das Mini-
malpolynom von ¢ ist das fiinfte Kreisteilungspolynom, ®5 = X% + X3 + X2 + X + 1, das



von « ist das zehnte Kreisteilungspolynom, ®19 = X4 — X3 4+ X2 — X + 1. Also haben beide

Zahlen in der Tat denselben Grad, nédmlich 4.

Ezxplizite Variante fir beide Teile: Wir gehen alle vier Méglichkeiten fiir ¢ durch und driicken

jeweils ¢ durch o und umgekehrt o durch ¢ aus:

= exp(27i/5), dann:

, dann:

¢ ( )
¢ = exp(47i/5), dann:
¢ ( )
¢ ( )

= exp(87i/5), dann:

CZO[Q, o = _4-3'
¢ = o, o= —§4.
<:a67 o = _C
¢ =ab, a=—C2

In jedem Fall gilt also Q(¢) = Q(«), eine Basis ist also durch (1) gegeben.

Aufgabe 3. Spiel und Spaff mit der Gradformel

a) Seien z € Q, y € Q(z) und z € Q(y). Wie ldsst sich degg,)z aus degg,) = und degg,) y

berechnen?

b) Seien z,y, z wie in a). Zeige, dass degg(») y ein Teiler von degg,  ist.

c¢) Sei f ein normiertes und irreduzibles Polynom vom Grad > 2 mit rationalen Koeffizienten.
Sei a eine algebraische Zahl, deren Grad teilerfremd zum Grad von f ist. Zeige, dass keine

Zahl aus Q(a) Nullstelle von f sein kann.

Losung.

a) Da Q(z) C Q(y) C Q(z), ist die Gradformel anwendbar:

degg() = = [Q(z) : Q(2)] = [Q(=) : Qy)] - [Q(y) : Q(2)] = deggy(y) - degg(.) ¥-

Auf diese Weise lasst sich also der gesuchte Grad berechnen.

b) Folgt sofort aus der in a) hergeleiteten Beziehung.

c) Seiw € Q(a) eine hypothetische Zahl mit f(w) = 0. Da f normiert ist, rationale Koeffizienten
hat und Uber den rationalen Zahlen irreduzibel ist, ist f daher Minimalpolynom von z, es

gilt also deggy w = deg f. Somit folgt

degga = [Q(a) : Q] = [Q(a) : Qw)] - [Q(w) : Q] = [Q(a) : Q(w)] - deg f,

also ist der Grad von f einer Teiler vom Grad von a. Wegen deg f > 2 ist das ein Widerspruch

zur Teilerfremdheitsvoraussetzung.

Aufgabe 4. Primitive Elemente

a) Finde ein primitives Element zu i und +/2.

b) Driicke V2 und /3 als Polynome in V2 + /3 mit rationalen Koeffizienten aus.

c) Seien zi,..., 2, algebraische Zahlen. Zeige, dass es eine algebraische Zahl z mit Q(z) =

Q(z1, ..., 2n) gibt.

d) Sei f(X) ein Polynom mit rationalen Koeffizienten. Zeige, dass eine algebraische Zahl a
existiert, sodass f(X) tiber Q(a) vollstindig in Linearfaktoren zerfallt.



Losung.

a) Variante 1 (Verfahren aus der Vorlesung): Die Minimalpolynome von z :=i und y := /2

sind f(X) = X2 + 1 bzw. g(X) = X3 — 2 mit den Nullstellen =i bzw. w* - /2, k= 0,1,2.
Die Ausnahmemenge S ist daher gleich

z —x
5:{ :
y—vy

f@@=@g@52&y#y}

—2i —2i
= 07 P .
{ 2 — w2 €/§—w2€’/§}

Naherungsweise ergibt sich

—2i

VI-wi2
—2i

R-

also ist zum Beispiel die Wahl X := 1 ¢ S erlaubt und i + /2 daher ein primitives Element.

0,46 — 0,791,

—0,46 — 0,791,

Variante 2 (durch stundenlanges Knobeln): Wir vermuten, dass z := i + {/2 ein primitives
Element ist und wollen diese Vermutung nur noch bestétigen. Klar ist zumindest, dass z in i
und /2 rational ist, dass also Q(z) C Q(i, ¥/2) gilt. Umgekehrt kann man durch Vergleich
verschiedener z-Potenzen auf die Beziehungen

91 39 39, 20, 9 , 6 5
= =7

T T Tt Tt T2t Tt
91 50 39 , 20

9 6

3 2 3 4 5
2= — 4+ T+ A =

2 22 117 117 Tt T 227 Tt

kommen; diese bezeugen, dass Q(i) und Q(+/2) jeweils Teilmengen von Q(z) sind.

Variante 3 (ein anderes primitives Element): Wir vermuten, dass z :=1i- v/2 ein primitives
Element ist. Klar ist zumindest, dass z in i und /2 rational ist, dass also Q(z) C Q(i, ¥/2)
gilt. Die umgekehrte Inklusion zeigen die Beziehungen
i=—2%/2,
V2 =24/2.

Sei z := /2 + /3. Dann rechnen wir ein paar z-Potenzen aus:

zzx/§+\/§
22 =5+2V6
2 =11vV2+9V3

Die Darstellung der Potenz 22 hilft uns nicht weiter, da in ihr nicht nur die Zahlen /2
und /3 vorkommen, sondern auch die fiir uns nicht weiter relevante Zahl v/6. Aber z! und 23
konnen wir geeignet gegeneinander ausspielen:

V2= (2% -92)/2
V3= (22 —112)/(-2)

Bemerkung: Die explizite Rechnung zeigt, dass v/2++/3 ein primitives Element fiir Q(\@, V3)
ist: Denn Q(\/Q + \/§) C Q(\/Q, \/3) gilt sowieso, und die umgekehrte Inklusion gilt gerade
deswegen, weil V2 und v/3 in v/2 + /3 rational sind.



¢) Wir fithren einen Induktionsbeweis. Der Induktionsanfang n = 1 ist klar. Fiir den Indukti-
onsschritt n — n + 1 seien algebraische Zahlen zy, ..., 2,41 gegeben. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es dann ein primitives Element der Zahlen z1, ..., z,, d. h. eine eine algebraische
Zahl t mit Q(t) = Q(z1,...,2,). Ferner konnen wir ein primitives Element ¢’ zu ¢ und 2,11
finden, also eine Zahl mit

Q") = Qt, 2znt1) = Q) (2nt1) = Q(21, - - - 2n) (2n41) = Q(z1, . - ., Zny1)-

Das beschlie3t den Beweis des Induktionsschritts.

d) Uber den algebraischen Zahlen zerfillt f vollstandig in Linearfaktoren: f = (X — 1) --- (X —
xy). Etwas genauer zerfillt f aber auch schon in dem kleineren Rechenbereich Q(z1,...,x,)
vollstédndig in Linearfaktoren. Nach Teilaufgabe c¢) (anwendbar, da alle z; algebraisch) ist
dieser von der geforderten Form Q(a) fiir eine geeignete algebraische Zahl a.

Aufgabe 5. Irrationale Zahlen fiir Fortgeschrittene

Zeige mit elementaren Methoden direkt tiber den Ansatz V2 = a + by/3 mit rationalen Zahlen a
und b, dass v/2 kein Element von Q(+/3) ist, also keine in /3 rationale Zahl ist. Welchen Grad
hat /2 daher iiber Q(v/3)?

Losung. Variante 1 (iber Primfaktoren): Angenommen, v/2 = a + b\/3 fiir gewisse rationale
Zahlen a = z/y, b =u/v € Q mit z,y,u,v € Z. Dann rechnen wir:

V2=a+bV3
\@yv =2V + uy\/g
2y%0? = 220? 4 2zyuvyV/3 + 3u’y?
2y20? — 2202 — 3uy? = 2a:yuv\/§

(20702 — 220% — 3u?y?)? = 12 - (zyuwv)?
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Auf der linken Seite kommt der Primfaktor 3 eine gerade Anzahl von Malen vor, auf der rechten
Seite dagegen eine ungerade Anzahl von Malen (da er in (zyuv)? gerade oft und dann noch einmal
im Vorfaktor 12 vorkommt), das ist ein Widerspruch.

Variante 2 (mit Fallunterscheidungen): Angenommen, /2 = a + by/3 fiir gewisse rationale
Zahlen a,b € Q. Dann folgt
2 = a” 4 3b% 4 2abV/3.

Falls ab # 0, ist das ein Widerspruch, denn dann kénnen wir nach /3 auflésen und so als rationale
Zahl ausdriicken. Nach Aufgabe 1a) von Blatt 0 ist v/3 aber irrational.

Falls ab = 0, gibt es zwei Unterfille: Falls b = 0, gilt v/2 = a € Q im Widerspruch zur Irrationalitét
von /2. Falls b # 0, folgt @ = 0 und daher 1/2/3 = b € Q. Das kann aber nicht sein: Ist b = z/y
mit z,y € Z, folgt 2/3 = 22 /42, also 2y? = 322. In der linken Seite tritt der Primfaktor 2 ungerade
oft auf (wieso?), rechts aber gerade oft.

Variante 8 (mit anderen Fallunterscheidungen): Angenommen, v/2 = a +by/3 fiir gewisse rationale
Zahlen a,b € Q. Dann kann man nach a auflésen, quadrieren und umstellen, sodass

2076 = 2 — 3b* — o2

folgt. Falls b # 0, kann man weiter nach /6 auflésen und damit /6 als rational erkennen — ein
Widerspruch. Falls b = 0, folgt direkt aus der Ursprungsgleichung, dass v/2 rational ist — ebenfalls
ein Widerspruch.



Folgerung tiber den Grad: Wegen 2 ¢ Q(v/3) ist der Grad von v/2 iiber Q(v/3) mehr als 1.
(Tatsichlich ist er genau 2, denn das Polynom X2 — 2 € Q(v/3)[X] ist ein annulierendes Polynom

fiir v/2.)



