
Hinweise zu den Übungsaufgaben in Algebra II

Übungsblatt 3

Aufgabe 1. Teilaufgabe a) hat etwas mit Standgruppen zu tun. Für Teilaufgabe b)
ist interessant, was Fixpunkte mit Bahnen zu tun haben. (Was sind Fixpunkte denn
überhaupt, und was sind Bahnen?) Welche Gleichung der Vorlesung ist also vermutlich
anwendbar?

Aufgabe 4. Ein beliebiges Element der disjunkt-gemachten Vereinigung Y1 q · · · q Yn
ist ein Paar (i, y), wobei i ∈ {1, . . . , n} ein Index und y ein Element der entsprechenden
Menge Yi ist. Ein Isomorphismus von G-Wirkungen ist per Definition eine bijektive G-
äquivariante Abbildung. Für Teilaufgabe b) ist es hilfreich, X in Bahnen zu zerlegen.

Aufgabe 5. Diese Aufgabe benötigt aber nur die Definition von Normalteilern und das
Verständnis der mengentheoretischen Schreibweise: Die Menge N besteht aus all den
Elementen von G, welche in allen Ni liegen. Über die Größe von I kann nichts vorausgesetzt
werden. Wer mag, kann aber zuerst den Fall des Schnitts zweier Normalteiler behandeln;
der allgemeine Fall verläuft ähnlich.

Übungsblatt 4

Aufgabe 1. Ein kleinster Normalteiler, welcher H umfasst, ist per Definition ein Nor-
malteiler N in G, welcher H umfasst und welcher folgende Eigenschaft hat: Für jeden
beliebigen Normalteiler N ′ in G, welcher H umfasst, gilt N ⊆ N ′.

Aufgabe 2. In beiden Teilaufgaben geht es nicht um Umkehrfunktionen, sondern um
Urbildmengen.

Aufgabe 3. Die Gruppe GLn(R) ist die Menge der invertierbaren (n × n)-Matrizen,
mit der Matrixmultiplikation als Gruppenverknüpfung. Die Untergruppe On(R) ist die
Teilmenge der orthogonalen Matrizen. Eine Matrix A heißt genau dann orthogonal, wenn
das Produkt AtA die Einheitsmatrix ist. Orthogonale Matrizen haben als Determinante
stets ±1. Die Untergruppe SOn(R) ist die Teilmenge solcher orthogonalen Matrizen, deren
Determinante +1 ist. Für die Determinante gilt die Rechenregel det(AB) = det(A)·det(B).
Bei Teilaufgabe b) muss man sich zunächst überlegen, ob man SOn(R) auf C2 oder
umgekehrt wirken lassen möchte (nur eine Variante funktioniert), und wie diese Wirkung
explizit aussehen soll. Wie bei Teilaufgabe c) die Gruppe SO3(R) auf R3 wirkt, ist im
Skript angegeben (Beispiel 6.76).
Im Staatsexamen ist das halbdirekte Produkt immer wieder wichtig, um die öfter vor-
kommenden Aufgaben der Art Geben Sie eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 2012
an. zu lösen.
Für Teilnehmer des Pizzaseminars: Findet ihr eine kategorielle Beschreibung des halbdi-
rekten Produkts? (So, wie man das direkte Produkt auch als terminales Objekt in der
Kategorie der Möchtegern-Produkte beschreiben kann.)

DieDiagonalmatrix,dieobenlinkseine−1stehenundderenrestlicheDiagonaleinträge
mit+1besetztsind,spieltbeiTeilaufgabeb)eineRolle.Wermichanschreibt,bekommt
weitereTipps.
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Aufgabe 4. Eine endliche Gruppe heißt genau dann p-Gruppe, wenn die Anzahl ihrer
Elemente eine p-Potenz ist.

Einenichttrivialep-GruppebesitztstetseinElementderOrdnungpinihremZentrum.
DasKriteriumausa)istfürb)nützlich.

Aufgabe 5. Ein größter endlicher auflösbarer Normalteiler ist per Definition ein Nor-
malteiler N in G, welcher selbst endlich und auflösbar ist und folgende Eigenschaft hat:
Für jeden beliebigen endlichen auflösbaren Normalteiler N ′ in G gilt N ′ ⊆ N .

Fürb)ista)nützlich.

Übungsblatt 4

Auf dem gesamten Übungsblatt bezeichnet ”p“ stets eine Primzahl.

Aufgabe 1. Konventionsgemäß ist die Zahl 1 eine p-Potenz. (Wieso ist das sinnvoll und
für Teilaufgabe b) wichtig?)

Aufgabe 2. Eine p-Untergruppe von G ist per Definition eine Untergruppe von G, deren
Ordnung eine p-Potenz ist. Eine Untergruppe H heißt per Definition genau dann maximal
unter allen p-Untergruppen von G, wenn sie selbst eine p-Untergruppe von G ist und
außerdem folgende Eigenschaft hat: Ist K ⊆ G eine beliebige p-Untergruppe mit H ⊆ K,
so gilt schon H = K.

Eine maximale p-Untergruppe ist also etwas anderes als eine größte p-Untergruppe!

EinBeispielzueinemganzanderemThemasolldenUnterschiedverdeutlichen:Unter
denMengen

∅,{a},{a,b},{a,b,c},{d},{d,e},{d,f}

gibteskeinegrößte,aberdreimaximale:Nämlich{a,b,c},{d,e}und{d,f}.Ferner
gibteseinekleinste(nämlich∅).Dieseistauchminimal.ErgänztmannochdieMen-
ge{a,b,c,d,e,f},soändertsichdieSituation:DieseneueMengeistjetztdieeinzigeMenge,
diemaximalist.Außerdemistsiediegrößte.FüreinederRichtungenderBehauptung
derAufgabehilftderersteSylowscheSatz.

Aufgabe 3. Captain Obvious bittet mich, folgenden Tipp zu verbreiten: Die Sylowschen
Sätze könnten helfen.

An dieser Stelle hatte ich ein vollständiges Schema versprochen, jedoch muss das bis nach
der Besprechung warten, da ein solches zu viel vorwegnehmen würde. Auf Anfrage gebe
ich aber trotzdem gerne weitere Tipps.

EinBeispielzurÜberlappungsfrage:EineUntergruppemit22·35Elementenkannnur
imIdentitätselementmiteinerUntergruppevon72·113überlappen(wieso?).Eine
Untergruppemit22·35ElementenkannmiteinerUntergruppevon32·113Elementenin
höchstens32Elementenüberlappen(wieso?).
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LeiderbleibenbeianderenGruppenordnungenmeistensmehrereMöglichkeitenfürdie
AnzahlderSylowschenp-Untergruppenübrig.IndiesenFällenhilftesmanchmal,für
denhypothetischenFall,dassallenp>1sind,eineÜbersichtüberdieElementeder
Gruppeanzulegen:StetsgibtesdasneutraleElement.FernergibtesfürjedeSylow-
scheUntergruppejeweilsentsprechendvieleweitereElemente.DasIdentitätselement
habenaberalldieseUntergruppengemeinsamunddarfdahernichtmehrfachgezählt
werden.AußerdemkönnensichSylowscheUntergruppenzurselbenPrimzahlnichttrivial
überlappen.SylowscheUntergruppenzuverschiedenenPrimzahlenhabenaberstetsnur
dasIdentitätselementgemeinsam(wieso?).MitdiesenÜberlegungenkannmanversuchen,
einenWiderspruchherzuleiten:DieElementübersichtmusszeigen,dassesmehrElemente
gebenmüsste,alsfaktischinderGruppevorhandensind.

HiereinBeispiel.SeiGeineGruppemit|G|=84=22·3·7Elementen.Dannmussdie
Anzahln7derSylowschen7-UntergruppeneinTeilervon22·3undmodulo7kongruent
zu1sein.AnpositivenTeilerngibtesnur1,2,3,4,12.Dahermussn7=1sein.Esgibt
alsogenaueineSylowsche7-Untergruppe,unddiesemussdahereinNormalteilersein.

Aufgabe 4. Die zweite Voraussetzung an die beiden Primzahlen ist, dass p kein Teiler
von q − 1 ist.

FürTeilaufgabea)hilftesvielleicht,dieAbbildung

G−→Aut(M),g7−→conjg

zubetrachten.DabeibezeichnetMdieMengederSylowschen3-Untergruppender
gegebenenGruppeGundAut(M)dieMengederBijektionenM→M.DieBijektionconjg
schickteineSylowsche3-UntergruppeHaufgHg−1.

Übungsblatt 5

Aufgabe 1. Ein i-Minor ist die Determinante einer (nicht notwendigerweise zusam-
menhängenden) (i× i)-Untermatrix. Etwa sind die 2-Minoren der Matrix(

1 2 3
4 5 6

)
die Zahlen 1 · 5 − 4 · 2, 1 · 6 − 4 · 3 und 2 · 6 − 5 · 3. Je nach Konvention gehören die
Negativen dieser Zahlen auch noch zu den 2-Minoren; für welche Konvention man sich
entscheidet, spielt bei dieser Aufgabe aber keine Rolle, da es sowieso nur um den größten
gemeinsamen Teiler der i-Minoren geht.

UnterdenTransformationenderVorlesung,diemanbenötigt,umeineMatrixinsmith-
scheNormalformzuüberführen,ändernsichzwardiei-Minoren,nichtaberdergrößte
gemeinsameTeileralleri-Minoren.DiesesFaktumistggf.zubeweisen.Eineleganter
BeweisistmitTechnikendesäußerenKalküls(sieheetwadiejetzigeLA-I-Vorlesung)
möglich,andereBeweisansätzegibtesabersicherauch.

Für Teilaufgabe b) kann man das Verfahren aus der Vorlesung (mit Zeilen- und Spalten-
transformationen) oder Teilaufgabe a) verwenden.

Aufgabe 2. Bei beiden Teilaufgaben ist also eine Liste von abelschen Gruppen der
jeweiligen Ordnung gesucht, sodass jede abelsche Gruppe dieser Ordnung isomorph zu
einer der Gruppen auf der Liste ist und sodass keine zwei verschiedenen Gruppen der Liste
zueinander isomorph sind. Ohne Unterstützung mit Vorlesungswissen ist die Aufgabe
schwer.
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Aufgabe 3. Die Notation in der Angabe ist etwas seltsam, hat aber einen guten Grund.
Wie dem Text zu entnehmen ist, gilt

A[p∞] := {x ∈ A | ord(x) ist eine p-Potenz} ⊆ A.

Bei der Besprechung von Blatt 5 haben wir gesehen, wie man diese Menge auch geringfügig
einfacher beschreiben kann. Für Teilaufgabe b) ist ein geeigneter Isomorphismus

A[p∞1 ]× · · · ×A[p∞r ] −→ A

zu finden (anzugeben). Auch muss nachgerechnet werden, dass die gefundene Abbildung
tatsächlich ein Gruppenhomomorphismus ist und bijektiv ist.

Aufgabe 4. Der Ring Z(p) ist nicht zu verwechseln mit dem Restklassenring Z/(p). Bitte
rechnet nicht alle Ringaxiome nach, sondern nur die Unterringaxiome: Die neutralen
Elemente bezüglich Addition und Multiplikation müssen enthalten sein, die Summe und
das Produkt zweier Elemente muss wieder enthalten sein und Negative von Elementen
müssen wieder enthalten sein.

Aufgabe 5. Es gilt Z[ζ] = {a0 +a1ζ+ · · ·+an−1ζ
n−1 | a0, . . . , an−1 ∈ Z}, dieser Umstand

muss nicht nachgewiesen werden.

ZuTeilaufgabeb):DieTechnikendesüblichenBeweises,dassOQ=Z,lassensichauf
diesenFallübertragen.EingenauererHinweiswirdnochfolgen.

Übungsblatt 6

Aufgabe 1. Teilaufgabe a) lautet ausformuliert wie folgt: Sei ϕ : R→ S ein Homomor-
phismus von Ringen. Sei b ⊆ S ein Ideal in S. Zeige, dass φ−1(b) = {x ∈ R |φ(x) ∈ b} ⊆ R
ein Ideal in R ist. Die Behauptung in Teilaufgabe b) (welche falsch ist) wäre, dass für ein
Ideal a ⊆ R die Menge φ(a) = {φ(x) |x ∈ a} ⊆ S ein Ideal von S ist.

FürTeilaufgabeb)genügteinGegenbeispiel.

Aufgabe 2. Falls ihr euch wundert, welches Ideal von Z nicht endlich erzeugt ist: In
klassischer Logik gibt es kein solches. (Bonusaufgabe: Beweise das.)

BitteübersehtbeiTeilaufgabec)keinIdeal.Essindinsgesamtzwei.

JedesendlicherzeugteIdealvonZistsogareinHauptideal,kannalsovoneinemeinzigen
Elementerzeugtwerden.EinexplizitesBeispiel:Esgilt(12,15)={12a+15b|a,b∈Z}=
(3).

Aufgabe 3. Die Lösung zu Teilaufgabe c) lässt sich einfacher aufschreiben, wenn man
folgende Charakterisierung verwendet (welche nicht bewiesen werden muss): Ein Ring R
ist genau dann der Nullring, wenn 1 = 0 ∈ R.

EinBeispielfürTeilaufgabeb):Fürn=4gilt√(0)=(2)⊆Z/(4).

Aufgabe 4. Die Eindeutigkeit des Ringhomomorphismus muss nicht bewiesen werden.
Achtet aber darauf, den Homomorphismus explizit genug anzugeben.
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Aufgabe 5. Bonusfrage: Wie kann man sich S × T geometrisch vorstellen, wenn man
geometrische Vorstellungen von S und T kennt?

FürdieRichtunga)⇒b)kannmanS=(e)⊆Rsetzen.MitdenOperationenvonR
wirddaszueinemRing,allerdingsmiteinemanderenEinselement.

Übungsblatt 8

Aufgabe 1. ”f = g in R[s−1
i ]“ bedeutet, dass die Brüche f/1 und g/1 als Elemen-

te von R[s−1
i ] gleich sind. Was das wiederum bedeutet, steht bei der Definition der

Lokalisierung im Skript. Bei Teilaufgabe b) ist mit ”dem Bild von f in R[s−1
i ]“ das

Element f/1 ∈ R[s−1
i ] gemeint.

Teilaufgabeb)kannmansoanpacken,indemmanerstmalausschreibt,wasdieVorausset-
zungensind:LokalsindInversegeben,diehabeneinebestimmteForm.DieInversensind
wirklichInverse(erfüllenalsoeineentsprechendeGleichungdieauf”=1“endet),dasnach
kannmanDefinitionineinerGleichungüberRumwandeln.Dannmit”o.B.d.A.“’setwas
OrdnungindenIndex-Dschungelbringenundden”1N“-TrickderVorlesungverwenden.
AlternativkannmanaucheinbestimmtesLemmaderVorlesungzuHilfenehmen,dann
tauschtmaneinpaarRechnungengegeneinpaarallgemeineÜberlegungenein.

Aufgabe 2. Wenn euch die Definition des gerichteten Limes im Skript zu ungenau ist,
hier eine ausführlichere Definition: Sei ein gerichtetes System (Ri)i∈I von Ringen gegeben.
Dieses umfasst also eine bestimmte gerichtete Menge I, für jeden Index i ∈ I jeweils einen
Ring Ri und in der Notation unterdrückte Ringhomomorphismen φij : Ri → Rj für jedes
Paar (i, j) mit i � j. Diese Ringhomomorphismen müssen für i � j � k die Gleichung

φjk ◦ φij = φik : Ri → Rk

erfüllen. Als Menge ist dann der gerichtete Limes R := lim−→i∈I Ri durch

R :=
(∐
i∈I

Ri
)
/∼

gegeben. Ein beliebiges Element von R hat also die Form

[〈i, x〉],

wobei i ein Index aus I und x ein Element aus dem entsprechenden Ring Ri ist. Die
Äquivalenzrelation ist durch die Forderung

〈i, x〉 ∼ 〈j, y〉 :⇐⇒ ∃k ∈ I, i � k, j � k: φik(x) = φjk(y)

festgelegt. Ein Element von R wird also repräsentiert durch ein Element aus einem der Ri,
wobei zwei solche Elemente genau dann als äquivalent zählen, wenn ihr Bild in einem
Ring Rk mit i, j � k übereinstimmt. Die φ’s stammen aus dem Datum des gerichteten
Systems, von dem man den Limes nimmt.

Die Addition ist wie folgt definiert: Seien [〈i, x〉], [〈j, y〉] Elemente von R. Da I gerichtet
ist, gibt es eine gemeinsame obere Schanke für i und j, also ein Element k ∈ I mit i � k
und j � k. Die Summe der beiden Elemente ist dann als [〈k, φik(x) + φjk(x)] definiert.
Man kann nachrechnen, dass dieses Ergebnis nicht von den getroffenen Wahlen (insgesamt
drei Stück: den Wahlen der beiden Repräsentanten und die Wahl von k) abhängt. (Ihr
müsst das aber nicht machen, die Beweislast liegt dafür bei der Vorlesung.) Man addiert
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also, indem man die Repräsanten in einen gemeinsamen Ring überführt und dort addiert.
Die Multiplikation funktioniert völlig analog.

In Teilaufgabe a) meint ”x ∈ Ri in Rj invertierbar“, dass φij(x) ∈ Rj invertierbar ist.

Bonusaufgabe: Wieso ist wichtig, dass man von einer gerichteten Menge fordert, dass sie
bewohnt ist (also ein Element enthält)?

FürTeilaufgabeb)kannessinnvollsein,dieGesamtheitaller(alsZ-Algebra)endlich
erzeugtenUnterringedesvorgegebenenRingszubetrachten.

Aufgabe 3. Im Skript ist ein Schema-F-Verfahren beschrieben, mit dem man Teilaufga-
be c) lösen kann. Vergesst nicht, die Irreduzibilität der gefundenen Faktoren nachzuweisen.
Die Kriterien aus Aufgabe 4 könnten dafür und für Teilaufgabe b) hilfreich sein.

Aufgabe 4. In Teilaufgabe b) lautet die Voraussetzung an f(X) wie folgt: Wenn
man f(X) = Xn + an−1X

n−1 + · · · + a1X + a0 ∈ R[X] schreibt, so ist vorausgesetzt,
dass f(X) = Xn + [an−1]Xn−1 + · · ·+ [a1]X + [a0] ∈ (R/I)[X] irreduzibel ist.

Wer sich fragt, wann die seltsame Bedingung an I erfüllt ist: Der Faktorring R/I ist genau
dann ein Integritätsbereich, wenn I ein Primideal ist. Was das ist, lernen wir nächste
Woche.

FürPolynomeüberIntegritätsbereichengiltdieüblicheGradformel(wieso?).

Aufgabe 5. In Spiegelschrift folgende manche Lemmas, die hilfreich sein könnten.
SeieinBruchausR[f−1]gegeben.DannkannmandenZählerinRinirreduzibleElemente
zerlegen.DiesewerdeninR[f−1]jedochimAllgemeinennichtirreduzibelsein:Manche
werdeninvertierbarwerden!DiegehörenalsonichtzurgesuchtenZerlegungdesBruchsin
IrreduzibleüberR[f−1].

Lemma:SeieinElementx∈RirreduzibelundkeinTeilervonf.Dannistxauch
inR[f−1]irreduzibel.(Wieso?)

Lemma:EinElementx∈RistgenaudanninR[f−1]invertierbar,wennxeinTeilereiner
gewissenPotenzfn,n≥0,ist.(Wieso?)

Aufgabe 6. Wer möchte, kann mit dieser Aufgabe mehr als 100 % der Übungspunkte
erreichen oder diese interessante Aufgabe zugunsten anderer Aufgaben bearbeiten. [Es
bleibt aber dabei, dass für die 1,0 nicht 100 % der Übungspunkte benötigt werden.] Es
darf verwendet werden, dass sich das Ideal der i-Minoren unter Basiswechsel (d. h. unter
Multiplikation mit invertierbaren Matrizen von links und von rechts) nicht ändert. Für
Teilaufgabe d) folgt ein genauerer Hinweis auf Anfrage per Mail.

Matrizen A,B gleicher Dimension heißen genau dann zueinander ähnlich, wenn es inver-
tierbare Matrizen R,S passender Größe mit B = RAS gibt.

Ist der zugrundeliegende Ring sogar ein Körper, so führt die Rangdefinition der Übungs-
aufgabe auf die bekannte Rangdefinition aus der linearen Algebra.

Eine (n×m)-Matrix besitzt keinerlei i-Minoren für i > n und für i > m. Das Ideal, das
von solchen i-Minoren erzeugt wird, ist daher das Nullideal.

Nur zur Information: Ein Beispiel für einen lokalen Ring ist Z(p), wobei p eine Primzahl
ist. Ferner ist jeder Körper ein lokaler Ring. Der Ring Z selbst ist dagegen kein lokaler
Ring. Der Ring K[X,Y ](X−a,Y−b) := S−1K[X,Y ] mit S := K[X,Y ] \ (X − a, Y − b) =
{f(X,Y ) ∈ K[X,Y ] | f(a, b) 6= 0} ist ein geometrisch motiviertes Beispiel für einen lokalen
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Ring: Seine Elemente sind Keime ”guter Funktionen“ auf K2 – das sind Funktionen, die
nur auf einer kleinen offenen Umgebung um (a, b) definiert sein müssen.

FürTeilaufgabec)mussmanmitverschachteltenZerlegungenderEinsumgehen.Ich
möchtenicht,dassihreuchinlauterTechnikverliert–imDigicampusisteinallgemeines
Lemmafestgehalten,dassihrverwendenkönnt.

ZuTeilaufgabeb):DerFallr=0lässtsichkurzerledigen,wieso?ImFallr=1ist
mindestenseinMatrixeintraginvertierbar(wieso?).Diesenkannmandannmitelementaren
Zeilen-undSpaltenumformungennachobenlinksbringen(wieso?).Wiegehtesdann
weiter?VielleichtistfolgendeallgemeineBeobachtungnützlich:Wenndasvondeni-
MinorenerzeugteIdealdasEinsidealist,soistfürallej<iauchdasvondenj-Minoren
erzeugteIdealdasEinsidealist.

BeiTeilaufgabea)lässtsicheinBeispielüberR=Zfinden.

Übungsblatt 9

Aufgabe 2. Die erste Teilaufgabe ist so gedacht, dass man keine vollständigen Faktori-
sierungen in irreduzible Elemente bestimmt, sondern sich mit teilweisen Faktorisierungen
begnügt. Für die zweite Teilaufgabe steckt im Beweis der Vorlesung, dass der Polynomring
über einem ggT-Ring wieder ein ggT-Ring ist (Proposition 7.97), ein explizites Verfahren,
was man hier einsetzen kann.

Aufgabe 3. In Teilaufgabe a) meint ”d/c“ das eindeutig bestimmte Element v ∈ R
mit vc = d. (Wieso existiert ein solches?) Allgemein heißt ein Element u genau dann
größter gemeinsamer Teiler zweier Elemente x und y, wenn

• u ein Teiler von x und von y ist und

• für jeden gemeinsamen Teiler ũ von x und y gilt, dass ũ ein Teiler von u ist.

BetrachtetfürTeilaufgabeb)dengrößtengemeinsamenTeilervonacundbc.

Aufgabe 4. Die Gleichheit OQ(ω) = Z[ω] muss nicht nachgerechnet werden. Der so
erhaltene Ring heißt auch Ring der Eisenstein-Zahlen.

Aufgabe 5. Im Digicampus findet ihr nützliche Rechenregeln für Ideale und Ringiso-
morphismen.

Nur zur Information: Mit klassischer Logik lässt sich auch die Umkehrung der Aussage in
Teilaufgabe a) zeigen: Ein Element, dass in allen Primidealen eines Rings enthalten ist,
ist tatsächlich schon nilpotent. Wer mag, kann sich daran versuchen; in unserer Vorlesung
haben wir aber nicht die nötige Technologie, um den Beweis einfach aussehen zu lassen.

Übungsblatt 10

Aufgabe 1. Für Teilaufgabe a) könnte man die Beweise der Vorlesung durchgehen (die
nämlich garantieren, dass das Ideal lokal ein Hauptideal ist). Das dauert aber in der Praxis
recht lange. Schneller kommt man zum Ziel, wenn man versucht, durch systematisches
Probieren eine geeignete Zerlegung der Eins zu finden. Beachtet, dass in einem Ring der
Form R[f−1] nicht nur f selbst, sondern auch alle Teiler von f invertierbar sind. Für
Teilaufgabe b) gibt es in der Vorlesung ein Schema-F-Verfahren (Seite 327). Das sieht auf
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den ersten Blick länglich und umständlich aus, wird bei dieser Aufgabe aber schon nach
dem ersten Schritt terminieren.

ZwischenergebnissebeiTeilaufgabeb),zurKontrolle:Seia=(14,x+7)undb=(35,x−14).
DannkannmanmitHilfederRechenregelnfürIdeale(sieheDigicampus)sehen,dassfür
dieSummedieserbeidenIdealegilt:d:=a+b=(x).DanachsinddieQuotientenã:=a:d
undb̃:=b:dzubestimmen.WennmandenTippimvorhergehendenAbsatzbefolgt,
kannmandieseRechnungendurchführen;manerhältã=(2,x−x3).Wennihrandere
ZwischenschrittezurIdealvereinfachungtätigt,siehteuerErgebnisvielleichtandersaus,
daswärealsokeinGrundzurBeunruhigung.NocheineallgemeineBemerkung:Es
gilta:b=a:(a+b),fürbeliebigeIdealea,b.

MancheIdealdivisionenlassensicheinfachdurchführen:InjedemRinggiltdieRechen-
regel(x·a1,...,x·an):(x)=(a1,...,an),fallsxeinreguläresElementist(wieso?).
WennmandasVerfahrenderVorlesunganwendet,kannmanalsoversuchen,dieals
DivisorenauftretendenIdealezuHauptidealenzuvereinfachenunddiealsDividenden
auftretendenIdealesoumzuschreiben,dassihreErzeugerjeweilsVielfachedesErzeugers
desDivisoridealssind.DabeiistdieRechenregel7=x·(3+x−x3)nützlich(wiesogilt
sie?).

Füru:=1+
√
−13giltu·u=1+13=14.Jenachdem,wiemananTeilaufgabea)

herangeht,kanndieseBeziehunghelfenoderauchnichthelfen.

Aufgabe 2. In einer ersten Version des Übungsblatts fehlte die wichtige Voraussetzung,
dass auch schon bei Teilaufgabe a) der Ring als prüfersch und das irreduzible Ideal als
endlich erzeugt angenommen werden kann. Entschuldigung dafür!
FürTeilaufgabeb)istfolgendesLemmanützlich(wasfürvollePunktzahlbewiesenwerden
müsste):Seienp,qendlicherzeugtePrimidealeineinemprüferschenBereich.Geltep⊆q
undenthaltepeinreguläresElement(dasbedeutet,dasspnichtdasNullidealist).Dann
giltschonp=q.HierfürundfürdenRestderTeilaufgabeistdasStichwortinvertierbare
Idealehilfreich.

Umzuzeigen,dasseinirreduziblesIdealnichtdasEinsidealseinkann,mussmanfolgende
(sehrsinnvolle)KonventionimHinterkopfbehalten:DasleereProduktvonIdealenist
dasEinsideal.WennmanfürdenzweitenTeilvonAufgabea)mit”seixy∈a“angesetzt
hat,hilftes,einenderfolgendenIdealquotientenzubetrachten:

a:(x+y),a:(xy),a:(x),a:(x,y).

FürTeilaufgabea):WelchewichtigeRechenoperationmitIdealenfunktioniertimAllge-
meinennurinprüferschenBereichengut?Vergesstbittenicht,beidePrimidealaxiome
nachzurechnen.

Aufgabe 3. Exemplarisch wollen wir genauer verstehen, was der Test in Teilaufgabe a)
bewerkstelligen kann: Diesem Test kann man ein beliebiges nicht verschwindendes endlich
erzeugte Ideal geben. Sollte das Ideal irreduzibel sein, meldet das der Test. Sollte das
Ideal nicht irreduzibel sein, gibt es zwei Möglichkeiten: Es könnte das Einsideal sein, oder
es könnte nicht das Einsideal sein. Der Test meldet dann, welcher dieser beiden Fälle
eingetreten ist. Im zweiten Fall gibt er außerdem zwei Faktoren (wiederum endlich erzeugte
Ideale) an, die miteinander multipliziert das getestete Ideal ergeben. Diese Faktoren sind
echt, also jeweils nicht das Einsideal.

Diese Aufgabe ist recht interessant. Eine der Hauptschwierigkeiten liegt darin, zu zeigen,
dass das von euch erfundene Verfahren terminiert, also nach endlich vielen Schritten
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endet. Bitte zögert nicht, mir ggf. Fragen zu schicken. Insbesondere kann ich euch zeigen,
wie man eines der in Spiegelschrift vorgeschlagenen Hilfsverfahren konstruiert.
Ein endlich erzeugtes Ideal heißt genau dann nicht verschwindend, wenn es nicht das
Nullideal ist. In Integritätsbereichen ist das gleichbedeutend damit, dass es ein reguläres
Element enthält (wieso?).

FürTeilaufgabea)kanneshilfreichsein,zuersteinVerfahrenzuentwickeln,wasvoneinem
gegebenennichtverschwindendenendlicherzeugtenIdealfeststellt,obesdasEinsidealist,
odersonsteinendlicherzeugtesirreduziblesIdealfindet,wasdasgegebeneumfasst.Für
Teilaufgabeb)kannesanaloghilfreichsein,ersteinVerfahrenzuentwickeln,wasvon
einemgegebenennichtverschwindendenendlicherzeugtenIdealfeststellt,obesmaximal
ist,odersonsteinendlicherzeugtesmaximalesIdealfindet,wasdasgegebeneumfasst.
WozuhelfendieseHilfsverfahren?

Aufgabe 4. Induktion über m.

ImInduktionsschrittm→m+1kannmaneineaufsteigendeFolgei0,i1,i2,...vonIndizes
finden,sodassfürallen≥0undj∈{1,...,m}gilt:aj,in=aj,in+1.Wiefunktioniertdas
genau?Washilfteinemdas?

Aufgabe 5. Umfangreiche Erklärungen mit einem Musterbeispiel finden sich in einem
separaten Dokument im Digicampus. Wenn man nach diesem Dokument vorgeht, muss
man zum Schluss eine große Tabelle anlegen; das macht per Hand keinen Spaß. Besser ist
es, wenn man sich entweder durch viel Denken Rechenarbeit abnimmt (mühsam!) oder
sich eines Computers bedient (empfohlen!). Man muss das Verfahren nicht bis zum Ende
durchziehen, um viele Punkt zu erzielen.
Wer sich für den zahlentheoretischen Hintergrund interessiert, findet eine allgemeine Diskus-
sion von reinen kubischen Erweiterungen in einer Notiz von Ian Kiming: http://www.math.
ku.dk/˜kiming/lecture_notes/2003-2004-algebraic_number_theory_koch/pure_cubic_
fields.pdf

VielleichtmussmandasMinimalpolynomeinerZahlderForm

x=1
108(a+bα+cα2)

bestimmen.DaskannmanmitdemVerfahrenausAlgebraI,Blatt3,Aufgabe2machen:
ManstelltbezüglichderQ-Basis(1,α,α2)vonQ(α)dieDarstellungsmatrixzurlinearen
Abbildungz7→xzauf.DerencharakteristischesPolynomistdanndasMinimalpolynom
vonx(fallseszufälligerweiseirreduzibelseinsollte)oderzumindesteinVielfachesdes
Minimalpolynoms(unddastatsächlicheMinimalpolynombenötigtmanhiergarnicht).
ZurKontrolle:Manerhält

X3−a

36
X2+−4bc+a2

3888
X+−16c3+12abc−4b3−a3

1259712
.

DieQ-Basis(1,α,α2)vonOQ(α),wobeiα=
3√

4,istnochkeineGanzheitsbasis.Füreine
richtigeBasismussmandasletzteBasiselementgeeignetersetzen.ZurKontrolle:Die
DiskriminantederdannerhaltenenBasisist−108.

Übungsblatt 11

Aufgabe 1. Diese Aufgabe ist eine typische Staatsexamensaufgabe. Die ”S“-Markierung
hätte aber das Layout gestört.
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Aufgabe 2. Gibt es Polynome, die keine Nullstellen besitzen, und trotzdem reduzibel
ist?

Aufgabe 3. Hinweise in Spiegelschrift.

FolgendesMehr-Schritte-ProgrammführtzumErfolg(ohneGewähr).Punktegibtes
schonfürTeillösungen!MancheSchrittemachenmehrSpaßalsandere.Diehinteren
Schrittesindnichtunbedingtdieschwereren.

•WasisteinKandidatfürdasMinimalpolynomvonXüberK(y)?Hatetwas
mitg(X)undh(X)zutun.EsistetwasKonzentrationerforderlich,umbeiden
vielenVariablennamennichtdurcheinanderzukommen.ImRestderAufgabegeht
esdarum,dieIrreduzibilitätdiesesPolynomsnachzuweisen.

•UnterdengegebenenVoraussetzungenisty∈K(X)transzendentüberK,d.h.
esgibtkeinePolynomgleichungvomGrad1oderhöher,dieyalsLösungund
KoeffizientenausKhat.

•WegendieserTranszendenzistderRingK[y]kanonischisomorphzuK[Y].(Der
ersteRingisteinUnterringvonK(X)undenthältalleinypolynomiellenAusdrücke.
DerzweiteRingistderRingderPolynomeinderformalenUnbestimmtenY.Die
UnbestimmteYistüberhauptnichtdasselbewiey.)

•DerQuotientenkörpervonK[y]istK(y).(DirektnachDefinitionistderQuotien-
tenkörpervonK[Y]gleichK(Y).AberdasistnichtdieAussage,diedasteht.)

•Zeige,dassdasimerstenSchrittgefundenePolynomalsPolynomüberK[y](in
derUnbestimmtenX)primitivist,dasalsodergrößtegemeinsameTeilerder
KoeffizientenvordenXiEinsist.FürdiesenSchrittgibtesBonuspunkte.

•Argumentiere,dassesgenügt,dieIrreduzibilitätdesangeblichenMinimalpolynoms
alsElementvonK[y][X]nachzuweisen.(EigentlichmussjadieIrreduzibilitätals
ElementvonK(y)[X]nachgewiesenwerden.)

•WeisestattdessendieIrreduzibilitätinK[X][Y]nach.Wasistdamitgemeint?(Diese
Fragestelltsich,weilimPolynomjaeigentlichystattYvorkommt.)Wiesogenügt
das?UndwiesoistdieseIrreduzibilitätklar?

ZuTeilaufgabea):MitK(X)istderKörperderrationalenFunktionenineinerUnbe-
stimmtenXüberKgemeint.SeineElementesindBrüche,wobeiZählerundNenner
beliebigePolynomeinderUnbestimmtenXseindürfen(dasNennerpolynomdarfnicht
dasNullpolynomsein).WasweißmandaherüberdieGestaltvonu?Washilftdas?

Aufgabe 5. Detaillierte Erklärungen findet ihr in einem separaten Blatt zur Kronecker-
Konstruktion im Digicampus.

Blatt 12

Aufgabe 3. Ein Polynom f ist genau dann separabel, wenn Eins ein größter gemeinsamer
Teiler von f und seiner formalen Ableitung f ′ ist.

InAlgebraIwurdebewiesen,dassjedesirreduziblePolynomüberQschonseparabelist.
DendamaligenBeweiskannmaninTeilaufgabea)imitieren.

Aufgabe 4. In Teilaufgabe a) müsst ihr nicht nachrechnen, dass L überhaupt ein Ring ist
– diese Verpflichtung lag bei der Vorlesung. Bitte vergesst aber nicht den zweiten Teil der
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Körperbedingung – ein Ring heißt genau dann Körper, wenn jedes Element entweder Null
oder invertierbar ist; das entweder ist wichtig! (Wieso?) In Teilaufgabe b) ist für jedes i ∈ I
ein Ringhomomorphismus Ki → L zu finden. Der sollte kanonisch sein, ihr solltet also nicht
willkürliche Wahlen treffen, um ihn anzugeben. Dass eure Abbildung wirklich ein Homo
ist, müsst ihr nicht nachweisen; sollte aber ein Wohldefiniertheitsnachweis erforderlich
sein, wäre der wichtig.

Aufgabe 5. Ein Körper K heißt genau dann vollkommen, wenn jedes normierte Polynom
über K ein Produkt separabler Polynome ist. Mehr muss man über Vollkommenheit nicht
wissen, um diese Aufgabe zu bearbeiten. Bei Teilaufgabe b) ist kein explizites Gegenbeispiel
nötig. Es genügt eine Argumentation, wieso die eine Richtung eures Beweises aus a) noch
funktioniert und die andere nicht.

Blatt 13

Aufgabe 1. Bei Teilaufgabe a) ist zu einem beliebigen Element aus E eine p-te Wurzel
anzugeben (zusammen mit einem Beweis, dass es sich dabei wirklich um eine p-te Wurzel
handelt).

BeiTeilaufgabeb)istzuzeigen:EisteinKörperunddieangegebeneAbbildungistein
Ringhomomorphismus.Wiesogenügtdas?

Aufgabe 2. Bei Teilaufgabe a) ist zu zeigen:

• Der Primkörper von K ist überhaupt ein Unterkörper von K.

• Ist U irgendein Unterkörper von K, so ist U ein Oberkörper des Primkörpers.

”Kleinstheit“ bezieht sich also nicht auf die Anzahl der Elemente, sondern auf die Inklusi-
onsbeziehung.

Blatt 14

Aufgabe 1. Wenn ihr wollt, dürft ihr bei den Teilaufgaben b) und c) voraussetzen,
dass L endlich über K ist. Dann gibt es weitere Beweismöglichkeiten (die aber etwa gleich
schwer sind wie ohne die Zusatzvoraussetzung).

Aufgabe 2. Mit NL/K(x) ist die Norm des Elements x ∈ L über K gemeint. Sie ist
definiert als die Determinante der K-linearen Abbildung

L −→ L, z 7−→ zx.

11



FühredenFalleinesbeliebigenElementsxaufdenFalleinesseparablenElementsx
zurück.FürdiesenFallistnützlich,einegeeigneteBasisvonLüberKzuwählen(eine,
dieetwasmitxzutunhat)undsichaneinFaktumderLinearenAlgebrazuerinnern:
Nämlich,dassMinimalpolynomundcharakteristischesPolynomdersog.Begleitmatrix
einesnormiertenPolynomsf(X)=Xn+an−1Xn−1+···+a1X+a0,dasistdieMatrix

B(f)=





00···0−c0
10···0−c1
01···0−c2
..
.

..

.
..
.

..

.
..
.

00···1−cn−1




∈K

n×n,

beidegleichf(X)sind.

Aufgabe 3. Hinweise in Spiegelschrift.

WiesohilfteinemhierderBeweisdesSatzesüberdasprimitiveElementüberhaupt
nichtweiter?(WiesokannmanalsonichtdasüblicheVerfahrenzurBestimmungeines
primitivenElementsverwenden?)Wiekannmanstattdessenvorgehen?DasHinweisblatt
derAlgebraIüberKörpererweiterungenbehältauchüberallgemeinenKörpernGültigkeit.

Aufgabe 4. Manche Beweise des Kapitels über Transzendenzbasen haben vielleicht an
ähnliche Beweise aus der Linearen Algebra erinnert. Das ist kein Zufall: Hinter beiden
Situationen steckt ein tieferes Konzept, das der sog. Spannoperation. In dieser Aufgabe
wollen wir zwei Beispiele für Spannoperationen kennenlernen. Auf dem nächsten Blatt
werden wir dann sehen, das man sich mit dem Konzept der Spannoperation manche
Beweise der Vorlesung und manche Beweise der Linearen Algebra hätte sparen können.

Eine Spannoperation auf einer Menge S ist eine Vorschrift, die jeder endlichen Teilmen-
ge I ⊆ S eine gewisse Teilmenge 〈I〉 ⊆ S (nicht unbedingt endlich) zuordnet. Dabei
müssen folgende vier Axiome erfüllt sein (für alle endlichen Teilmengen I, J ⊆ S und
Elemente x, y ∈ S):

1. I ⊆ J =⇒ 〈I〉 ⊆ 〈J〉.

2. I ⊆ 〈I〉.

3. I ⊆ 〈J〉 =⇒ 〈I〉 ⊆ 〈J〉.

4. x ∈ 〈I ∪ {y}〉 =⇒ x ∈ 〈I〉 oder y ∈ 〈I ∪ {x}〉.

Spannoperationen sind nicht nur in der Algebra, sondern auch in der Kombinatorik wichtig.
Verallgemeinerungen von Spannoperationen sind sog. Monaden, welche überall in der
Mathematik vorkommen.
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