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Aufgabe 1. (2) Normaler Abschluss

Sei H eine Untergruppe einer Gruppe G. Sei (NV;);c; die Familie all derjenigen Normalteiler
in G, welche H umfassen. Zeige, dass [;c; IV; der kleinste Normalteiler in G ist, welcher H
umfasst. (Dieser Normalteiler heifit auch normaler Abschluss von H in G.)

Aufgabe 2. (1+1) Urbilder unter Gruppenhomomorphismen

Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
a) Sei K C H eine Untergruppe. Zeige, dass f~1(K) eine Untergruppe von G ist.
b) Sei N C H ein Normalteiler. Zeige, dass f~!(N) ein Normalteiler in G ist.

Aufgabe 3. (2+2+2) Beispiele fir halbdirekte Produkte

a) Zeige, dass jedes direkte Produkt zweier Gruppen auch als halbdirektes Produkt
angesehen werden kann.

b) Zeige, dass die orthogonale Gruppe O, (R) isomorph zu einem halbdirekten Produkt
von SO, (R) mit Cy ist.

c) Zeige, dass folgende Abbildung ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist.

R? x SO3(R) — GL4(R), (b, A) —> ( 0 gl 0 [1) )

Aufgabe 4. (4+2) Ein Kriterium fir Auflosbarkeit

a) Sei G eine endliche Gruppe und N ein endlicher Normalteiler in G. Zeige, dass G
genau dann auflosbar ist, wenn G/N und N es sind.

S b) Zeige, dass jede endliche p-Gruppe auflosbar ist.

Aufgabe 5. (242) Auflosbare Normalteiler

a) Seien N und N’ auflosbare Normalteiler in einer Gruppe G. Zeige, dass N - N :=
{nn/|n € N,n’ € N’} eine Untergruppe und sogar ein auflsbarer Normalteiler in G
ist.

b) Sei G eine endliche Gruppe. Zeige, dass ein grofiter endlicher auflésbarer Normalteiler
in G existiert.

c) Fiir Teilnehmer des Pizzaseminars: Gib kategorielle Interpretationen der Konstruktionen aus a) und b) in der durch die
Halbordnung der auflésbaren Normalteiler induzierten Kategorie.



