Aufgabe 17.5

Gegeben zwei Vektoren

=:v1 =:v9 =:v3 =:v4
des Fy(z)-Vektorraums (F;(2))? @ (F7(z))% Diese beiden Vektoren sind zu einer Basis von
(F7(2))? ® (F7(2))? zu ergénzen.

Das machen wir nach Bemerkung 5.4.15: Da (v, v3) und (vs,v4) Basen von F7(z)? sind (dazu
gleich noch mehr), ist eine Basis des Tensorraums (F7(z))?® (F7(2))? durch (v; @ vg, v1 @y, v3®
U9, V3 ® vy) gegeben, die gesuchte Erginzung ist also

=1 =2 =v1 =4 =v3 =2 =3 =4

Zwei Anmerkungen:

— Wieso sind (vq,v3) und (va,vy) linear unabhédngig? Hédngt das nicht vom Wert von z ab?

Nein, man muss hier auf die Bedeutung der Variablen z aufpassen: Die Vektoren vy, vo
und v4 hdngen ndamlich gar nicht von z ab, und mehr noch: z ist gar kein freier Parameter,
sondern lediglich eine ,,formale Variable“.

Das kann man daran erkennen, dass die Vektoren v; aus dem Vektorraum F7(z)? stammen,
d.h. 2-Tupel aus Briichen von Polynomen in z sind.

Die Situation wiire eine andere, wenn die Vektoren v; aus (F7)? stammten: Dann ist z € Fy;
ein Parameter, und dann miisste man Fallunterscheidungen treffen.

Bleibt noch, wirklich nachzurechnen, dass (v1,v3) und (v, v4) linear unabhéngig sind:
n 0 r+2s = 0 N r+2s = 0 N 2s = 0 e —s—0
T st = rz = 0 r =0 r =0 rEeT
n 0o —-r+3s = 0 o r = 3s
2 TSt = rz—r-+sz2 = 0 522 +4+352—3s = 0

N r=23s =0
s=0,3s=0, —3s=0[ "~ °7

Nun ist klar: (vi,v3) und (vq,v4) sind wirklich Basen von Fr(z)?, denn sie sind linear
unabhingig und genau so lang, wie die Dimension von F;(z)? (ndmlich 2) vorschreibt.
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— Woher weifl man, dass man (vy,vs) und (vq,v4) zu je einer Basis von (F;(z))? zusammen-

fassen muss, und nicht etwa (vq,vy) und (vs, vg)?

Man erhélt dann zwar auch eine Basis des Tensorraums, namlich (v; ® v3, v ® v4,v2 ®
vs3, Vg ® v4), aber diese Basis wire keine Ergdnzung der zwei vorgegebenen Vektoren.



