Lineare Algebra I, WS 10/11 Quadriken und
Ingo Blechschmidt 13. Marz 2011 Hauptachsentransformation

Hier eine kurze Erklarung zu Quadriken und der Hauptachsentransformation. Als
Grundlage diente teilweise eine Beschreibung von Markus Gohl vom Sommersemes-
ter 2010.

Quadriken

Definition. Eine Quadrik ist die Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms.
Das Polynom darf dabei mehr als nur eine Variable enthalten.

Beispiel. Die Teilmenge
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des zweidimensionalen Raums ist eine Quadrik.

(Nullstellenmengen hat man auch schon in der Schule untersucht, da aber meistens
nur von Funktionen einer statt mehrerer veréanderlicher Variablen.)

Quadriken kann man in Koordinatensysteme einzeichnen, Wikipedia hat schone
Grafiken dazu: http://en.wikipedia.org/wiki/Quadric

Quadriken klassifiziert man in verschiedene Typen (Ellipsoid, Paraboloid, Kegel und
einige andere; die Wikipedia-Seite zahlt alle Typen auf). Bei der Hauptachsentrans-
formation geht es darum, ohne Zeichnung allein durch Rechnung festzustellen, wel-
chen Typ eine gegebene Quadrik hat.

Beispiel. Erinnert man sich an den Satz von Pythagoras, so sieht man, dass
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ein Kreis um den Koordinatenursprung mit Radius 1 ist. Wenn man nun die Koor-
dinaten andert, beispielsweise
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definiert, erhalt man die transformierte Quadrik
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fertig vereinfacht gibt das
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Zeichnet man diese Menge in ein Koordinatensystem ein, erhélt man einen defor-
mierten Kreis, eine Ellipse; allerdings ist das iberhaupt nicht klar, wenn man nur die
transformierte Gleichung gegeben hat. Die Hauptachsentransformation ist nun eine
Methode, um aus einer gegebenen uniibersichtlichen Gleichung eine viel einfacherere
zu erhalten.

5932—2@g+2g2—1:0}.


http://en.wikipedia.org/wiki/Quadric
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Hauptachsentransformation

Die Hauptachsentransformation kann man in vier Schritten als Rechenschema for-
mulieren:

Gegeben: eine beliebige Quadrik.
Gesucht: eine einfachere Form der Quadrik.
Verfahren:

0. Die gegebene Quadrik in Matrixsprache schreiben.

1. Die Matrix unitar diagonalisieren, d.h. eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren finden.

2. Wieder zuriick in Gleichungssprache iibersetzen.

3. Mittels quadratischer Erganzung die erhaltene Gleichung weiter ver-
einfachen.

Musterbeispiel
Es sei die zweidimensionale Quadrik

- {6

a:f+4x1x2+:c§+3x1—5x2—1:0}CR2

gegeben.

Schritt 0

In Matrixsprache schreibt sich die Quadrik als

Q= {x ER2‘<Mx,x)+(b,x>+c:0},

1 2 3
v=(3 3) = (%) =1

und die spitzen Klammern (-, -) das Standardskalarprodukt im R? bezeichnen, zur

Erinnerung:
L1 Y1
) =x1h +x
< <x2> <y2> > 141 2Y2

Die Matrix M, der Vektor b und die Zahl ¢ kommen dabei wie folgt zustande: Die
Zahl ¢ ist der konstante Term des die Quadrik definierenden Polynoms, also der
Summand, der mit keiner der Variablen multipliziert wird.

wobei

Der Vektor b sammelt die Koeffizienten der linearen Glieder auf, also der Summan-
den, in denen genau eine Variable genau einmal vorkommt.
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[Je nach Geschmack schreiben andere nicht ,,(b, z)“, sondern ,,2(b, x)*, und miissen dann
als b entsprechend die Hélfte nehmen.|

Auf der Hauptdiagonale der Matrix M stehen die Koeffizienten der rein-quadrati-
schen Terme, d. h. der Summanden, in denen genau eine Variable genau zweimal vor-
kommt; im Beispiel sind das 2 und 3 (jeweils mit Koeffizient 1), nicht aber 4z x,.

Die restlichen Komponenten der Matrix ergeben sich aus den gemischt-quadratischen
Termen, d. h. den Summanden, in denen genau zwei Variablen jeweils genau einmal
vorkommen, im Beispiel ist das lediglich 4x,x5. In die Matrix trdgt man aber nicht
einfach den Koeffizienten, im Beispiel also die Zahl 4, ein, sondern die Hélfte des
Koeffizienten (also 2), und zwar in gleich zwei Zellen der Matrix:

Beispiel. Der Term 4z, schreibt vor, dass man in die (1,2)-Komponente (ers-
te Zeile, zweite Spalte) und in die (2, 1)-Komponente (zweite Zeile, erste Spalte)
jeweils 4/2 = 2 eintrégt.

Bei einem hypothetischen anderen Term wie 12327 miisste man in die (3, 7)-Kom-
ponente und in die (7, 3)-Komponente jeweils 12/2 = 6 eintragen.

Bemerkung. Wenn dieser Verfahrensschritt seltsam anmutet, kann man mal die
durch das Verfahren angegebene Gleichung in Matrixform, also (Mz, z)+ (b, z) +¢ =
0, durch Einsetzen eines beliebigen Vektors x = (3} ) fertig ausrechnen. Dabei wird
man feststellen, dass man wieder genau auf die urspriingliche Gleichung kommt.

Schritt 1

Nun muss man die Matrix unitar diagonalisieren. ,Unitar® bedeutet dabei, dass
man nicht irgendeine Basis aus Eigenvektoren finden soll, sondern eine, die sogar
eine Orthonormalbasis ist.

(Zur Erinnerung: Eine Basis heifit ,,Orthonormalbasis“, wenn jeder Vektor der Basis
Lénge 1 hat und je zwei verschiedene Basisvektoren aufeinander senkrecht stehen.

Ein Vektor = hat genau dann Lénge 1, wenn ||z|| = \/{(z,x2) = 1. Vektoren z, y
stehen genau dann aufeinander senkrecht, wenn (x,y) = 0.)

Da die in Schritt 0 konstruierte Matrix stets symmetrisch ist, weifl man aus der
allgemeinen Theorie, dass es auf jeden Fall moglich ist, die Matrix unitar zu diago-
nalisieren, man muss nur das Standardprogramm durchziehen:

— Charakteristisches Polynom:

X(A)—det<1;/\ 1E>\>—(1—>\)2—4—>\2—2)\—3—()\+1)()\—3)

— Eigenwerte (= Nullstellen des charakteristischen Polynoms):
)\1 - —1, >\2 - 3

— Eigenraume:

. . I+1 2\ 2 2\ 1
zum Eigenwert —1: ker ( 9 14 1) = ker (2 2) = span { (_1>}



Lineare Algebra I, WS 10/11 Quadriken und
Ingo Blechschmidt 13. Marz 2011 Hauptachsentransformation

. 1-3 2 -2 2 1
zum Eigenwert 3: ker ( 9 1_ 3> = ker < 9 _2> = span { <1>}

— Mogliche Orthonormalbasis aus Eigenvektoren:

B = (U17U2)7

) )

Léasst man die beiden Normierungsfaktoren % weg, hat man zwar immer noch

eine Basis aus Eigenvektoren, aber nicht mehr eine orthonormale Basis aus
Eigenvektoren. Den richtigen zu verwendenen Normierungsfaktor erhélt man
tiber die Formel 1/(Lénge des zu normierenden Vektors).

wobei

Schliellich muss man noch darauf achten, dass je zwei verschiedene Basisvekto-
ren aufeinander senkrecht stehen. Dazu muss man speziell in diesem Beispiel
aber nicht einmal eine Rechnung durchfithren, denn man weifl aus allgemei-
ner Theorie das Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix zu verschiedenen
Eigenwerten notwendigerweise aufeinander senkrecht stehen.

— Basistransformation:
M =SMS™,

= -1 0 1 1 1

=0 5) =l 1)
(Zur Erinnerung: In der Diagonalform M stehen auf der Hauptdiagonale die
Eigenwerte (in der Reihenfolge, wie man sie bei ihrer Berechnung oben beliebig
festgelegt hat) und auBerhalb der Hauptdiagonale Nullen, und in die Matrix S
schreibt man die Eigenvektoren (in derselben Reihenfolge) nebeneinander als

Spalten. Der Ubersichtlichkeit ist hier der gemeinsame Faktor % nach vorne

wobei

gezogen. )

Schritt 2

Jetzt erfolgt die Riickiibersetzung:

Q = {:1: — (9“) ‘ (M#,2) + (Sb,2) + ¢ = 0}

:{<x;> \2@-2@—1:0}

Diese transformierte Form zeichnet sich dadurch aus, dass es keine gemischt-quadra-
tischen Terme mehr gibt; in diesem Sinn ist diese Form einfacher als die urspriinglich
gegebene.

>

~2 ~2
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Grafisch gilt zwar nicht, dass Q) = Q, aber Q entsteht aus () ,,vermoge der orthogona-
len Basistransformation S.“ Anschaulich hat man das Koordinatensystem so gedreht
und gespiegelt, dass die neuen Koordinatenachsen mit den Achsen der Quadrik (den
sog. Hauptachsen!) tibereinstimmen; dadurch vereinfachte sich die Gleichung.

Wenn man konkret zwischen Originalpunkten und transformierten Punkten umrech-
nen mag, kann man das mithilfe der beiden Formeln

Sx
S~ g

8 ®»
Il

tun, wobei man sich praktischerweise die Invertierung von S sparen kann, da man
aus der allgemeinen Theorie weif}, dass das Inverse einer orthogonalen Matrix (d. h.
einer Matrix, deren Spalten eine Orthonormalbasis bilden — das ist hier der Fall)
einfach durch ihre Transponierte gegeben ist.

Schritt 3

In diesem letzten Schritt nutzt man quadratische Ergédnzung, um die noch iibrigen
linearen Terme zu entfernen und so die Gleichung noch weiter zu vereinfachen.

2 8
232 - —h— 1
1 2 \/51 \/52
2 8
= (22 + =% (82 — ——=iy) — 1
(81 + Z50) +3(35 - 5o58)
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wobei
A R 1
331:3314‘%,
A . 4
Tog = X9 — ——.
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(Die quadratische Erganzung funktioniert so: Als erstes fasst man die Terme zu
den verschiedenen Variablen zusammen und klammert die Koeffizienten der qua-
dratischen Glieder jeweils aus. Dann erganzt man mithilfe der ersten oder zweiten
binomischen Formel, und schliefilich vereinfacht man soweit wie moglich.)

Als Endergebnis erhélt man somit:
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Siehe auch

Im Internet gibt es viele vollstandig durchgerechnete Beispiele zu Quadriken, hier
ein paar Links:

— http://www.mia.uni-saarland.de/Teaching/MFI07/kap49.pdf (zweidimen-
sionales Beispiel)

— http://m19s28.dyndns.org/iblech/stuff/carina-tutor-mehrere-variable/
(ganz unten; leicht andere Schreibweise als hier, dafiir auch eine Staatsexamens-
aufgabe)

— http://www.arndt-bruenner.de/mathe/scripts/eigenmatrix.htm (Rechner
fir zwei- und dreidimensionale Quadriken)
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