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Aufgabe —3

A€ Mnxn,K), U C K" Unterraum mit A(U) C U. (U ist also ein fiir A
invarianter Unterraum.) Sei r := dim U.

Behauptung. Es gibt ein T € GL,(K) derart, dass T"'AT die Blockform
B C
1 .
rar= (2 <)
fir gewisse Matrizen B € M(r xr,K), C € M(rx (n—r),K) und D € M((n —
r) x (n—r),K) hat.

Beweis. Wéhle irgendeine Basis (uy, ..., u,) von U. Ergénze diese Basis zu einer Ba-
sis (U1, ..., Up, Ups1, - .., Uy) von ganz K. Schreibe diese Basisvektoren als Spalten
nebeneinander in die Matrix 7"

T = (w] - |ur|tpgr] - - |un) € M(n xn, K)
Da die Spalten von 7' linear unabhéangig sind, ist 7" eine regulare Matrix.

Vortiberlegung fiir gleich (moglicherweise auch schon aus LA T jklar“): Sei z € K"
ein beliebiger Vektor, seine Basisdarstellung beziiglich der gewahlten Gesamtbasis

von K™ sei .
T=2 aju
j=1

fiir gewisse Skalare ay, ..., o, € K. Dann gilt: Der Vektor 7~'z besteht gerade aus
diesen Skalaren, d.h. es gilt

aq
Tz =
a’l’b
Denn:
T_lilf = Z Q; T_l’Uj = s
=ej (079

wobei e; den i-ten kanonischen Einheitsvektor in K™ bezeichne. Ende der Voriiber-
legung.

Es ist noch zu zeigen, dass T-'AT von der gewiinschten Form ist. Dazu ist nur zu
zeigen, dass die unteren (n — r) Zeilen der ersten r Spalten von T'AT gleich null
sind.

Sei alsoi = 1, ..., r beliebig, wir wollen die i-te Spalte von T~!AT betrachten. Diese
kann man rechnerisch schreiben als

T 1ATe,.

Es gilt nun ATe; = Au; € U wegen der Voraussetzung A(U) C U und u; € U
(denn i < r). Schreibt man in Gedanken den Vektor AT'e; in der Basisdarstellung
der gewéhlten Gesamtbasis von K™ aus, sind die Koeffizienten vor den Basisvekto-
ren u,.1 bis u, also jeweils gleich null. Nach der Voriiberlegung miissen daher die
unteren (n — r) Zeilen von T~ ATe; gleich null sein. Damit ist alles gezeigt. [
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Aufgabe —2

Ae M(nxn,K), UV C K" Unterrdume mit K" =U @V, AU) Cc U, A(V) C V.
Sei r:=dimU, s :=dim V.

Behauptung. Es gibt ein T € GL,(K) derart, dass T"*AT die Blockform

v (B O
roar- (1)

fir gewisse Matrizen B € M(r x r, K) und und C € M(s x s, K) hat.

Beweis. Wéhle irgendeine Basis (uq, ..., u,) von U und irgendeine Basis (vy, ..., v;)
von V. Wegen K" = U @ V ist dann (uq,...,u,,v1,...,v,) eine Basis von K".
Schreibe wie in Aufgabe —3 diese Basisvektoren nebeneinander als Spalten in die
Matrix 7"

T = (uy| - |uplvi| - |vs) € M(n x n, K)

Da die Spalten von T linear unabhéngig sind, ist 7" eine regulére Matrix.

Es gilt auch die gleiche Vortiiberlegung: Fiir beliebiges x € K™ sind die Komponenten
des Vektors T~ 'z gerade die Koeffizienten der Basisdarstellung von z beziiglich der
zusammengesetzten Gesamtbasis.

Nun zeigen wir, dass T AT von der gewiinschten Form ist. Zunichst betrachten
wir die ersten r Spalten, sei also i = 1, ..., r beliebig. Die i-te Spalte von T~ AT ist
dann T-'ATe;, und wir miissen zeigen, dass deren unteren s Eintrige jeweils null
sind.

Dazu: Te; = u;, also ist ATe; wegen A(U) C U ein Vektor aus U. Da die Kom-
ponenten von T~ 1(ATe;) die Koeffizienten der Basisdarstellung von ATe; angeben,
miissen daher diejenigen Komponenten von T—!(ATe;), welche zu den Basisvektoren
zu V gehoren (das sind gerade die letzten s Stiick), jeweils null sein.

Analog zeigt man die gewtlinschte Form fir die letzten s Spalten: Seit =r+1,...,n
beliebig. Wir miissen zeigen, dass die ersten r Komponenten von T~ 1 ATe; jeweils
null sind.

Dazu: T'e; = v;_,, also liegt A(Te;) in V. Somit sind in der Basisdarstellung von A(Te;)
die ersten r Koeffizienten jeweils null, und somit sind die ersten » Komponenten
von T~ ATe; jeweils null. O]
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Aufgabe —1

A€ M(n xn,K), xa zerfalle in Linearfaktoren, A € K Eigenwert.

Behauptung. p9°(\) < p®()).

Beweis. Sei U := kern(A — A\1,,) C K™ der Eigenraum von A zum Eigenwert \. Es
gilt A(U) C U, denn:

Sei « € U beliebig. Dann gilt (A — A1, )z = 0, also folgt Az = A\l,z = Az. Da U ein
Unterraum ist, gilt Ax € U. Somit ist gezeigt, dass Ax € U.

Nach Aufgabe —3 gibt es damit eine Basiswechselmatrix 7" derart, dass die transfor-
mierte Matrix T-'AT die Blockgestalt

vn (B C
TAT_<OD

hat.

Die Matrix B ist eine Diagonalmatrix der Grofie (dim U) x (dim U), auf der Haupt-
diagonale steht entsprechend oft der Eigenwert A: Denn die Matrix A wirkt auf U
einfach durch Multiplikation mit A, das soll heiflen: Jeder Vektor z € U wird durch A
auf sein Vielfaches Az abgebildet. Insbesondere gilt dies fiir diejenigen Basisvektoren,
die man im Beweis der Aufgabe —3 benutzt hat, um die Matrix B aufzustellen.

Das charakteristische Polynom von A, iiber welches die algebraische Vielfachheit
von A definiert ist, stimmt mit dem von T~'AT {iiberein. Da wurde in der LA I
gezeigt, kann aber auch schnell wiederholt werden:

Xr-1ar(t) = det(T AT — t1,,) = det(T" (A — t1,,)T) = det(A — t1,,) = xa(t)

Rechnet man in Gedanken die Determinante aus, so sicht man, dass im gemeinsamen
charakteristischen Polynom der Faktor (¢ — A) mindestens so oft vorkommt, wie
der Eigenwert A auf der Hauptdiagonale von B vorkommt, also (dim U) Mal. Die
Behauptung folgt, da nach Definition p#°(\) = dimU. O
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In der Datei blatt3-aufgabell.jpeg fehlt ein Summand im charakteristischen Polynom (ganz oben): Es muss
heissen
t? —t(a +d) + ad — be.

In der Diskriminante fehlt das ad dann auch, es muss heissen
D = a* + 2ad + d* — 4ad + 4be.

Der Rest stimmt.
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Lineare Algebra II, SS 2011 24. Juni 2011 Vorschlag zum 6. Ubungsblatt

Losungsvorschlag zu Aufgabe 23 von Blatt 6

Sei V' endlich-dimensionaler K-Vektorraum und seien die Mengen
M, :={f:V — V*| f Isomorphismus}

und
My :={\:V x V — K| X nicht ausgeartete Bilinearform}

gegeben.

Behauptung. Es gibt eine Bijektion zwischen My und M.

Beweis. Durch kanonische Uberlegung kommt man auf die Abbildung

@: M1 e M2
o= elf) = ((z,y) = f(2)(y))

Dabei ist mit ¢(f) also folgende Abbildung gemeint,

o(f): VxV — K
(z,y) — f(@)(y),

und die Schreibweise f(x)(y) ergibt Sinn, denn da f € M, ist f(x) ein Element
von V* insbesondere also eine Abbildung, die ein Argument y € V' auf ein Element
von K schickt.

Warnung: Nicht ¢ mit ¢(f), und nicht f mit f(z) verwechseln!

Es ist nun zu zeigen, dass ¢ wohldefiniert, injektiv und surjektiv ist.

— Wohldefiniertheit: Zu zeigen ist, dass die Abbildung ¢(f) fir jedes f € M,
wirklich ein Element von M, ist, d.h. dass ¢(f) bilinear und nicht ausgeartet
ist.

Additivitit im ersten Argument: o(f)(z + Z,y) = flz + 2)(y) = (f(z) +
fF@)) = fo)y) + [(@)(y) = o()@,y) + o(f)(@,y) fir alle z, 7,y € V
(dabei folgt das zweite Gleichheitszeichen wegen der Linearitat von f und das
dritte nach Definition der Addition von Abbildungen)

Homogenitat im ersten Arqgument: ¢(f)(ax,y) = f(ax)(y) = (af(z))(y) =
af(z)(y) = ap(f)(z,y) fir alle z,y € V, a € K (das zweite Gleichheitszeichen
folgt wegen der Linearitat von f, das dritte nach Definition der Skalarmulti-
plikation von Abbildungen mit Koérperelementen)

Additivitat im zweiten Argument: o(f)(x,y +9) = f(z)(y +9) = f(z)(y) +
f@)(@) = o(f)(x)+e(f)(y) fir alle z,y, g € V (dabei folgt das zweite Gleich-
heitszeichen wegen der Linearitidt von f(z))

Homogenitit im zweiten Argument: o(f)(x,ay) = f(x)(ay) = af(z)(y) =
ap(f)(z,y) fir alle z,y € V, a € K (das zweite Gleichheitszeichen folgt wegen
der Linearitat von f(z))
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Nicht-Ausgeartetheit, Teil 1: Sei x € V fest. Sei ¢(f)(x,y) = 0 fiir alle y € V,
wir miissen zeigen, dass x = 0. Nach Voraussetzung gilt also f(x)(y) = 0
fir alle y € V, also ist schon die Abbildung f(z) die Nullabbildung, d.h. es
gilt f(xz) =0. Da f insbesondere injektiv ist, folgt x = 0.

Nicht-Ausgeartetheit, Teil 2: Sei y € V fest und gelte ¢(f)(x,y) = 0 fir
alle z € V, wir miissen zeigen, dass y = 0. Dazu zeigen wir, dass a(y) = 0 fir
alle a € V* nach Vorlesung folgt dann schon, dass y = 0. Sei also o € V*
beliebig. Da f insbesondere surjektiv ist, gibt es ein z € V mit f(z) = «a.
Somit folgt a(y) = f(x)(y) = 0.

— Injektivitdt: Seien f,g € My mit p(f) = ¢(g), wir mussen zeigen, dass f = g.

Nach Voraussetzung folgt zunéchst, dass f(x)(y) = g(x)(y) fir alle z,y € V.
Da diese Gleichheit fiir alle y € V' gilt, folgt f(z) = g(z). Da wiederum diese
Gleichheit fir alle z € V gilt, folgt f = g.

Warnung: Da M; und M; keine Vektorrdume sind, hat ¢ auch keine Chance,
linear zu sein. Daher geniigt es ohne gesonderte Begriindung hier nicht, den
typischen Ansatz ¢(f) = 0 zu machen und danmn zu versuchen, f = 0 zu
folgern.

— Surjektivitdat: Sei A € M, eine beliebige nicht ausgeartete Bilinearform. Wir
miissen ein f € M; mit ¢(f) = A finden; ausgeschrieben bedeutet das, dass ¢(f)(z,y) =
f(@)(y) = Mz, y) fur alle x,y € V gelten soll.

Davon inspiriert definieren wir:

£V — v
r — f(z) =(y— AMz,9))

Dabei ist mit f(z) also die Abbildung

flz): V. — K
y — [@)(y) = Az,y)
gemeint. Direkt nach Definition ist dann klar, dass ¢(f) = \; wir miissen aber
noch zeigen, dass f wohldefiniert und wirklich ein Element von M ist.

Wohldefiniertheit: Zu zeigen ist, dass f(x) fiir alle 2 € V wirklich ein Element
von V* ist, also wirklich eine lineare Abbildung von V' nach K ist. Wir miissen
also nachpriifen, ob

f@)y+9) = f@)(y) + f(2)(@) uwnd f(z)(ay) = af(z)(y)
fiur alle y,5 € V und a € K gilt. Wenn wir die Definition von f(x) einsetzen,
folgt das sofort tiber die Linearitdt von A im zweiten Argument.

Um zu zeigen, dass f ein Element von M ist, miissen wir zeigen, dass f linear,
injektiv und surjektiv ist.

Linearitdt von f: 7Zu zeigen ist, dass

flx+2) = f(z)+ f(Z) wnd flar) = af(z)
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fir alle z,7 € V und a € K gilt. Da auf den linken und rechten Seiten jeweils
Abbildungen (von V nach K) stehen, sind diese Aussagen gleichbedeutend
damit, dass

flx+2)(y) = f2)(y) + f(@)(y) uwnd  flax)(y) = af(z)(y)

fir alle z,z,y € V und a € K gilt. Wenn wir die Definition von f einsetzen,
folgt das sofort iber die Linearitdt von A im ersten Argument.

Injektivitat von f: Sei f(x) = 0 (Nullabbildung von V' nach K'), wir miissen
zeigen, dass © = 0. Nach Voraussetzung gilt also f(x)(y) = 0(y) = 0 fir
alle y € V; nach Definition folgt somit A(z,y) = 0 fiir alle y € V. Da A nicht
ausgeartet ist, gilt somit x = 0.

Surjektivitdt von f: Dazu hilft die Dimensionsformel:
dimim f = dimV — dimker f =dimV — 0 =dim V = dim V*,
also folgt im f = V* und damit die Surjektivitdat von f. m

Abschlieflend noch ein paar Bemerkungen:

1. Die Hauptaufgabe bestand darin, auf die Abbildungsvorschrift von ¢ zu kom-
men. Danach waren zwar noch viele Nachweise zu erbringen, die meisten konn-
te man aber recht knapp erledigen. Um Unklarheiten vorzubeugen, wollte ich
hier auch nichts abkiirzen; in der Klausur hatte man aber an einigen Stellen
(beispielsweise bei den Lineaeritatspriifungen) auch einfach  klar“ hinschrei-
ben koénnen.

2. In der Linearen Algebra I hatten wir uns iiberlegt, dass es stets einen kano-
nischen Isomorphismus von V' in den Bidualraum (V*)* gibt. Die Aufgabe
zeigt, dass es im Allgemeinen aber keinen kanonischen Isomorphismus von V/
nach V* gibt, da es im Allgemeinen auch keine kanonische Bilinearform auf V'
gibt.

Ist V allerdings nicht irgendein Vektorraum, sondern ein euklidischer, so kommt V'
ja mit einem Skalarprodukt (-,-) daher; nach Definition ist das Skalarprodukt
gerade eine nicht ausgeartete Bilinearform, also ein Element von M;, womit
man in diesem Fall doch einen kanonischen Isomorphismus von V' nach V*
angeben kann, namlich ¢~ 1((-,-)).

3. Im Kontext der Programmiersprache Haskell kommt der Ubergang von M,
zu My sehr haufig vor. Man spricht da von ,,Currying®, nach dem Mathematiker
und Logiker Haskell Curry.
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In der Datei blatt6-aufgabe24-seitel.jpeg steht unten im Fazit, dass der Rang der Matrix 0 sei. Das ist falsch:
Der Rang ist 3, da es eben keine Nuller auf der Hauptdiagonale der Sylvesterform gibt.

Gaebe es genau eine Null auf der Hauptdiagonale, waere der Rang 2; bei zwei Nullern waere er 1; und bei
drei Nullern waere er 0.
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Lineare Algebra II, SS 2011 24. Juni 2011 Gleichheit von Abbildungen

Gleichheit von linearen Abbildungen

Seien V', W Vektorrdume iiber einem Korper K.

Seien f,g:V — W Abbildungen. Nach Definition gilt dann:
f=9g = fv)=g) firalleveV

Um festzustellen, ob f und g gleich sind, muss man also die Gleichheit an jeder
Stelle v € V iberpriifen. Im Fall, dass f und ¢ linear sind, kann man sich aber
ein bisschen Arbeit sparen! Und zwar gentigt es, ,die Gleichheit auf einer Basis zu
testen”:

Proposition. Sei (vy,...,v,) eine Basis von V und f, g seien linear.
Dann gilt:

f=9 = fwn) =gl firi=1,...,n.

Beweis. ,=“: Klar.

=% Sei v € V beliebig, wir miissen f(v) = g(v) zeigen. Dazu schreiben wir v als
Linearkombination der Basisvektoren,

v = Z(Zﬂ)i
i=1
fiir gewisse ay, .. .,a, € K. Dann folgt:
fv) = f(ZLiaw) = Xiaf(v)

g(v) = g(XZi; aiv;) sy aig(vi)

Lineare Algebra II, SS 2011 24. Juni 2011 Gleichheit von Abbildungen

Gleichheit von Bilinearformen

Sei V ein Vektorraum tuber K.

Seien A, u: V' x V' — R Abbildungen. Nach Definition gilt dann:
A=p & MNzyy) =p(e,y) fur alle z,y € V

Um festzustellen, ob A und g gleich sind, muss man also die Gleichheit an jeder
Stelle (z,y) € V x V tuberpriifen. Im Fall, dass A und p Bilinearformen sind, man
sich aber ein bisschen Arbeit sparen! Und zwar gentigt es, ,die Gleichheit auf einer
Basis zu testen“:

N

Proposition. Seien (vy,...,v,) und (w,...,w,) Basen von V und X\, u seien bili-
near. Dann gilt:

A

pooe Mo, wy) = plv,wy) furd,j=1,...,n.

Beweis. ,=“: klar.

=% Selen v,w € V beliebig, wir miissen A(v,w) = p(v, w) zeigen. Dazu schreiben
wir v und w als Linearkombinationen der Basisvektoren,

v = Zaivi, w = ijwj
i=1 j=1
fur gewisse aq,...,an,b1,...,b, € K. Dann folgt:
Mo, w) = ANy @iy, g bjwy) = 30 3T aibiA(vi, wy)
|

plo,w) = p(Xiy avy, 5 bjwy) = X, 30 aibju(vi, wy)
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Skalarprodukt und Norm

Def.:

Bsp.:

(Skalarprodukt)

Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V' ist eine Abbildung
B:V xV —R,

welche bilinear, symmetrisch und positiv definit ist.

Das bedeutet im Einzelnen fur alle z,z’,y,y € V, a € R:

B(z +2',y) = B(z,y) + B(z',y) (1)
Blaz,y) = aB(z,y) (2)
B(z,y +y') = B(z,y) + B(x,y) (3)
B(z,ay) = aB(z,y) (4)
B(z,y) = B(y,z) (5)
B(z,z) >0 (6)
B(x,z) =0 = x=0 (7)

Man schreibt auch gerne:
<$’y>7 (m,y), T-y

fir B(z,y). Anschaulich hat das Skalarprodukt von zwei Vektoren etwas mit dem
Winkel zwischen ihnen zu tun. Zwei Vektoren stehen genau dann aufeinander senk-
recht, wenn ihr Skalarprodukt null ist.

(Beispiele fiir Skalarprodukte)

Das sog. Standardskalarprodukt (oder auch euklidische Skalarprodukt) auf dem R
ist definiert durch:

x1 Y1
< N P >1=$1yl+"'+$niyn
T, Yn

Ist ferner A € R™*™ irgendeine symmetrische und positiv definite Matrix, so defi-
niert die Setzung

(z,y) ="vAy
fir z,y € R™ auch ein Skalarprodukt auf dem R™.
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Def.: (Norm)

Eine Norm auf einem reellen Vektorraum V ist eine Abbildung
[-1:V—R,

welche fur alle z,y € V, a € R folgende Axiome erfiillt:

]l >0 (8)
[ =0 = =0 (9)
laz|| = lalll] (10)
Iz +yll < llz[| + llyll (11)

Anschaulich ist die Norm eines Vektors einfach seine Lange; jede Norm hat aber
eine andere Vorstellung davon, was ,Lange* bedeuten soll. Nur die euklidische
Norm stimmt mit dem Langenbegriff aus der Schule iiberein.

Bsp.: (Beispiele fiir Normen)

Einige Beispiele fiir Normen auf dem R" sind:

Ht(x17 s ;xn>||2 = \/m

I, wa)lly = o] + - + |l
(1, @)oo := max |z
i=1,...,n
Die erste Norm dieser Aufzahlung, |||z, heifit auch Standardnorm oder euklidische

Norm. Auflerdem liefert jedes Skalarprodukt ein Beispiel fiir eine Norm:
Prop.: (Zusammenhang zwischen Skalarprodukten und Normen)
Ist B irgendein Skalarprodukt auf V, so ist die Abbildung
IV — R
r — +/B(x, )
eine Norm auf V. Hat man in einer konkreten Situation ein bestimmtes Skalar-

produkt gegeben, und wird nichts spezielles iiber Normen gesagt, ist immer die so
definierte Norm gemeint.

Nicht jede Norm kommt auf diese Weise von einem Skalarprodukt.
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Orthogonalitat von Vektoren

Sei V ein Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt (-,-) definiert ist.

Def.:

Def.:

Def.:

Def.:

(Normierung von Vektoren)

Ist v € V irgendein Vektor mit v # 0, so ist die Normierung von v definiert als

der Vektor )
— ..
[ v]]

Unabhéngig von der Norm von v hat dieser stets die Norm 1.
(Orthogonalitat von Vektoren)

Eine Familie (vy,...,v) von Vektoren aus V heifit genau dann orthogonal (oder
auch Orthogonalsystem), wenn fir alle 4,j = 1,..., k mit i # j gilt:

<Uiv Uj> =0,

d.h. wenn je zwei Vektoren der Familie aufeinander senkrecht stehen.

Jede orthogonale Familie von Vektoren, in der nicht der Nullvektor vorkommt, ist
linear unabhéngig. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht.

Warnung: Ein und dieselbe Familie kann beziiglich verschiedener Skalarproduk-
te mal schon und mal nicht orthogonal sein, daher muss man immer dazusagen,
welches Skalarprodukt gemeint ist.

(Orthonormalitat von Vektoren)

Eine Familie (vq,...,vx) von Vektoren auf V' heifit genau dann orthonormal (oder
auch Orthonormalsystem), wenn fir alle i,5 = 1,..., k gilt:
1 firi=y,
Vi, Vj) = 57, -
(v v3) ! {O sonst,

d.h. wenn jeder Vektor der Familie Lénge 1 hat (also normiert ist) und je zwei
Vektoren aufeinander senkrecht stehen.

Jede orthonormale Familie von Vektoren ist linear unabhangig. Die Umkehrung
dieser Aussage gilt nicht.

(Orthonormalbasis)

Eine Orthonormalbasis (ONB) ist eine Basis (vy,...,v,) derart, dass die Fami-
lie (vy,...,v,) orthonormal ist.

Jede beliebige Basis kann mit dem Gram—Schmidt-Verfahren orthonormiert wer-
den.
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Eigenschaften von Matrizen

Sei in diesem Abschnitt (-, -) das Standardskalarprodukt auf dem R” und || - || die Stan-
dardnorm auf dem R”.

Def. (Symmetrie von Matrizen)

Eine Matrix M € R™ " heifit genau dann symmetrisch, wenn gilt:

M =M.

Def.: (Orthogonalitit von Matrizen)

Eine Matrix M € R™*" heifit genau dann orthogonal, wenn schon eine der folgenden
aquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. 'M-M =1,.

2. M -'M=1,.

3. M ist invertierbar mit M~! =M.

4. Die Spalten von M bilden beziiglich des Standardskalarprodukts in R™ ein
Orthonormalsystem (!).

5. Die Zeilen von M bilden beziiglich des Standardskalarprodukts in R™ ein Or-
thonormalsystem (!).

6. (Mv, Mw) = (v,w) fir alle v,w € R™.
7. ||Mv|| = [jv] fir alle v € R™.
Def. (Positive Definitheit von Matrizen)

Eine symmetrische Matrix M € R™™ heiflt genau dann positiv definit, wenn schon
eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
1. (Mv,v) > 0 fur alle v € R* mit v # 0.
2. Alle Diagonaleintriage der Sylvesterform von M sind 1.
3. Alle Eigenwerte von M sind positiv.
4. Alle Hauptminoren von M sind positiv.
(Die Null zéhlt in den beiden Féllen jeweils nicht als positiv.)

Warnung: Ist M nicht symmetrisch, so sind die letzten drei Kriterien falsch, man
kann dann nur das erste anwenden. Dieser Fall kommt aber auch nicht so haufig
Vor.
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Hier eine kurze Erklarung zu Quadriken und der Hauptachsentransformation. Als
Grundlage diente teilweise eine Beschreibung von Markus Gohl vom Sommersemes-
ter 2010.

Quadriken

Definition. Eine Quadrik ist die Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms.
Das Polynom darf dabei mehr als nur eine Variable enthalten.

Beispiel. Die Teilmenge
20 80
5x2—4wy+8y2+x—y+4:0} C R?

@={(:) iR

des zweidimensionalen Raums ist eine Quadrik.

(Nullstellenmengen hat man auch schon in der Schule untersucht, da aber meistens
nur von Funktionen einer statt mehrerer veréanderlicher Variablen.)

Quadriken kann man in Koordinatensysteme einzeichnen, Wikipedia hat schone
Grafiken dazu: http://en.wikipedia.org/wiki/Quadric

Quadriken klassifiziert man in verschiedene Typen (Ellipsoid, Paraboloid, Kegel und
einige andere; die Wikipedia-Seite zahlt alle Typen auf). Bei der Hauptachsentrans-
formation geht es darum, ohne Zeichnung allein durch Rechnung festzustellen, wel-
chen Typ eine gegebene Quadrik hat.

Beispiel. Erinnert man sich an den Satz von Pythagoras, so sieht man, dass

o={(;)

ein Kreis um den Koordinatenursprung mit Radius 1 ist. Wenn man nun die Koor-
dinaten andert, beispielsweise

x2+y2—120}

A

r=2T—q
y=r+79

definiert, erhalt man die transformierte Quadrik

&)

I
—N—
VR

< &

~_
~
DO
>

|

<>

>2+<:e+yf>2—1—o},

fertig vereinfacht gibt das

o-{()

Zeichnet man diese Menge in ein Koordinatensystem ein, erhélt man einen defor-
mierten Kreis, eine Ellipse; allerdings ist das tiberhaupt nicht klar, wenn man nur die
transformierte Gleichung gegeben hat. Die Hauptachsentransformation ist nun eine
Methode, um aus einer gegebenen uniibersichtlichen Gleichung eine viel einfacherere
zu erhalten.

5:@2—2seg+2@2—1:o}.
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Hauptachsentransformation

Die Hauptachsentransformation kann man in vier Schritten als Rechenschema for-
mulieren:

Gegeben: eine beliebige Quadrik.
Gesucht: eine einfachere Form der Quadrik.
Verfahren:

0. Die gegebene Quadrik in Matrixsprache schreiben.

1. Die Matrix orthogonal diagonalisieren, d. h. eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren finden.

2. Wieder zuriick in Gleichungssprache iibersetzen.

3. Mittels quadratischer Erganzung die erhaltene Gleichung weiter ver-
einfachen.

Musterbeispiel

Es sei die zweidimensionale Quadrik

- {6

xf—l—4x1x2+x§+3x1—5x2—1:0}CR2

gegeben.

Schritt 0

In Matrixsprache schreibt sich die Quadrik als

Q= {x ERQMMx,x)—i-(b,x}—l—c:O},

1 2 3
v=(3 3) = (%) =1

und die spitzen Klammern (-, -) das Standardskalarprodukt im R? bezeichnen, zur

Erinnerung:
L1 Y1
) =x1 +x
< (@) <y2> > 19 2Y2

Die Matrix M, der Vektor b und die Zahl ¢ kommen dabei wie folgt zustande: Die
Zahl c ist der konstante Term des die Quadrik definierenden Polynoms, also der
Summand, der mit keiner der Variablen multipliziert wird.

wobei

Der Vektor b sammelt die Koeffizienten der linearen Glieder auf, also derjenigen
Summanden, in denen genau eine Variable genau einmal vorkommt.
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[Je nach Geschmack schreiben andere nicht .,(b, z)“, sondern ,,2(b, x)*, und miissen dann
als b entsprechend die Hélfte nehmen.|

Auf der Hauptdiagonale der Matrix M stehen die Koeffizienten der rein-quadrati-
schen Terme, d. h. der Summanden, in denen genau eine Variable genau zweimal vor-
kommt; im Beispiel sind das 2 und 3 (jeweils mit Koeffizient 1), nicht aber 4xx,.

Die restlichen Komponenten der Matrix ergeben sich aus den gemischt-quadratischen
Termen, d. h. den Summanden, in denen genau zwei Variablen jeweils genau einmal
vorkommen, im Beispiel ist das lediglich 4xx5. In die Matrix trdgt man aber nicht
einfach den Koeffizienten, im Beispiel also die Zahl 4, ein, sondern die Hélfte des
Koeffizienten (also 2), und zwar in gleich zwei Zellen der Matrix:

Beispiel. Der Term 4xyx5 schreibt vor, dass man in die (1,2)-Komponente (ers-
te Zeile, zweite Spalte) und in die (2,1)-Komponente (zweite Zeile, erste Spalte)
jeweils 4/2 = 2 eintrégt.

Bei einem hypothetischen anderen Term wie 12x3x; misste man in die (3, 7)-Kom-
ponente und in die (7, 3)-Komponente jeweils 12/2 = 6 eintragen.

Bemerkung. Wenn dieser Verfahrensschritt seltsam anmutet, kann man mal die
durch das Verfahren angegebene Gleichung in Matrixform, also (Mz, z)+ (b, z) +¢ =
0, durch Einsetzen eines beliebigen Vektors z = (34 ) fertig ausrechnen. Dabei wird
man feststellen, dass man wieder genau auf die urspriingliche Gleichung kommt.

Schritt 1

Nun muss man die Matrix orthogonal diagonalisieren. ,,Orthogonal” bedeutet dabei,
dass man nicht irgendeine Basis aus Eigenvektoren finden soll, sondern eine, die
sogar eine Orthonormalbasis ist.

(Zur Erinnerung: Eine Basis heifit ,,Orthonormalbasis, wenn jeder Vektor der Basis
Léange 1 hat und je zwei verschiedene Basisvektoren aufeinander senkrecht stehen.

Ein Vektor = hat genau dann Lénge 1, wenn ||z|| = \/{(z,x2) = 1. Vektoren z, y
stehen genau dann aufeinander senkrecht, wenn (x,y) = 0.)

Da die in Schritt 0 konstruierte Matrix stets symmetrisch ist, weifl man aus der
allgemeinen Theorie, dass es auf jeden Fall moglich ist, die Matrix orthogonal zu
diagonalisieren, man muss nur das Standardprogramm durchziehen:

— Charakteristisches Polynom:

X(A):det<1_/\ 2 >:(1—)\)2—4:)\2—2>\—3:()\+1)()\—3)

2 1—A
— Eigenwerte (= Nullstellen des charakteristischen Polynoms):
)\1 - —1, )\2 - 3
— Eigenraume:

. . I+1 2\ 2 2\ 1
zum Eigenwert —1: ker ( 9 14 1) = ker <2 2) = span { <_1>}
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. 1-3 2 -2 2 1
zum Eigenwert 3: ker < 9 1 3> = ker < 9 _2> = span { <1>}

— Mogliche Orthonormalbasis aus Eigenvektoren:

B = (’1)1,'02),

O )

Léasst man die beiden Normierungsfaktoren % weg, hat man zwar immer noch

eine Basis aus Eigenvektoren, aber nicht mehr eine orthonormale Basis aus
Eigenvektoren. Den richtigen zu verwendenen Normierungsfaktor erhélt man
tiber die Formel 1/(Lange des zu normierenden Vektors).

wobei

Schliellich muss man noch darauf achten, dass je zwei verschiedene Basisvekto-
ren aufeinander senkrecht stehen. Dazu muss man speziell in diesem Beispiel
aber nicht einmal eine Rechnung durchfithren, denn man weifl aus allgemei-
ner Theorie, dass Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix zu verschiedenen
Eigenwerten notwendigerweise aufeinander senkrecht stehen.

— Basistransformation:

M= SMS™,

= -1 0 1 1 1

=0 5) =l 1)
(Zur Erinnerung: In der Diagonalform M stehen auf der Hauptdiagonale die
Eigenwerte (in der Reihenfolge, wie man sie bei ihrer Berechnung oben beliebig
festgelegt hat) und auBerhalb der Hauptdiagonale Nullen, und in die Matrix S
schreibt man die Eigenvektoren (in derselben Reihenfolge) nebeneinander als

Spalten. Der Ubersichtlichkeit ist hier der gemeinsame Faktor % nach vorne

wobei

gezogen. )

Schritt 2

Jetzt erfolgt die Riickiibersetzung:

(M#,2) + (!Sb, &) + ¢ = }

2
—:@%+3£§+@1—@2—1:o}

Diese transformierte Form zeichnet sich dadurch aus, dass es keine gemischt-quadra-
tischen Terme mehr gibt; in diesem Sinn ist diese Form einfacher als die urspriinglich
gegebene.
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Grafisch gilt zwar nicht, dass Q) = @, aber @ entsteht aus ) ,,vermoge der orthogo-
nalen Basistransformation *S“. Anschaulich hat man das Koordinatensystem so ge-
dreht und gespiegelt, dass die neuen Koordinatenachsen mit den Achsen der Quadrik
(den sog. Hauptachsen!) iibereinstimmen; dadurch vereinfachte sich die Gleichung,.

Wenn man konkret zwischen Originalpunkten und transformierten Punkten umrech-
nen mag, kann man das mithilfe der beiden Formeln

& ="9z
z=('"S)"'s = S%
tun, wobei man sich praktischerweise die Invertierung von S sparen kann, da man
aus der allgemeinen Theorie weif}, dass das Inverse einer orthogonalen Matrix (d. h.

einer Matrix, deren Spalten eine Orthonormalbasis bilden — das ist hier der Fall)
einfach durch ihre Transponierte gegeben ist.

Schritt 3

In diesem letzten Schritt nutzt man quadratische Ergénzung, um die noch iibrigen
linearen Terme zu entfernen und so die Gleichung noch weiter zu vereinfachen.

A 1
= —27 4+ 8 + 373 51
. 41
= —27+ 325 + —,
1 2 6
wobei
s . 4
T =T — —=,
SRV
A . 1
To =X a2

2_3\/§

(Die quadratische Erganzung funktioniert so: Als erstes fasst man die Terme zu
den verschiedenen Variablen zusammen und klammert die Koeffizienten der qua-
dratischen Glieder jeweils aus. Dann erganzt man mithilfe der ersten oder zweiten
binomischen Formel, und schlielich vereinfacht man soweit wie moglich.)

Als Endergebnis erhélt man somit:

A A A A~ 41
Q::{( ;>|—:@§+3§:3+6=0}

Wikipedia (oder Auflésen nach Z; = +1/3%% + 41/6) sagt dann, dass es sich hierbei
um eine Hyperbel handelt.

=[>
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Siehe auch

Im Internet gibt es viele vollstandig durchgerechnete Beispiele zu Quadriken, hier
ein paar Links:

— http://www.mia.uni-saarland.de/Teaching/MFI07/kap49.pdf
(zweidimensionales Beispiel)

— http://m19s28.dyndns.org/iblech/stuff/carina-tutor-mehrere-variable/
(ganz unten; leicht andere Schreibweise als hier, daftir aber eine Staatsexamens-
aufgabe)

— http://www.arndt-bruenner.de/mathe/scripts/eigenmatrix.htm
(Rechner fiir zwei- und dreidimensionale Quadriken)



In einer frueheren Version von quadriken.pdf stand leider faelschlicherweise an einigen Stellen S statt S-
transponiert. In der jetzigen Version ist der Fehler korrigiert.
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