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Aufgabe −3

A ∈ M(n × n,K), U ⊂ Kn Unterraum mit A(U) ⊂ U . (U ist also ein für A
invarianter Unterraum.) Sei r := dimU .
Behauptung. Es gibt ein T ∈ GLn(K) derart, dass T−1AT die Blockform

T−1AT =
(
B C
0 D

)
für gewisse Matrizen B ∈ M(r × r,K), C ∈ M(r × (n − r), K) und D ∈ M((n −
r)× (n− r), K) hat.

Beweis. Wähle irgendeine Basis (u1, . . . , ur) von U . Ergänze diese Basis zu einer Ba-
sis (u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un) von ganz Kn. Schreibe diese Basisvektoren als Spalten
nebeneinander in die Matrix T :

T = (u1| · · · |ur|ur+1| · · · |un) ∈M(n× n,K)
Da die Spalten von T linear unabhängig sind, ist T eine reguläre Matrix.
Vorüberlegung für gleich (möglicherweise auch schon aus LA I ”klar“): Sei x ∈ Kn
ein beliebiger Vektor, seine Basisdarstellung bezüglich der gewählten Gesamtbasis
von Kn sei

x =
n∑
j=1

αjuj

für gewisse Skalare α1, . . . , αn ∈ K. Dann gilt: Der Vektor T−1x besteht gerade aus
diesen Skalaren, d. h. es gilt

T−1x =


α1
...
αn

 .
Denn:

T−1x =
n∑
j=1

αj T
−1uj︸ ︷︷ ︸
= ej

=


α1
...
αn

,
wobei ei den i-ten kanonischen Einheitsvektor in Kn bezeichne. Ende der Vorüber-
legung.
Es ist noch zu zeigen, dass T−1AT von der gewünschten Form ist. Dazu ist nur zu
zeigen, dass die unteren (n − r) Zeilen der ersten r Spalten von T−1AT gleich null
sind.
Sei also i = 1, . . . , r beliebig, wir wollen die i-te Spalte von T−1AT betrachten. Diese
kann man rechnerisch schreiben als

T−1ATei.

Es gilt nun ATei = Aui ∈ U wegen der Voraussetzung A(U) ⊂ U und ui ∈ U
(denn i ≤ r). Schreibt man in Gedanken den Vektor ATei in der Basisdarstellung
der gewählten Gesamtbasis von Kn aus, sind die Koeffizienten vor den Basisvekto-
ren ur+1 bis un also jeweils gleich null. Nach der Vorüberlegung müssen daher die
unteren (n− r) Zeilen von T−1ATei gleich null sein. Damit ist alles gezeigt.

1



Lineare Algebra II, SS 2011 13. Mai 2011 Vorschlag zum 0. Übungsblatt

Aufgabe −2

A ∈M(n× n,K), U, V ⊂ Kn Unterräume mit Kn = U ⊕ V , A(U) ⊂ U , A(V ) ⊂ V .
Sei r := dimU , s := dimV .

Behauptung. Es gibt ein T ∈ GLn(K) derart, dass T−1AT die Blockform

T−1AT =
(
B 0
0 C

)

für gewisse Matrizen B ∈M(r × r,K) und und C ∈M(s× s,K) hat.

Beweis. Wähle irgendeine Basis (u1, . . . , ur) von U und irgendeine Basis (v1, . . . , vs)
von V . Wegen Kn = U ⊕ V ist dann (u1, . . . , ur, v1, . . . , vn) eine Basis von Kn.
Schreibe wie in Aufgabe −3 diese Basisvektoren nebeneinander als Spalten in die
Matrix T :

T = (u1| · · · |ur|v1| · · · |vs) ∈M(n× n,K)

Da die Spalten von T linear unabhängig sind, ist T eine reguläre Matrix.
Es gilt auch die gleiche Vorüberlegung: Für beliebiges x ∈ Kn sind die Komponenten
des Vektors T−1x gerade die Koeffizienten der Basisdarstellung von x bezüglich der
zusammengesetzten Gesamtbasis.
Nun zeigen wir, dass T−1AT von der gewünschten Form ist. Zunächst betrachten
wir die ersten r Spalten, sei also i = 1, . . . , r beliebig. Die i-te Spalte von T−1AT ist
dann T−1ATei, und wir müssen zeigen, dass deren unteren s Einträge jeweils null
sind.
Dazu: Tei = ui, also ist ATei wegen A(U) ⊂ U ein Vektor aus U . Da die Kom-
ponenten von T−1(ATei) die Koeffizienten der Basisdarstellung von ATei angeben,
müssen daher diejenigen Komponenten von T−1(ATei), welche zu den Basisvektoren
zu V gehören (das sind gerade die letzten s Stück), jeweils null sein.
Analog zeigt man die gewünschte Form für die letzten s Spalten: Sei i = r+1, . . . , n
beliebig. Wir müssen zeigen, dass die ersten r Komponenten von T−1ATei jeweils
null sind.
Dazu: Tei = vi−r, also liegtA(Tei) in V . Somit sind in der Basisdarstellung vonA(Tei)
die ersten r Koeffizienten jeweils null, und somit sind die ersten r Komponenten
von T−1ATei jeweils null.
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Aufgabe −1

A ∈M(n× n,K), χA zerfalle in Linearfaktoren, λ ∈ K Eigenwert.

Behauptung. µgeo(λ) ≤ µalg(λ).

Beweis. Sei U := kern(A− λ1n) ⊂ Kn der Eigenraum von A zum Eigenwert λ. Es
gilt A(U) ⊂ U , denn:
Sei x ∈ U beliebig. Dann gilt (A− λ1n)x = 0, also folgt Ax = λ1nx = λx. Da U ein
Unterraum ist, gilt λx ∈ U . Somit ist gezeigt, dass Ax ∈ U .
Nach Aufgabe −3 gibt es damit eine Basiswechselmatrix T derart, dass die transfor-
mierte Matrix T−1AT die Blockgestalt

T−1AT =
(
B C
0 D

)

hat.
Die Matrix B ist eine Diagonalmatrix der Größe (dimU)× (dimU), auf der Haupt-
diagonale steht entsprechend oft der Eigenwert λ: Denn die Matrix A wirkt auf U
einfach durch Multiplikation mit λ, das soll heißen: Jeder Vektor x ∈ U wird durch A
auf sein Vielfaches λx abgebildet. Insbesondere gilt dies für diejenigen Basisvektoren,
die man im Beweis der Aufgabe −3 benutzt hat, um die Matrix B aufzustellen.
Das charakteristische Polynom von A, über welches die algebraische Vielfachheit
von λ definiert ist, stimmt mit dem von T−1AT überein. Da wurde in der LA I
gezeigt, kann aber auch schnell wiederholt werden:

χT−1AT (t) = det(T−1AT − t1n) = det(T−1(A− t1n)T ) = det(A− t1n) = χA(t)

Rechnet man in Gedanken die Determinante aus, so sieht man, dass im gemeinsamen
charakteristischen Polynom der Faktor (t − λ) mindestens so oft vorkommt, wie
der Eigenwert λ auf der Hauptdiagonale von B vorkommt, also (dimU) Mal. Die
Behauptung folgt, da nach Definition µgeo(λ) = dimU .
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