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Lineare Algebra II, WS 11/12 20. Februar 2012 Jordannormalform & Co.

Blatt 5, Aufgabe 22(d)

Gegeben ist die nilpotente Matrix

A= e RV

T )
_— o O O
_ o O O
o O O O

gesucht ist ihre Jordanform und eine Jordanbasis. Zunéchst stellen wir die Jordanform auf:
1. Das charakteristische Polynom ist x4 = (—X)*, da A nilpotent.

2. Die Grobstruktur fiir die Jordannormalform ist also

4x4 ,

da das charakteristische Polynom aus genau einem Linearfaktor besteht.

3. Es gibt insgesamt fiinf Moglichkeiten fiir die Feinstruktur:

O =
O =

S =

O =
[an}
—_

[0] 0 “ [0]

(e

4. Wegen A # 0, A% # 0, A3 = 0 ist der Nilpotenzgrad 3 und damit ps = X?3. Nach dem
Minimalpolynomkriterium ist also der grofite Jordanblock ein 3x3-Block, also bleibt
nur die Moglichkeit

O =
O =

[0]

Nun suchen wir eine Jordanbasis. Dazu hétten wir die Jordanform gar nicht benétigt (im
Gegenteil — aus der Struktur der Basis kann man die Jordanform ablesen), aber sie hilft zur
Orientierung.

1. Wie oben ist x4 = (—X)™.

2. Nebenrechnungen ergeben folgende Basen:

ker (A —07) = span{eq,es — €3} (1)
ker (A — 0I)* = span {e4, €5 — €3, €5} (2)
ker (A — 0I)* = span {e4, e5 — €3, €, €1}, fertig. (3)

Es hier gleich mehrere Griinde, wieso wir nach dem dritten Kern authoren durften:
Mehr als vier Dimensionen finden wir im R* sowieso nicht; die Dimension der alge-
braischen Vielfachheit ist erreicht; der Exponent ist die Vielfachheit von (X — 0) im
Minimalpolynom.
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3. Der hochste noch nicht verbrauchte Kern ist ker (A — 0I)3. Die ,,verbotenen Vektoren*
sind die Basisvektoren des néchstniedrigeren Kerns; wir wéhlen e; als Vektor, der im
hochstern Kern, aber nicht im Spann der verbotenen Vektoren liegt. Dann ergeben sich

die Basisvektoren (A — 0I)%ey, (A — 01)ey, g, also

0\ [0\ (1
ol 1| [o
o 1] |o )
2) \1) \o

(in dieser Reihenfolge). Damit haben wir eine Teilbasis fiir den 3x3-Block bestimmt.

Bem.: Wir hétten auch 17¢; oder e; + ey anstelle von e; verwenden kénnen. Jedoch
hatte das Verfahren mit e; oder 17e, nicht funktioniert.

Da wir die Jordanform schon aufgestellt haben, konnen wir jetzt schon sehen, dass nur
noch ein Eigenvektor fehlt. Wir kénnen aber auch streng nach Schema vorgehen:

Dazu miissen wir zunéchst wieder den héchsten Kern ker (A — 07)% untersuchen. Die
verbotenen Vektoren sind dann die drei Basisvektoren in (4) sowie die drei Kernvektoren
in (2). Alle Basisvektoren der hochsten Kerns liegen aber schon im Spann dieser sechs
Vektoren, also ist ker (A — 0I)% | verbraucht®.

Daher miissen wir den néchsten Kern, ker (A — 07)?, untersuchen. Die verbotenen
Vektoren sind dann andere, namlich die drei Basisvektoren in (4) sowie die beiden
Kernvektoren in (1). Wieder liegen aber alle Basisvektoren von ker (A — 0)? schon im
Spann dieser fiinf Vektoren, also ist auch ker (A — 0)? verbraucht.

Es bleibt also nur der Kern ker (A — 0I) mit den Basisvektoren ey und es — e3. Die
verbotenen Vektoren sind dann lediglich die drei Basisvektoren in (4); der Basisvektor es—
es liegt nicht im Spann der verbotenen Vektoren und kann daher verwendet werden.

Damit haben wir eine Teilbasis fir den 1x1-Block bestimmt:

Bem.: Wir hatten auch 17(es — e3) oder (e — e3) + 30ey verwenden konnen. Nicht
funktioniert hatten es und 17e4.

4. Insgesamt erhalten wir

S71AS = J,
wobei
0 01 0
010 1
5= 01 0 -1
2 1 0 0
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Lineare Algebra II, WS 11/12  17. Januar 2012 Vorschlag zum 10. Ubungsblatt

Blatt 10, Aufgabe 46

In der Ubung hatten wir nicht mehr geschafft, eine Orthonormalbasis von UL zu
bestimmen, wobei U = span M mit M = {v;, v} C R* und

1++/2 1—+/2
1

1
U]_— 1+\/§, UQ— 1_\/§
1 1

Das geht so:

Zunachst ist es hilfreich, sich an Aufgabe 38 von Blatt 9 zu erinnern. Diese sagt
niamlich, dass sich U+ = (span M)+ einfacher als U+ = M~ bestimmen lésst. Dies
fithrt dann auf ein lineares Gleichungssystem:

ML: r e R,

(x,v1) =0, (z,v9) = 0}

T 14+v2 1 14+v2 1\ |29 0
3 1_\/§ 1 1—\/§ 1 T3
T4 T4
xl xl
Zs3 01 01 I3
- { (21, 2, 3, 24)" ‘ T3 = —T1,T4 = —m}
- { L1, L2, = _$2)T’$1,$2 € R}
= {.T +-T2(07 1,0, —1)T ‘ T1, T2 € R}
1 0
1
= span 1] 0
0 —1

In Schritt (x) wurde die eigentliche Hauptarbeit geleistet, ndmlich das lineare Glei-
chungssystem auf eine einfache Form zu bringen (verwendete Zeilentransformationen:
I =11+ :=11/2, ' :=1—1I, I' := 1//2, II' := 11 — I); das kann man natiirlich
auch auf andere Arten und Weisen machen.

In der letzten Zeile der Rechnung steht dann bereits eine Basis von U+. Um aus
dieser eine Orthonormalbasis zu erhalten, kann man entweder das Gram—Schmidt-
Verfahren anwenden (funktioniert immer und man muss nur rechnen, nicht denken)
oder durch geschicktes Hinschauen selbst die Basis orthonormieren (geht manchmal
schneller).

Hier sieht man, dass die beiden Basisvektoren zufalligerweise schon aufeinander senk-
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recht stehen, also miissen sie nur noch normiert werden. Damit ist

1 0

1 0 1 1
V2 I -11"v2| 0
0 -1

eine mogliche Orthonormalbasis von U+,
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Blatt 13, Aufgabe 61(c)

Sei V' endlich-dimensionaler K-Vektorraum und seien die Mengen
M, :={f:V — V*| f Isomorphismus}

und
My :={B:V x V — K | B nicht ausgeartete Bilinearform}

gegeben.

Behauptung. Es gibt eine Bijektion zwischen My und M.

Beweis. Durch kanonische Uberlegung kommt man auf die Abbildung

@: M1 — M2
o= elf) = ((z,y) = f(2)(y))

Dabei ist mit ¢(f) also folgende Abbildung gemeint,

o(f): VxV — K
(z,y) — fl2)(y),

und die Schreibweise f(x)(y) ergibt Sinn, denn da f € M, ist f(z) ein Element
von V* insbesondere also eine Abbildung, die ein Argument y € V' auf ein Element
von K schickt.

Warnung: Nicht ¢ mit ¢(f), und nicht f mit f(z) verwechseln!

Es ist nun zu zeigen, dass ¢ wohldefiniert, injektiv und surjektiv ist.

— Wohldefiniertheit: Zu zeigen ist, dass die Abbildung ¢(f) fir jedes f € M,
wirklich ein Element von M, ist, d.h. dass ¢(f) bilinear und nicht ausgeartet
ist.

Additivitit im ersten Argument: o(f)(z + Z,y) = flz + 2)(y) = (f(z) +
f@)y) = f@)w) + f(@) () = o(f)(@,y) + o(f)(@,y) fir alle 2,7,y € V
(dabei folgt das zweite Gleichheitszeichen wegen der Linearitéat von f und das
dritte nach Definition der Addition von Abbildungen)

Homogenitat im ersten Arqgument: ¢(f)(ax,y) = f(ax)(y) = (af(z))(y) =
af(z)(y) = ap(f)(z,y) fir alle z,y € V, a € K (das zweite Gleichheitszeichen
folgt wegen der Linearitdt von f, das dritte nach Definition der Skalarmulti-
plikation von Abbildungen mit Kérperelementen)

Additivitat im zweiten Argument: o(f)(x,y +9) = f(z)(y +9) = f(z)(y) +
f(@)(@) = o(f)(x)+e(f)(y) fir alle z,y, g € V (dabei folgt das zweite Gleich-
heitszeichen wegen der Linearitidt von f(z))

Homogenitit im zweiten Argument: o(f)(z,ay) = f(x)(ay) = af(z)(y) =
ap(f)(z,y) fir alle z,y € V, a € K (das zweite Gleichheitszeichen folgt wegen
der Linearitat von f(z))
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Nicht-Ausgeartetheit, Teil 1: Sei x € V fest. Sei ¢(f)(x,y) = 0 fiir alle y € V,
wir miissen zeigen, dass x = 0. Nach Voraussetzung gilt also f(x)(y) = 0
fir alle y € V, also ist schon die Abbildung f(z) die Nullabbildung, d.h. es
gilt f(xz) =0. Da f insbesondere injektiv ist, folgt x = 0.

Nicht-Ausgeartetheit, Teil 2: Sei y € V fest und gelte ¢(f)(x,y) = 0 fir
alle z € V, wir miissen zeigen, dass y = 0. Dazu zeigen wir, dass a(y) = 0 fir
alle a € V* nach Vorlesung folgt dann schon, dass y = 0. Sei also o € V*
beliebig. Da f insbesondere surjektiv ist, gibt es ein z € V mit f(z) = «a.
Somit folgt a(y) = f(x)(y) = 0.

— Injektivitdt: Seien f,g € My mit p(f) = ¢(g), wir mussen zeigen, dass f = g.

Nach Voraussetzung folgt zunéchst, dass f(x)(y) = g(x)(y) fir alle z,y € V.
Da diese Gleichheit fiir alle y € V' gilt, folgt f(z) = g(z). Da wiederum diese
Gleichheit fir alle z € V gilt, folgt f = g.

Warnung: Da M; und M; keine Vektorrdume sind, hat ¢ auch keine Chance,
linear zu sein. Daher geniigt es ohne gesonderte Begriindung hier nicht, den
typischen Ansatz ¢(f) = 0 zu machen und dann zu versuchen, f = 0 zu
folgern.

— Surjektivitiat: Sei B € My eine beliebige nicht ausgeartete Bilinearform. Wir
miissen ein f € M; mit ¢(f) = B finden; ausgeschrieben bedeutet das,
dass o(f)(z,y) = f(x)(y) = B(z,y) fur alle x,y € V' gelten soll.

Davon inspiriert definieren wir:

iV — v
z — f(r) = (y+— B(z,y))

Dabei ist mit f(z) also die Abbildung

flz): V. — K
y — [f(2)(y) = B(z,y)
gemeint. Direkt nach Definition ist dann klar, dass ¢(f) = B; wir miissen aber
noch zeigen, dass f wohldefiniert und wirklich ein Element von M ist.

Wohldefiniertheit: Zu zeigen ist, dass f(x) fiir alle 2 € V wirklich ein Element
von V* ist, also wirklich eine lineare Abbildung von V' nach K ist. Wir miissen
also nachpriifen, ob

f@)y+9) = f@)(y) + f(@)(@) uwnd f(z)(ay) = af(z)(y)
fiur alle y,5 € V und a € K gilt. Wenn wir die Definition von f(x) einsetzen,
folgt das sofort tiber die Linearitdt von B im zweiten Argument.

Um zu zeigen, dass f ein Element von M ist, miissen wir zeigen, dass f linear,
injektiv und surjektiv ist.

Linearitit von f: 7Zu zeigen ist, dass

flx+2) = f(z)+ f(Z) und flar) = af(z)
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fir alle z,7 € V und a € K gilt. Da auf den linken und rechten Seiten jeweils
Abbildungen (von V nach K) stehen, sind diese Aussagen gleichbedeutend
damit, dass

flx+2)(y) = f2)(y) + f(@)(y) uwnd  flax)(y) = af(z)(y)

fir alle z,z,y € V und a € K gilt. Wenn wir die Definition von f einsetzen,
folgt das sofort tiber die Linearitdt von B im ersten Argument.

Injektivitat von f: Sei f(x) = 0 (Nullabbildung von V nach K'), wir miissen
zeigen, dass © = 0. Nach Voraussetzung gilt also f(x)(y) = 0(y) = 0 fir
alle y € V; nach Definition folgt somit B(x,y) = 0 fir alle y € V. Da B nicht
ausgeartet ist, gilt somit x = 0.

Surjektivitdt von f: Dazu hilft die Dimensionsformel:
dimim f = dimV — dimker f =dimV — 0 =dimV = dim V*,
also folgt im f = V* und damit die Surjektivitdat von f. m

Abschlieflend noch ein paar Bemerkungen:

1. Die Hauptaufgabe bestand darin, auf die Abbildungsvorschrift von ¢ zu kom-
men. Danach waren zwar noch viele Nachweise zu erbringen, die meisten konn-
te man aber recht knapp erledigen. Um Unklarheiten vorzubeugen, wollte ich
hier auch nichts abkiirzen; in der Klausur hatte man aber an einigen Stellen
(beispielsweise bei den Linearitétspriifungen) auch einfach  klar“ hinschreiben
konnen.

2. In der Linearen Algebra I hatten wir uns iiberlegt, dass es stets einen kano-
nischen Isomorphismus von V' in den Bidualraum (V*)* gibt. Die Aufgabe
zeigt, dass es im Allgemeinen aber keinen kanonischen Isomorphismus von V
nach V* gibt, da es im Allgemeinen auch keine kanonische Bilinearform auf V'
gibt.

Ist V allerdings nicht irgendein Vektorraum, sondern ein euklidischer, so kommt V'
ja mit einem Skalarprodukt (-,-) daher; nach Definition ist das Skalarprodukt
gerade eine nicht ausgeartete Bilinearform, also ein Element von M;, womit
man in diesem Fall doch einen kanonischen Isomorphismus von V' nach V*
angeben kann, namlich ¢~ 1((-,-)).

3. Im Kontext der Programmiersprache Haskell kommt der Ubergang von M,
zu My sehr haufig vor. Man spricht da von ,,Currying®, nach dem Mathematiker
und Logiker Haskell Curry.
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Hier eine kurze Erklarung zu Quadriken und der Hauptachsentransformation. Als
Grundlage diente grofitenteils eine Beschreibung von Markus Gohl vom Sommerse-
mester 2010.

Quadriken

Definition. Eine Quadrik ist die Nullstellenmenge eines quadratischen Polynoms.
Das Polynom darf dabei mehr als nur eine Variable enthalten.

Beispiel. Die Teilmenge
20 80
5x2—4wy+8y2+x—y+4:0} C R?

@={(:) iR

des zweidimensionalen Raums ist eine Quadrik.

(Nullstellenmengen hat man auch schon in der Schule untersucht, da aber meistens
nur von Funktionen einer statt mehrerer veréanderlicher Variablen.)

Quadriken kann man in Koordinatensysteme einzeichnen, Wikipedia hat schone
Grafiken dazu: http://en.wikipedia.org/wiki/Quadric

Quadriken klassifiziert man in verschiedene Typen (Ellipsoid, Paraboloid, Kegel und
einige andere; die Wikipedia-Seite zahlt alle Typen auf). Bei der Hauptachsentrans-
formation geht es darum, ohne Zeichnung allein durch Rechnung festzustellen, wel-
chen Typ eine gegebene Quadrik hat.

Beispiel. Erinnert man sich an den Satz von Pythagoras, so sieht man, dass

o={(;)

ein Kreis um den Koordinatenursprung mit Radius 1 ist. Wenn man nun die Koor-
dinaten andert, beispielsweise

x2+y2—120}

A

r=2T—q
y=r+79

definiert, erhalt man die transformierte Quadrik

&)

I
—N—
VR

< &

~_
~
DO
>

|

<>

>2+<:e+yf>2—1—o},

fertig vereinfacht gibt das

o-{()

Zeichnet man diese Menge in ein Koordinatensystem ein, erhélt man einen defor-
mierten Kreis, eine Ellipse; allerdings ist das tiberhaupt nicht klar, wenn man nur die
transformierte Gleichung gegeben hat. Die Hauptachsentransformation ist nun eine
Methode, um aus einer gegebenen uniibersichtlichen Gleichung eine viel einfacherere
zu erhalten.

5:@2—2seg+2@2—1:o}.
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Hauptachsentransformation

Die Hauptachsentransformation kann man in fiinf Schritten als Rechenschema for-
mulieren:

Gegeben: eine beliebige Quadrik.
Gesucht: eine einfachere Form der Quadrik.
Verfahren:

0. Die gegebene Quadrik in Matrixsprache schreiben.

1. Die Matrix orthogonal diagonalisieren, d. h. eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren finden.

2. Wieder zuriick in Gleichungssprache iibersetzen.

3. Mittels quadratischer Ergdnzung die erhaltene Gleichung weiter ver-
einfachen.

4. Falls lineare Terme tibrig bleiben: Zusatztransformation ausfithren.

Musterbeispiel

Es sei die zweidimensionale Quadrik

(%

xf+4x1x2+x§+3x1—5x2—1:0}CR2

gegeben.

Schritt 0
In Matrixsprache schreibt sich die Quadrik als

Q= {z e R*|(Ma,z) + (b,2) + c =0},

1 2 3
v=(y 1) = (%) =1

und die spitzen Klammern (-, -) das Standardskalarprodukt im R? bezeichnen, zur

Erinnerung:
L1 Y1
) =T+

Die Matrix M, der Vektor b und die Zahl ¢ kommen dabei wie folgt zustande: Die
Zahl c ist der konstante Term des die Quadrik definierenden Polynoms, also der
Summand, der mit keiner der Variablen multipliziert wird.

wobei
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Der Vektor b sammelt die Koeffizienten der linearen Glieder auf, also derjenigen
Summanden, in denen genau eine Variable genau einmal vorkommt.

[Je nach Geschmack schreiben andere nicht ,,(b, z)“, sondern ,,2(b, x)*, und miissen dann
als b entsprechend die Hélfte nehmen.]

Auf der Hauptdiagonale der Matrix M stehen die Koeffizienten der rein-quadrati-
schen Terme, d. h. der Summanden, in denen genau eine Variable genau zweimal vor-
kommt; im Beispiel sind das 22 und 3 (jeweils mit Koeffizient 1), nicht aber 4z x,.

Die restlichen Komponenten der Matrix ergeben sich aus den gemischt-quadratischen
Termen, d. h. den Summanden, in denen genau zwei Variablen jeweils genau einmal
vorkommen, im Beispiel ist das lediglich 4x;25. In die Matrix trdgt man aber nicht
einfach den Koeffizienten, im Beispiel also die Zahl 4, ein, sondern die Hélfte des
Koeffizienten (also 2), und zwar in gleich zwei Zellen der Matrix:

Beispiel. Der Term 4xjxy schreibt vor, dass man in die (1,2)-Komponente (ers-
te Zeile, zweite Spalte) und in die (2,1)-Komponente (zweite Zeile, erste Spalte)
jeweils 4/2 = 2 eintragt.

Bei einem hypothetischen anderen Term wie 12327 miisste man in die (3, 7)-Kom-
ponente und in die (7, 3)-Komponente jeweils 12/2 = 6 eintragen.

Bemerkung. Wenn dieser Verfahrensschritt seltsam anmutet, kann man mal die
durch das Verfahren angegebene Gleichung in Matrixform, also (Mz, z)+ (b, z) +¢ =
0, durch Einsetzen eines beliebigen Vektors x = (31 ) fertig ausrechnen. Dabei wird
man feststellen, dass man wieder genau auf die urspriingliche Gleichung kommt.

Schritt 1

Nun muss man die Matrix orthogonal diagonalisieren. ,,Orthogonal® bedeutet dabei,
dass man nicht irgendeine Basis aus Eigenvektoren finden soll, sondern eine, die
sogar eine Orthonormalbasis ist.

(Zur Erinnerung: Eine Basis heiit ,,Orthonormalbasis”, wenn jeder Vektor der Basis
Lange 1 hat und je zwei verschiedene Basisvektoren aufeinander senkrecht stehen.
Ein Vektor z hat genau dann Lénge 1, wenn ||z| = \/(z,z) = 1. Vektoren z, y
stehen genau dann aufeinander senkrecht, wenn (x,y) = 0.)

Da die in Schritt 0 konstruierte Matrix stets symmetrisch ist, weil man aus der
allgemeinen Theorie, dass es auf jeden Fall moglich ist, die Matrix orthogonal zu
diagonalisieren, man muss nur das Standardprogramm durchziehen:

— Charakteristisches Polynom:

X(/\):det<1_)‘ 2 >:(1—>\)2—4:>\2—2/\—3=(A+1)(>\—3)

2 1-A
— Eigenwerte (= Nullstellen des charakteristischen Polynoms):
)\1 == —1, )\2 == 3
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Sollte die Zahl 0 ein Eigenwert sein, sollte man an dieser Stelle darauf achten,
sie als letzten Eigenwert aufzufithren. Sonst funktioniert namlich Schritt 4
spéter nicht richtig.

Probe auf Verrechner: Die Summe der Eigenwerte (mit Vielfachheit gezahlt)
muss gleich der Summe der Diagonaleintrige von A sein. Hier geht die Probe
auf, da —14+3=2=1+1.

— BEigenraume:

. ) 1+1 2 _ 2 2\ 1
zum Eigenwert —1: ker < 9 14 1) = ker (2 2) = span { <_1>}

: 1-3 2 -2 2 1
zum Eigenwert 3: ker < 9 1_ 3> = ker ( 9 _2> = span { <1>}

— Mogliche Orthonormalbasis aus Eigenvektoren:

B = (U17U2)7

50 eal)

Léasst man die beiden Normierungsfaktoren % weg, hat man zwar immer noch
eine Basis aus Eigenvektoren, aber nicht mehr eine orthonormale Basis aus
Eigenvektoren. Den richtigen zu verwendenden Normierungsfaktor erhélt man
tiber die Formel 1/(Lange des zu normierenden Vektors).

wobei

Schlieflich muss man noch darauf achten, dass je zwei verschiedene Basisvekto-
ren aufeinander senkrecht stehen. Dazu muss man speziell in diesem Beispiel
aber nicht einmal eine Rechnung durchfiihren, denn man weifl aus allgemei-
ner Theorie, dass Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix zu verschiedenen
Eigenwerten notwendigerweise aufeinander senkrecht stehen.

— Basistransformation:

M = SMS™,

() sealho)

(Zur Erinnerung: In der Diagonalform M stehen auf der Hauptdiagonale die
Eigenwerte (in der Reihenfolge, wie man sie bei ihrer Berechnung oben beliebig
festgelegt hat) und auBlerhalb der Hauptdiagonale Nullen, und in die Matrix S
schreibt man die Eigenvektoren (in derselben Reihenfolge) nebeneinander als
Spalten. Der Ubersichtlichkeit ist hier der gemeinsame Faktor % nach vorne

gezogen.)

wobei
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Schritt 2

Jetzt erfolgt die Riickiibersetzung:
~ ). i'l
_

_ (=
=114,

Diese transformierte Form zeichnet sich dadurch aus, dass es keine gemischt-quadra-
tischen Terme mehr gibt; in diesem Sinn ist diese Form einfacher als die urspriinglich
gegebene.

(M#,2) 4+ (STb, &) + ¢ = o}

B 2 10
vzl

—&7 + 325 +

Grafisch gilt zwar nicht, dass () = Q, aber Q entsteht aus Q ,vermoge der orthogo-
nalen Basistransformation S7“. Anschaulich hat man das Koordinatensystem so ge-
dreht und gespiegelt, dass die neuen Koordinatenachsen mit den Achsen der Quadrik
(den sog. Hauptachsen!) iibereinstimmen; dadurch vereinfachte sich die Gleichung.

Wenn man konkret zwischen Originalpunkten und transformierten Punkten umrech-
nen mag, kann man das mithilfe der beiden Formeln

ST

(ST)'2 =Sk

s
x

tun, wobei man sich praktischerweise die Invertierung von S sparen kann, da man
aus der allgemeinen Theorie weif}, dass das Inverse einer orthogonalen Matrix (d. h.
einer Matrix, deren Spalten eine Orthonormalbasis bilden — das ist hier der Fall)
einfach durch ihre Transponierte gegeben ist.

Schritt 3

In diesem vorletzten Schritt nutzt man quadratische Ergdnzung, um die noch tibrigen
linearen Terme zu entfernen und so die Gleichung noch weiter zu vereinfachen.

8 2

>
— N
|
| oo
DO
>
—
~_—
+
w
VR
>
NN )
|
w
S Do
[\
>
[\
~
|
[S—y
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A R 4

1 =1 — —F—=

1 \/57
1

2_3\/§

Die quadratische Ergianzung funktioniert so: Als erstes fasst man die Terme zu den
verschiedenen Variablen zusammen und klammert die Koeffizienten der quadrati-
schen Glieder jeweils aus. Dann ergdnzt man mithilfe der ersten oder zweiten bino-
mischen Formel, und schliefilich vereinfacht man soweit wie moglich.

2>
)

I
>

Als Endergebnis erhéalt man somit:

-

Wikipedia (oder Auflésen nach #; = 41/32% + 41/6) sagt dann, dass es sich hierbei
um eine Hyperbel handelt.

:fl> ‘—:%1+3§:§+ :0}
T2

Warnung. Es ist wichtig, vor der quadratischen Erganzung die Koeffizienten vor den
quadratischen Faktoren auszuklammern. Die Huthutkoordinaten darf man also nur
als Verschiebung %Z = I; £ ¢; der Hutkoordinaten definieren, nicht als gleichzei-
tige Verschiebung und Streckung (wie etwa 2; := 17(2; £ ¢;)). Denn sonst ist die
resultierende Transformation nicht orthogonal.

Schritt 4

Wenn nach Schritt 3 keine lineare Terme mehr vorhanden sind, ist man bereits fertig.
Ansonsten dient dieser letzte Schritt dazu, noch von den linearen Termen alle bis
auf einen zu eliminieren.

Da beim Musterbeispiel keine linearen Terme iibrig geblieben sind, gehen wir jetzt
von einem neuen Beispiel aus,

=

32— 123y — 435 —12=07,

o

2> > >
I\

w

das bereits die Schritte 0 bis 3 durchlaufen hat.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass es in dieser Situation eine orthogonale Matrix T’
gibt, die

1. fiir diejenigen Indizes 7, sodass der Koeffizient vor #; nicht null ist, in der ¢-ten
Spalte den i-ten kanonischen Einheitsvektor enthélt und

b
el ] )
Koeffizientenvektor der linearen Terme ist.

= e, erfillt, wobei e, der letzte kanonische Einheitsvektor und b der
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Ist man nur an der Normalform, nicht aber an der dazu bendétigten Koordinaten-
transformation interessiert, kann man sich sparen, eine solche Matrix 1" aufzustellen.

Die transformierte Quadrikgleichung erhéilt man dann einfach dadurch, indem man
die linearen Terme streicht und durch einen einzigen neuen linearen Term ersetzt,
néamlich o

6] - &n;
im Beispiel also

PAHVIZ2 44255 —12=0.

Um dann das endgiiltige Endergebnis zu erhalten, muss man noch eine Verschiebung
vornehmen, die den konstanten Term eliminiert (zuerst den Vorfaktor ausklammern,
dann die neuen Koordinaten einfiihren):

>

22+ 16025 = 0,

A A

>>

A ~
~ ~ ~
N ~ ~

wobei 2, = T1, Ty = T, I - 12/+/160.
Bemerkung. Theoretischer Hintergrund fiir diesen letzten Schritt ist die Transforma-
tion mit 77 (genauso, wie man in Schritt 2 mit S transformiert hat).

Unterscheidung in Mittelpunktsquadriken/Paraboloide

Bei manchen Quadriktypen kann man sinnvoll von einem ,Mittelpunkt® sprechen.
Dabei sind fiir einen beliebigen Punkt ¢ € R™ folgende Aussagen dquivalent (vgl.
Satz 9.68 im Skript):

1. Der Punkt ¢ ist ein Mittelpunkt der Quadrik.
2. Es gilt AS+5b=0.

3. Fiir alle Vektoren z € R” mit £ + 2z € @ gilt £ — 2z € @), die Quadrik ist also
punktsymmetrisch mit Spiegelungszentrum &.

Am einfachsten findet man Mittelpunkte, indem man das Gleichungssystem in 2.
16st. Eine gegebene Quadrik kann keinen, genau einen oder unendlich viele gleich-
berechtigte Mittelpunkte besitzen — denn das Gleichungssystem kann keine, genau
eine oder unendlich viele Losungen besitzen. Falls die Quadrik mindestens einen
Mittelpunkt besitzt, heifit sie Mittelpunktsquadrik; sonst Paraboloid.

Das anfangs betrachtete Musterbeispiel besitzt genau einen Mittelpunkt, ndmlich
¢ = 13/6
- \—11/6)

Siehe auch

Im Internet gibt es viele vollstandig durchgerechnete Beispiele zu Quadriken, hier
ein paar Links:
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— http://www.mia.uni-saarland.de/Teaching/MFI07/kap49.pdf
(zweidimensionales Beispiel)

— http://m19s28.dyndns.org/iblech/stuff/carina-tutor-mehrere-variable/
(ganz unten; leicht andere Schreibweise als hier, dafiir aber eine Staatsexamens-
aufgabe)

— http://www.arndt-bruenner.de/mathe/scripts/eigenmatrix.htm
(Rechner fiir zwei- und dreidimensionale Quadriken)
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Erinnerung an Basistransformationen

1. Ist by,...,b, eine Basis von R", so ist die Matrix
S = (by|- - |by) € R™*",
die man erhélt, wenn man die n Basisvektoren nebeneinander als Spalten
schreibt, stets eine invertierbare Matrix.

2. Diese Matrix S ist genau dann eine orthogonale Matrix, wenn die Basis by, ..., b,
sogar eine orthonormale Basis ist. (Man beachte die ungliickliche Bezeichnung
— die Matrix heif3it ,orthogonal*, aber die Spalten miissen dazu orthonormal
sein.)

3. Sind by,...,b, und l~71, ..., b, zwei Basen von R", so erfiillt die Matrix
T:=55"1 e R

die Bedingungen

fiir alle i = 1,...,n, wenn man S und S wie in 1. beschrieben aufstellt.
4. Sind die Basen by,...,b, und 51, - ,Z)n sogar Orthonormalbasen, so ist die

Transformationsmatrix 7" eine orthogonale Matrix.

Sind die beiden Basen nicht Orthonormalbasen, so ist es Zufall, wenn T
trotzdem eine orthogonale Matrix ist.

5. Sind linear unabhéngige Vektoren by, ..., by sowie by, . .., b, gegeben, und man
sucht eine Transformationsmatrix 7" € R™*" mit
fir alle 2 =1, ..., k, kann man dazu wie folgt vorgehen:
Zunéchst ergdnzt man die Vektoren by, . . ., by zu einer vollstandigen Basis by, ..., by
vom R", dann ergénzt man die Vektoren 0y, ..., zu einer vollstandigen Ba-
sis by,...,b, vom R" und stellt schliellich die Transformationsmatrix 7" wie
in 3. beschrieben auf.

6. Sind orthonormale Vektoren by, .. ., by, sowie b, . . ., bg gegeben, und man sucht
eine Transformationsmatrix 7" € R™*" mit

Th; = b;

fir alle 2 =1, ..., k, die aulerdem eine orthogonale Matrix ist, kann man dazu

wie folgt vorgehen:

Zunéchst erganzt man die Vektoren by, ..., by zu einer vollstandigen Orthonor-
malbasis b1, ..., b, vom R", dann erganzt man die Vektoren by, ..., by zu einer
vollstandigen Orthonormalbasis by, ...,b, vom R™ und stellt schliellich die

Transformationsmatrix 7" wie in 3. beschrieben auf. Nach 4. ist die so erhaltene
Matrix orthogonal.
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7. Ein Beispiel: Wir suchen eine orthogonale Transformationsmatrix 7' € R3*3

1 0 0 0
T10] =10 und 710 =| -1
0 1 1 0

Dann erginzen wir jeweils zu zwei Orthonormalbasen des R?: Zum einen

1 0 0
01,(0],11],
0 1 0
zum anderen
0 0 1
0],1-11/,10
1 0 0

(Wenn man nicht weil, wie man geeignet orthonormal ergénzen soll, kann man
auch zunéchst lediglich linear unabhéingig ergianzen und dann Gram—Schmidt
verwenden.)

Eine mogliche Transformationsmatrix der gesuchten Art ist dann

-1

0 0 1\ /1 0 O 01 0
T'=10 -1 0]]0 0 1 =10 0 -1
1 0 0/\0 10 10 0

(In diesem speziellen Fall hiatte man eine solche Matrix auf eine andere Art und
Weise vielleicht schneller gefunden. Das hier beschriebene Verfahren funktioniert
jedoch immer.)
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Verfahren zur orthogonalen Normalform

Gegeben sei eine orthogonale Matrix A € R™ ™. Gesucht ist die sog. orthogonale Normal-
form N € R™" von A und eine orthogonale Transformationsmatrix S € R™*"™ mit

STAS = N.

0. AS := A+ AT € R™™ aufstellen.

1. Das

charakteristische Polynom von A° berechnen und dann Basen aller Eigenrdaume

von A% bestimmen. Diese Basen miissen nicht unbedingt Orthonormalbasen sein.

Probe auf Verrechner: Die Summe der Eigenwerte von A% (mit ihrer Vielfachheit im cha-
rakteristischen Polynom gezihlt) muss gleich der Summe der Diagonaleintrige von A®

sein.

2. Sukzessive die gesuchte orthogonale Normalform und Orthonormalbasis aufstellen, indem
man folgenden Schritt so lange wiederholt, bis man n Basisvektoren gefunden hat:

a)

Einen beliebigen Eigenvektor v eines beliebigen Eigenraums von A° nehmen, der
senkrecht auf allen bisher gefundenen Basisvektoren steht.

Wichtig: Im Allgemeinen wird A° die Eigenwerte 2, —2 und weitere Eigenwerte
besitzen. Man darf mit den Eigenvektoren zu den weiteren Eigenwerten erst beginnen,
wenn man die zu den Eigenwerten 2 und —2 abgearbeitet hat. Sonst kann es namlich
passieren, dass die resultierenden (2 x 2)-Blocke keine reinen Drehblocke, sondern
Drehspiegelungsblocke sind, die spéter noch diagonalisiert werden miissten.

Wenn v ein Eigenvektor von A% zum Eigenwert £2 ist, kann man

v/ vl

in die unter Konstruktion befindliche Orthonormalbasis aufnehmen. Der entsprechen-
de Diagonaleintrag der Normalform ist +1.

Wenn v ein Eigenvektor zu einem anderen Eigenwert ist, muss man zunéchst eine
Orthonormalbasis by, by des (stets zweidimensionalen) Unterraums

U := span{v, Av}

berechnen, beispielsweise mit Gram—Schmidt. In die unter Konstruktion befindliche
Orthonormalbasis kann man dann b; und by aufnehmen. In die Normalform kommt

ein (2 x 2)-Drehblock
cosa —Ssino
sina  cosa /)’

wobei man den Winkel iiber die Beziehungen

cos v = (Aby, by)

sina = <Abl, b2>
bestimmen kann. Wem das ungeheuer ist, kann auch einfach die Darstellungsma-
trix von A eingeschrankt auf U (beziiglich der Basisvektoren by, by) aufstellen — das

gibt dasselbe Ergebnis. Es gibt auch noch andere Moglichkeiten, den Drehwinkel zu
finden.

3. Die insgesamt n Basisvektoren nebeneinander als Spalten in die Transformationsmatrix .S
schreiben.
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Aufgaben zum Skalarprodukt
0. Die Teilaufgaben (d) und (e) von A54 sind gut.

1. Sei U ein beliebiger Unterraum eines euklidischen (oder unitdren) Vektor-
raums V.

a) Zeige: Es gilt U C (U*+)*.
Hinweis: Mit einer Skizze kann man sich zumindest schonmal von der
Gultigkeit der Behauptung tiberzeugen. Der Beweis geht sehr schnell,
wenn man die Definition von U~ kennt und man sich vom mehrmaligen
Umdenken nicht verwirren lasst.

b) Sei nun V aufierdem endlich-dimensional. Zeige: U = (U+)*.
Hinweis: Es gibt eine Dimensionsformel fiir U+, die hier in Kombination
mit a) sehr niitzlich ist.

2. a) Sei V ein euklidischer (oder unitérer) Vektorraum endlicher Dimensi-
on und f:V — V eine orthogonale lineare Abbildung. Sei U C V ein
Unterraum.

Zeige: f[U] = (fIUD)*.
Hinweis: Die Richtung ,,C* geht ohne Tricks. Fiir die andere Richtung
sind Dimensionsformeln hilfreich.

b) Finde ein Beispiel einer symmetrischen (2 x 2)-Matrix und eines Unter-
raums U C R?, fiir die die Aussage in a) nicht gilt.

3. Sei S € R™ " eine symmetrische positiv definite Matrix. Nach Ubungsaufgabe 37(a)
wissen wir, dass dann die Definition

(x,y) == 2"Sy
ein Skalarprodukt auf R" definiert, welches nur im Ausnahmefall S = I,, mit

dem Standardskalarprodukt iibereinstimmt.

Nehmen wir an, jemand verwendet das Sylvesterformverfahren, um eine Trans-
formationsmatrix X mit

XT'SX =D

zu finden, wobei D eine Diagonalmatrix ist, deren Hauptdiagonaleintrage
in {—1,0,1} liegen.

Die i-te Spalte von X sei mit x; € R™ bezeichnet.

a) Berechne: (x;,x;) fur alle i,j =1,...,n.
b) Zeige: D ist die Einheitsmatrix.
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Verfahren zur Jordannormalform

Gegeben sei eine beliebige quadratische Matrix A € K®*" gesucht ist eine Jordannormalform J
von A. Als Voraussetzung benétigen wir dazu, dass das charakteristische Polynom von A in
Linearfaktoren zerfallt; sonst gibt es keine Jordannormalform. Uber C klappt es immer.

1. Das charakteristische Polynom aufstellen und in Linearfaktoren zerlegen.

Probe auf Verrechner: Die Summe der Eigenwerte (mit jeweiliger Vielfachheit im cha-
rakteristischen Polynom) muss gleich der Summe der Diagonaleintrige von A sein.

2. Die Grobstruktur der Jordannormalform bestimmen:

Jeder Eigenwert \ erhélt einen (¢ x ¢)-Groflkasten, wobei ¢ die algebraische Vielfachheit
von A, also die Vielfachheit des Linearfaktors X — X\ im charakteristischen Polynom, ist.

3. Alle Moglichkeiten fiir die Feinstruktur, also die Aufteilung der Grofikasten in kleine
Jordanblocke, auflisten. Dabei konventionsgeméafl die kleinen Jordanblocke der Grofle
nach absteigend geordnet auffithren.

4. Mit folgenden Kriterien falsche Kandidaten ausschliefen: Die richtige Jordannormal-
form J erfiillt fiir jeden Eigenwert ...
a) rank (A — \I) = rank (J — \I)
b) Anzahl Jordanblocke zum Eigenwert A =
dimker (A — A1)
¢) Anzahl Jordanblocke der GroBle > (m x m) zum Eigenwert A =
dimker (A — AI)™ — dim ker (A — A\I)™1
d) GroBe des grofiten Jordanblocks zum Eigenwert A =
Vielfachheit von (X — A\) im Minimalpolynom

Verfahren zur Jordanbasis

1. Das charakteristische Polynom von A aufstellen und in Linearfaktoren zerlegen.

2. Fiir jeden Eigenwert )\ sukzessive Basen der Kerne von (A—MI), (A—XI)?%, (A=XI)3, ...,
(A — XI)¥ bestimmen. Dabei kann man abbrechen, sobald eines der folgenden Kriterien
des erste Mal erfiillt ist:

a) Die Dimension von ker (A — AI)¥ ist die algebraische Vielfachheit von .
b) Es gilt ker (A — AI)* = ker (A — AT )*L.
c) Der Exponent k ist gleich der Vielfachheit von (X — \) im Minimalpolynom.

3. Fiir jeden Eigenwert A so lange die folgenden Schritte wiederholen, bis man insgesamt n
Basisvektoren bestimmt hat:

a) Einen Vektor v aus dem hochsten noch nicht vollstéandig verbrauchten Kern ker (A—
AI)™ wihlen, der nicht im Spann folgender ,verbotener* Vektoren liegt: der Basis-
vektoren des néchstniedrigeren Kerns (ker (A—A7)™~!) und allen zuvor bestimmten
Basisvektoren.

b) Die Vektoren
(A= 2D o, (A=A 2v,..., (A= X)'v,v
in dieser Reihenfolge in die Basis iibernehmen.

4. Die Basisvektoren nebeneinander als Spalten in eine Matrix S € K"*" schreiben; es gilt
dann S7'AS = J.
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Verfahren zum Minimalpolynom

Gegeben sei eine beliebige quadratische Matrix A € K"*", gesucht ist das Minimalpolynom g4
von A. Dieses ist durch folgende Eigenschaft eindeutig bestimmt:

Das Minimalpolynom ist dasjenige normierte Polynom kleinsten Grades, das die
Gleichung
pua(A) =0e KM

erfullt.

Nach dem Satz von Cayley—Hamilton ist das Minimalpolynom stets ein Teiler des charakte-
ristischen Polynoms. Auflerdem besitzen beide Polynome dieselben Linearfaktoren, nur im
Allgemeinen mit anderen Vielfachheiten.

Allgemeiner besitzen beide Polynome auch dieselben irreduziblen (beispielsweise quadratischen) Faktoren, nur mit anderen Vielfachheiten. Das

wurde aber in der Vorlesung nicht bewiesen und kann daher nicht verwendet werden.

... uber Teiler des charakteristischen Polynoms

1. Das charakteristische Polynom von A aufstellen und in irreduzible Faktoren zerlegen.

2. All diejenigen normierten Teiler des charakteristischen Polynoms auflisten, in denen
auch jeder Linearfaktor des charakteristischen Polynoms vorkommt. Diese Teiler dem
Grad nach aufsteigend ordnen.

3. Sukzessive die Kandidatenpolynome f daraufhin priifen, ob sie die Gleichung f(A) =0
erfiillen. Das erste erfolgreiche Polynom ist das gesuchte Minimalpolynom von A.

.. uber verallgemeinerte Eigenraume

1. Das charakteristische Polynom von A aufstellen und in irreduzible Faktoren zerlegen.
Falls nicht ausschliellich Linearfaktoren in der Zerlegung vorkommen, muss das andere
Verfahren oben verwendet werden; abbrechen.

2. Zu jedem Linearfaktor (X — \) im charakteristischen Polynom die Vielfachheit k& im
Minimalpolynom bestimmen:

Dazu sukzessive die Dimensionen der Kerne von (A — \I), (A — XI)?, (A — \I)? usw.
berechnen; der erste Exponent, ab dem sich die Dimension nicht mehr &ndert, ist die
gesuchte Vielfachheit k. (Und der zugehorige Kern ist der verallgemeinerte Eigenraum
von A zum Eigenwert \.)

3. Das Minimalpolynom als Produkt der Linearfaktoren mit entsprechenden Vielfachheiten
zusammensetzen.

.. uber die Jordannormalform

1. Die Jordannormalform von A aufstellen.

2. Das Minimalpolynom als Produkt der Linearfaktoren (X — \)* zu jedem Eigenwert \
zusammensetzen, wobei jeweils der Exponent k gleich der Grofie des groiten Jordanblocks
zum Eigenwert A ist.
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Beispiel

Sei die Matrix

A= 3 e R>

0

gegeben. Wir wollen als erstes die Jordannormalform aufstellen.

1. Das charakteristische Polynom zerlegt sich als
xa(X) = -X(X - 3)".

Die Probe geht auf: 0 + 3 + 3 4+ 3 + 3 = 12 = Summe der Diagonaleintrige von A.

2. Die Grobstruktur der Jordannormalform ist also

[]

4 x4

3. Es gibt insgesamt fiinf Moglichkeiten fiir die Feinstruktur:

W =
w =

W =
W =
w
J—

3

wW =

4. Eine Nebenrechnung zeigt, dass dimker (A — 37) = 2. Daher gibt es in der richtigen
Jordanform genau zwei Jordanblocke zum Eigenwert 3, also bleiben nur die zweite und
dritte Moglichkeit.

Eine weitere Nebenrechnung zeigt, dass dim ker (A—31)? = 3. In der richtigen Jordanform
gibt es daher zum Eigenwert 3 genau einen (denn 3—2 = 1) Jordanblock, der mindestens
Grofle 2 x 2 hat. Also scheidet die dritte Moglichkeit aus, womit die zweite als einzig
verbliebene die richtige Jordanform sein muss:

[0]

W =
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Als nachstes wollen wir auch noch eine Jordanbasis bestimmen.
1. Wie schon oben geschrieben gilt x4(X) = —X(X — 3)*%.

2. Nebenrechnungen ergeben folgende Basen:

ker (A —01) = span{2e; — 3e5}, fertig nach Kriterium a)
ker (A —3I) =span{es, e3}

ker (A — 31)* = span {ey, €3, €1}

ker (A — 31)% = span {es, €3, 1, e4}, fertig nach Kriterium a)

3. Fiir den Eigenwert 0 wahlen wie 2e; — 3e5 als einzigen Basisvektor.

Fir den Eigenwert 3 wéhlen wir als erstes den Vektor e,. Dann ergeben sich die
Basisvektoren (A — 31)%ey, (A — 31)ey, ey, also 2eq, 2e, €4.

Noch sind wir nicht fertig; der hochste unverbrauchte Kern fiir den Eigenwert 3
ist ker (A — 37), und wir wihlen es als Basisvektor.

4. Es gilt also S7'AS = J, wobei

00200
22000
S = 00001
00010
-3 0000
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Aufgaben zur Jordonnormalform & Co.

1. Sei A € C™*" eine Matrix, die die Gleichung
A —3A%2 424 =0 C™"
erfiillt.

a) Welche komplexen Zahlen kénnen Eigenwerte von A sein?
b) Weil man, ob die Abbildung f4: C* — C", x — Ax injektiv ist?
c) Zeige, dass A diagonalisierbar ist.

2. Sei A € R™7 eine Matrix mit
pa= (X—-22(X-3)? und
xa=—(X —2)*(X —3)%

Welche Méglichkeiten gibt es fiir die Jordannormalform von A?!

3. Sei A € K™ eine Matrix, die die Gleichung
A2+ T=0eK™™
erfiillt. Entscheide, ob A diagonalisierbar ist, wenn. ..
a) ...K=C,
b) ...K=R,
¢) ...K=TF,y (Kérper mit zwei Elementen) und dimker (A — 1) = n.

2 =5
a= (7 33)
Gib alle fs-invarianten Unterrdume von R? an (mit Beweis), wobei wie tiblich

fa: R? — R?

z — Azx.

4. Sei A € R?*? die Matrix

Hinweis: Fallunterscheidung iiber die Dimension eines hypothetischen f4-invarianten Unter-

raums.l

5. Sei A wie in Aufgabe 3 (und K unbekannt). Was ist die Dimension des Unterraums
U :=span{A° A" A% A3 . .} c K™

Hinweis: Man kann alle bis auf zwei der unendlich vielen Erzeuger weglassen (welche, und
wieso?). Daher ist die Dimension héchstens zwei (wieso?).!

6. Sei A € K™ eine Matrix und § € K eine feste Zahl.

a) Wie hangen die charakteristischen Polynome von A und A — 31 miteinander zusammen?
b) Wie steht es um die Minimalpolynome?

(Jeweils mit Beweis.)

Laus der Kielhofer-Klausur vom SS 2008
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Besonderheiten nilpotenter Matrizen

Fir jede Matrix A € K"*" sind folgende Aussagen édquivalent:
1. Die Matrix A ist nilpotent, d. h. fiir eine gewisse natiirliche Zahl m ist A™ = 0.
2. Das charakteristische Polynom ist y4 = (—X)".
3. Das Minimalpolynom ist von der Form ps = X* fiir eine natiirliche Zahl k.

Diese Zahl k ist dann der Nilpotenzgrad von A, also die kleinste natiirliche
Zahl k mit A* = 0.

4. Die Matrix A besitzt eine Jordannormalform; und in dieser gibt es nur einen
Grofikasten, ndmlich den zum einzigen Eigenwert 0.

Der grofite der kleinen Jordanblocke ist ein (k x k)-Block.

Mittels dieser Eigenschaften kann man beim Aufstellen der Jordanform ein wenig
Zeit sparen.

Warnung: Es stimmt, dass nilpotente Matrizen nur den Eigenwert 0 besitzen, das
kann man am bekannten charakteristischen Polynom erkennen. Die Umkehrung gilt
aber nicht: Beispielsweise ist die Matrix

0
0 —1| eRr®3
1 0

nicht nilpotent, aber das charakteristische Polynom y = —X (X? + 1) zeigt, dass sie
als einzigen Eigenwert die Zahl 0 besitzt.
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Behauptung. Die einzige Abbildung
fVxV —W,

die sowohl linear als auch bilinear ist, ist die Nullabbildung.

Beweis. Sei f also eine solche Abbildung. Dann gilt fiir alle x,y € V die Rechnung

flr,y) = f@+0,0+y) = f((x,0) + (0,9)) = f(x,0) + f(0,y) =0+ 0 =0,

wobei der zweite Schritt nach Definition der Addition in V' x V', der dritte Schritt
wegen der Linearitdt von f und der vierte Schritt wegen der Bilinearitdt von f
moglich ist. O
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