Lineare Algebra II, WS 11/12 7. Februar 2012 Vorschlag zum 13. Ubungsblatt

Blatt 13, Aufgabe 61(c)

Sei V' endlich-dimensionaler K-Vektorraum und seien die Mengen
M, :={f:V — V*| f Isomorphismus}

und
M,y :={B:V x V — K | B nicht ausgeartete Bilinearform}

gegeben.

Behauptung. Es gibt eine Bijektion zwischen My und M.

Beweis. Durch kanonische Uberlegung kommt man auf die Abbildung

@: M1 — M2
fo— w(f)=((z,y)— f(2)(y))

Dabei ist mit ¢(f) also folgende Abbildung gemeint,

o(f): VxV — K
(z,y) — fl2)(y),

und die Schreibweise f(x)(y) ergibt Sinn, denn da f € M, ist f(x) ein Element
von V* insbesondere also eine Abbildung, die ein Argument y € V' auf ein Element
von K schickt.

Warnung: Nicht ¢ mit ¢(f), und nicht f mit f(z) verwechseln!

Es ist nun zu zeigen, dass ¢ wohldefiniert, injektiv und surjektiv ist.

— Wohldefiniertheit: Zu zeigen ist, dass die Abbildung ¢(f) fir jedes f € M,
wirklich ein Element von M, ist, d.h. dass ¢(f) bilinear und nicht ausgeartet
ist.

Additivitit im ersten Argument: o(f)(z + Z,y) = flz + 2)(y) = (f(z) +
F@)y) = f@)w) + f(@) (W) = o(f)(@,y) + o(f)(@,y) fir alle 2,7,y € V
(dabei folgt das zweite Gleichheitszeichen wegen der Linearitéat von f und das
dritte nach Definition der Addition von Abbildungen)

Homogenitat im ersten Arqgument: ¢(f)(ax,y) = f(ax)(y) = (af(z))(y) =
af(z)(y) = ap(f)(z,y) fir alle z,y € V, a € K (das zweite Gleichheitszeichen
folgt wegen der Linearitat von f, das dritte nach Definition der Skalarmulti-
plikation von Abbildungen mit Koérperelementen)

Additivitat im zweiten Argument: o(f)(x,y +9) = f(z)(y +9) = f(z)(y) +
f@)(@) = e(f)(x)+e(f)(y) fir alle z,y, g € V (dabei folgt das zweite Gleich-
heitszeichen wegen der Linearitiat von f(z))

Homogenitit im zweiten Argument: o(f)(zx,ay) = f(x)(ay) = af(z)(y) =

ap(f)(z,y) fir alle z,y € V, a € K (das zweite Gleichheitszeichen folgt wegen
der Linearitat von f(z))
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Nicht-Ausgeartetheit, Teil 1: Sei x € V fest. Sei ¢o(f)(x,y) = 0 fiir alle y € V,
wir miissen zeigen, dass x = 0. Nach Voraussetzung gilt also f(x)(y) = 0
fir alle y € V, also ist schon die Abbildung f(z) die Nullabbildung, d.h. es

gilt f(z) =0. Da f insbesondere injektiv ist, folgt x = 0.

Nicht-Ausgeartetheit, Teil 2: Sei y € V fest und gelte ¢(f)(x,y) = 0 fur
alle z € V, wir miissen zeigen, dass y = 0. Dazu zeigen wir, dass a(y) = 0 fir
alle a € V*, nach Vorlesung folgt dann schon, dass y = 0. Sei also o € V*
beliebig. Da f insbesondere surjektiv ist, gibt es ein x € V mit f(z) = «a.
Somit folgt a(y) = f(x)(y) = 0.

— Injektivitdt: Seien f,g € My mit p(f) = ¢(g), wir mussen zeigen, dass f = g.

Nach Voraussetzung folgt zunachst, dass f(z)(y) = g(x)(y) fur alle x,y € V.
Da diese Gleichheit fiir alle y € V' gilt, folgt f(z) = g(z). Da wiederum diese
Gleichheit fir alle xz € V gilt, folgt f = g.

Warnung: Da M; und M, keine Vektorrdume sind, hat ¢ auch keine Chance,
linear zu sein. Daher geniigt es ohne gesonderte Begriindung hier nicht, den
typischen Ansatz ¢(f) = 0 zu machen und dann zu versuchen, f = 0 zu
folgern.

— Surjektivitiat: Sei B € My eine beliebige nicht ausgeartete Bilinearform. Wir
miissen ein f € M; mit ¢(f) = B finden; ausgeschrieben bedeutet das,
dass o(f)(z,y) = f(x)(y) = B(z,y) fur alle x,y € V gelten soll.

Davon inspiriert definieren wir:

iV — v
z — f(z) = (y+— B(z,y))

Dabei ist mit f(z) also die Abbildung

flz): V. — K
y — [f()(y) = B(z,y)
gemeint. Direkt nach Definition ist dann klar, dass ¢(f) = B; wir miissen aber
noch zeigen, dass f wohldefiniert und wirklich ein Element von M ist.

Wohldefiniertheit: Zu zeigen ist, dass f(x) fiir alle z € V wirklich ein Element
von V* ist, also wirklich eine lineare Abbildung von V' nach K ist. Wir miissen
also nachpriifen, ob

F@)y+9) = f@)) + f2)(@) wnd  f(x)(ay) = af(z)(y)
fir alle y,7 € V und a € K gilt. Wenn wir die Definition von f(x) einsetzen,
folgt das sofort iiber die Linearitat von B im zweiten Argument.

Um zu zeigen, dass f ein Element von M ist, miissen wir zeigen, dass f linear,
injektiv und surjektiv ist.

Linearitit von f: 7Zu zeigen ist, dass

flx+2) = f(z)+ f(Z) und flar) = af(z)
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fir alle x,7 € V und a € K gilt. Da auf den linken und rechten Seiten jeweils
Abbildungen (von V nach K) stehen, sind diese Aussagen gleichbedeutend
damit, dass

fle+2)(y) = f2)(y) + f(@)(y) uwnd  flar)(y) = af(z)(y)

fir alle x, 2,y € V und a € K gilt. Wenn wir die Definition von f einsetzen,
folgt das sofort iber die Linearitdt von B im ersten Argument.

Injektivitat von f: Sei f(x) = 0 (Nullabbildung von V nach K'), wir miissen
zeigen, dass © = 0. Nach Voraussetzung gilt also f(x)(y) = 0(y) = 0 fir
alle y € V; nach Definition folgt somit B(x,y) = 0 fir alle y € V. Da B nicht
ausgeartet ist, gilt somit x = 0.

Surjektivitdat von f: Dazu hilft die Dimensionsformel:
dimim f =dimV — dimker f =dimV — 0 =dimV = dim V*,
also folgt im f = V* und damit die Surjektivitdat von f. m

Abschlieflend noch ein paar Bemerkungen:

1. Die Hauptaufgabe bestand darin, auf die Abbildungsvorschrift von ¢ zu kom-
men. Danach waren zwar noch viele Nachweise zu erbringen, die meisten konn-
te man aber recht knapp erledigen. Um Unklarheiten vorzubeugen, wollte ich
hier auch nichts abkiirzen; in der Klausur hatte man aber an einigen Stellen
(beispielsweise bei den Linearitétspriifungen) auch einfach  klar“ hinschreiben
konnen.

2. In der Linearen Algebra I hatten wir uns iiberlegt, dass es stets einen kano-
nischen Isomorphismus von V' in den Bidualraum (V*)* gibt. Die Aufgabe
zeigt, dass es im Allgemeinen aber keinen kanonischen Isomorphismus von V/
nach V* gibt, da es im Allgemeinen auch keine kanonische Bilinearform auf V'
gibt.

Ist V allerdings nicht irgendein Vektorraum, sondern ein euklidischer, so kommt V'
ja mit einem Skalarprodukt (-,-) daher; nach Definition ist das Skalarprodukt
gerade eine nicht ausgeartete Bilinearform, also ein Element von M;, womit
man in diesem Fall doch einen kanonischen Isomorphismus von V' nach V*
angeben kann, namlich ¢~ 1((-,-)).

3. Im Kontext der Programmiersprache Haskell kommt der Ubergang von M,
zu My sehr haufig vor. Man spricht da von ,,Currying®, nach dem Mathematiker
und Logiker Haskell Curry.



