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Basiserganzung

Hankes Verfahren zur Basiserginzung funktioniert wie folgt:

1. Gegeben sei eine Familie linear unabhéngiger Vektoren im R": vy,. .., v,.

2. Schreibe diese Vektoren als Zeilen in eine Matrix (diese hat dann das Layout r x n).
3. Bringe mithilfe elementarer Zeilenumformungen diese Matrix auf Zeilenstufenform.
4

. Wenn in der sich so ergebenden Matrix gewisse (n — r) viele kanonische Einheits-
vektoren so einfiighar sind, dass die Zeilenstufenform erhalten bleibt, so ergénzen
diese die urspriinglich gegebene Familie zu einer Basis des R".

Beispiel

Seien die Vektoren

V1 = Vg 1= eR®
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gegeben. Diese schreiben wir als Zeilen in eine Matrix:
30001
005 0 2)
Da diese Matrix schon Zeilenstufenform hat, sind keine Umformungsschritte notig. Die

Einheitsvektoren es, e4, e5 lassen sich als Zeilen einfiigen, ohne dass die Zeilenstufenform
verloren geht:

300 01
01000
0050 2
00010
0 00O01
Also ist die Familie vy, vs, €9, €4, €5 eine Basis des R®.

Hintergrund

Das Verfahren beruht auf folgender Idee: Genau dann ist die um einen Vektor ergénzte
Familie
Viyeo oy Upy €

noch linear unabhéngig, wenn diejenige Matrix, die aus den als Zeilen geschriebenen Vek-
toren besteht, ,vollen Zeilenrang hat“. Um das nachzupriifen, wiirde man natiirlich diese
Matrix auf Zeilenstufenform bringen und sich dann iiberraschen lassen, ob sich eine Null-
zeile ergibt. Dazu kénnte man zunéchst genau dieselben elementaren Zeilenumformungen
verwenden, die man auch in Schritt 3 benutzt hat: Dabei wiirde man die neue e;-Zeile
einfach bei jedem Umformungsschritt unverdandert mitschleppen.

Wenn man nun den Index ¢ so gewéhlt hat, dass sich dabei [nach geeigneter Umordnung
der Zeilen| eine Zeilenstufenform ergeben wiirde, sagt einem das Nullzeilenkriterium, dass
die um e; ergdnzte Familie in der Tat linear unabhéngig ist.



Lineare Algebra I, WS 2012/13  14. Dezember 2012 Basiserganzung

Hinweise

— Verwechselt man in der Verfahrensbeschreibung willkiirlich Zeilen und Spalten, erhalt
man im Allgemeinen falsche Ergebnisse.

— Sollte man nach Schritt 3 sehen, dass die Ergdnzung eines bestimmten Einheitsvek-
tors die Zeilenstufenform zerstort, kann man daraus noch nicht schlieffen, dass die
um diesen Einheitsvektor ergénzte Familie linear abhédngig ist. Denn je nach verwen-
deten elementaren Zeilenumformungen erhalt man eine andere Zeilenstufenform als
Ergebnis!

Ein Beispiel: Seien die Vektoren vy := @) , Vg 1= (g) € R3 gegeben. Die aus den als
Zeilen geschriebenen Vektoren gebildete Matrix lautet dann

3 01
0 5 2)°

(1 0 0)

nicht ohne Zerstorung der Zeilenstufenform einfiigen lésst. Trotzdem ist die Familie
v1, Vg, €1 eine Basis des R?, wie man nach der Umformung JIT" := IIT — 1I* erkennt:

und man sieht, dass sich die Zeile

erkennt:
3 01 30 1
0 5 2|~10 5 2
1 00 00 —1/3

— Eine Matrix, die keine Nullzeile enthélt, hat nicht notwendigerweise vollen Zeilen-
rang. Ein Beispiel ist etwa die Matrix

1 2 3
1 2 3)



