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1 Mechanik: Aufgaben

1.1 Massenpunkt im Trichter (H2003)1

Ein Massenpunkt (Massem) bewege sich im homogenen Schwerefeld der Erde auf der Innen-
seite eines Hohlkegels (Trichter) mitÖffnungswinkel2ϑ. Die Achse des Trichters ist parallel zur
Schwerkraft ausgerichtet, wobei die Spitze des Trichters nach unten zeigt (siehe Skizze).
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Wählen Sie als verallgemeinerte Koordinaten des Massenpunktes den Abstandr zwischen Masse
und Kegelspitze und den Azimutalwinkelϕ (siehe Skizze).

a) Berechnen Sie die potentielle Energie (V ), kinetische Energie (T ) und diez-Komponente
des Drehimpulses (Lz) als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten und entsprechenden
Geschwindigkeiten. (10 Punkte)

b) Welche zwei Erhaltungssätze gelten f̈ur die Bewegung im Trichter? Begründen Sie die Er-
haltungss̈atze (ohne Rechnung). (5 Punkte)

c) Berechnen Sie ausgehend von den zwei Erhaltungssätzen die verallgemeinerten Geschwin-
digkeitenṙ und ϕ̇ als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten, und bestimmen Sie die
Bahngleichungϕ(r).

Resultat:

ϕ(r) = ϕ0 ±
Lz

sin2 ϑ

∫ r

r0

dρ

ρ
√

2m
[
Eρ2 − L2

z/(2m sin2 ϑ) −mgρ3 cosϑ
]

(10 Punkte)

1Siehe auch Aufgabe 1.15
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1.2 Luftreibung (H2003)

Ein Teilchen mit der Massem wird unter der Wirkung der Schwerkraft mit einer Anfangsge-
schwindigkeitv0 senkrecht nach oben geschleudert. Die auf das Teilchen wirkende Reibungskraft
habe den BetragF = γv2, wobeiγ eine Konstante ist, und wirke stets der Geschwindigkeit entge-
gen.

a) Welche Maximalḧohe erreicht das Teilchen?
Hilfe: Leiten Sie aus der Newtonschen Bewegungsgleichung eine Differentialgleichung 1. Ord-
nung f̈ur die Geschwindigkeitv = ż her, die sich mittels Separation der Variablen integrieren
lässt. Zeigen Sie dazu, dass giltz̈ = (dv/dz)v. (10 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass das Teilchen mit der Geschwindigkeit

vrück =
v0

√

1 + (γv2
0)/(mg)

an den Ausgangspunkt zurückkommt.

Hilfe: Wählen Sie die erreichte Maximalhöhe als neuen Nullpunkt des Koordinatensystems.
(8 Punkte)

c) Berechnen Sie den gesamten Energieverlust des Teilchens vom Anfangspunkt bis zur R̈uck-
kehr zu diesem. (7 Punkte)
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1.3 Rollender Zylinder auf schiefer Ebene (F2004)

Ein homogener Vollzylinder (MasseM , RadiusR) rolle im Schwerefeld ohne Schlupf auf einer
schiefen Ebene mit Neigungswinkelα. Die Zylinderachse sei senkrecht zur Schwerkraft ausge-
richtet. Als verallgemeinerte Koordinate, die Position und Bewegung des Zylinders beschreibt,
nehme man den Drehwinkelϕ(t) des Zylinders um seine Achse.

Angabe: Bei Drehung um die Zylinderachse hat das Trägheitsmoment eines homogenen Zylin-
ders mit MasseM und RadiusR den WertΘ = 1

2
MR2.

R
g

α

ACHSE

a) Zeigen Sie, dass der Schwerpunkt des Zylinders bei Drehung um den Winkelϕ die Weg-
streckeRϕ zurücklegt. (5 Punkte)

b) Stellen Sie die Lagrange-FunktionL(ϕ, ϕ̇) für die Bewegung des Zylinders auf, und berech-
nen Sie die Lagrange-Gleichung. (10 Punkte)

c) Lösen Sie die Lagrange-Gleichung mit den Anfangsbedingungen

ϕ(t = 0) = 0, ϕ̇(t = 0) = Ω0.

Skizzieren Sie den Verlauf vonϕ(t).
(10 Punkte)
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1.4 Seilrollen (F2004)2

Eine Punktmassem3 hängt an einem Ende eines masselosen Seils fester Länge, das̈uber eine fi-
xierte, reibungsfreie Scheibe läuft. Am anderen Ende des Seils ist eine masselose Scheibe befestigt,
über die ein zweites masseloses Seil fester Länge reibungsfrei läuft, an dem wieder zwei Punkt-
massen, n̈amlichm1 undm2 befestigt sind (siehe Figur). Auf alle Massen wirkt die Schwerkraft
entlang des Lots (senkrecht nach unten in der Figur).

a) Bestimmen Sie die Lagrange-FunktionL(x1, x3, ẋ1, ẋ3) dieses Systems. Beachten Sie die
Zwangsbedingungenx+ x3 = const., x1 + x2 = const. (10 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Beschleunigung der Massem3. (10 Punkte)

c) Diskutieren Sie das Ergebnis: Zeigen Sie, dass die Beschleunigung vonm3 verschwindet,
wenn folgende Bedingung erfüllt ist:

m3 =
4m1m2

m1 +m2

.

Betrachten Sie dabei speziell den Grenzfallm1 = m2. Begr̈unden Sie qualitativ, warum die
Beschleunigung vonm3 in diesem Grenzfall verschwindet. (5 Punkte)

2Siehe auch Aufgabe 1.18 für eine Atwood-artige Aufgabe
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1.5 Fallmaschine (H2004)
Betrachten Sie die Bewegung eines mechanischen
Systems, das aus zwei Massenm bzw. M besteht
(s. Figur). Die Massenm undM sind wie abgebil-
det durch ein Seil verbunden. Die Rollen sind masse-
los, das Seil ist masselos und nicht dehnbar, und beide
Massen bewegen sich reibungsfrei. Die linke Rolle ist
am großen BlockM befestigt und bewegt sich mit der
MasseM mit, während die rechten beiden Rollen an
der Wand befestigt sind (Figur).

m

M

d

d

g

z

x

R

0

Zur Zeitt = 0 hängt die Punktmassem beiz = 0 (der Punkt 0 markiert den Koordinatenursprung),
wird dann losgelassen und erreicht unter der Wirkung der Schwerkraft nach der Zeitτ den Punkt
z = −d. Ab diesem Zeitpunkt bewegt sie sich zusammen (d. h. durch den vollkommen unelas-
tischen Stoß fest verbunden) mit der MasseM horizontal; weder das Seil noch die Schwerkraft
haben dann noch einen Einfluss auf die Bewegung. Die Distanz zwischen der MasseM und der
unteren, an der festen Wand befestigten RolleR betr̈agt anf̈anglich ebenfallsd.

a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion des Systems für die F̈alle vor und nach dem Auf-
treffen der Massem aufM , d. h. vor und nach der Zeitτ .
Hinweis:Überlegen Sie durch Betrachten einer kleinen Verschiebung,dass vor dem Zusam-
menstoß die Zwangsbedingung

z = −2x

gilt. Die Bewegung des Systems kann daher vor der Zeitτ vorteilhafterweise durch die
einzige generalisierte Koordinatez und nachher allein durchx beschrieben werden.
Zur Kontrolle:Fürm = M undt < τ lautet die Lagrange-FunktionL = 3

4
mż2 −mgz.

(14 Punkte)

b) Leiten Sie f̈ur die beiden F̈alle t < τ undt > τ die Bewegungsgleichungen her.
(3 Punkte)

c) Berechnen Sie die Zeitτ , nach der die Massem die MasseM erreicht.
Zur Kontrolle:Fürm = M ist τ = (3d/g)1/2. (2 Punkte)

d) Finden Sie die ZeitT , nach der beide Massen zusammen die RolleR erreichen.
Zur Kontrolle:Fürm = M betr̈agtT = [27d/(4g)]1/2. (6 Punkte)
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1.6 Bewegung in der Ebene (H2004)3

Es soll die Bewegung eines (punktförmigen) Teilchens mit der Massem in einer horizontalen
Ebene untersucht werden, sodass der Einfluss der Schwerkraft vernachl̈assigt werden kann. Das
Teilchen kann reibungsfrei auf einer masselosen Stange gleiten, welche um eine vertikale Achse
durch den Ursprung des Koordinatensystems rotieren kann. Es sollen ebene Polarkoordinatenr, ϕ
verwendet werden.

Die Stange habe zunächst keinen Antrieb.

a) Stellen Sie die Lagrange-FunktionL(r, ṙ, ϕ, ϕ̇) für den Massenpunkt auf. (3 Punkte)

b) Bestimmen Sie die kanonischen Impulse, und stellen Sie dieHamilton-FunktionH auf.
Zeigen Sie, dass die Hamilton-FunktionH gleich der EnergieE ist. (4 Punkte)

c) Bestimmen Sie (mindestens) zwei Erhaltungsgrößen. (4 Punkte)

Die Stange werde nunmehr mit der konstanten Winkelgeschwindigkeitω angetrieben.

d) Geben Sie die Lagrange-Funktion an, und stellen Sie die Bewegungsgleichung auf.
(4 Punkte)

e) Zeigen Sie, dass die Kraft, welche auf den Massenpunkt wirkt, durch ~K = 2mṙω~eϕ gegeben
ist mit dem Eigenvektor~eϕ in Azimut-Richtung. (5 Punkte)

f) Berechnen Sie die Leistung des Antriebs, und zeigen Sie, dass sie gleich der zeitlichen̈Ande-
rung der Energie des Massenpunkts ist. (5 Punkte)

3Siehe auch Aufgabe 1.13 für die Perle auf der Stange
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1.7 Pendelbewegung (F2005)4

Im homogenen Schwerefeld der Erde möge sich
der Aufḧangepunkt eines ebenen Pendels (Länge
l, Pendelmassem1) in horizontaler Richtung
(x-Richtung) bewegen k̈onnen. Die Masse des
Aufhängepunktes seim2, und die Erdbeschleuni-
gung wirke in negativerz-Richtung (siehe Skiz-
ze). Die die Massenm1 undm2 verbindende star-
re Stange sei massenlos. ��
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a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion dieses Systems. Wählen Sie dazux2 und den Winkel
φ als verallgemeinerte Koordinaten. (9 Punkte)

b) Stellen Sie die Lagrange-Gleichungen zweiter Art auf. (7Punkte)

c) Berechnen Sie die allgemeine Lösung dieser Gleichungen im Grenzfall kleiner Pendelaus-
lenkungen (lineare N̈aherung!).
Bestimmen Sie die entsprechende spezielle Lösung, die die Anfangsbedingungen

x2(t = 0) = 0, ẋ2(t = 0) = v0, φ(t = 0) = 0, φ̇(t = 0) = 0

erfüllt. (9 Punkte)

4Siehe auch Aufgabe 1.11 für ein Pendel mit beweglichem Aufhängepunkt
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1.8 Kleine Schwingungen (F2005)

Eine Massem wird im Schwerefeld der Erde an einer anharmonischen Feder aufgeḧangt. In der
Ruhelage der Masse wird die Feder durch die Masse um die Längez0 gedehnt. Die masselose
Feder soll die potentielle Auslenkungsenergie

V (z) =
C

4
z4

haben, wobeiz die Längen̈anderung der Feder bezeichnet undC eine dimensionsbehaftete Kon-
stante ist.

a) Berechnen Sie die Auslenkungz0 der Feder in Richtung der Schwerkraft, wenn die Masse
ruht. (2 Punkte)

Betrachten Sie nunkleineSchwingungenz(t) um die Ruhelagez0. Dabei soll die positivez-Achse
in Richtung der Schwerkraft zeigen. Anfangs soll sich die Masse in Ruhe am Ortz(0) befinden.

b) Berechnen Sie die Auslenkungz(t) der Schwingung als Funktion der Zeitt. (18 Punkte)

c) Geben Sie die Frequenzf oder die Kreisfrequenzω der kleinen Schwingungen um die Ru-
helagez0 an. (5 Punkte)
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1.9 Relativistisches Punktteilchen (H2005)

Die Lagrange-FunktionL eines freien, relativistischen Punktteilchens in einer Raumdimension
(Koordinatex, Geschwindigkeitv = ẋ) wird angesetzt als

L = λ
√

1 − v2/c2 .

Dabei istc die Lichtgeschwindigkeit undλ eine Konstante.

a) Wie muss manλ wählen, damit man den korrekten nicht-relativistischen Grenzfall für ein
Teilchen der Massem erḧalt? Verwenden Sie diesen Wert vonλ in den folgenden Aufgaben.

(6 Punkte)

b) Der Impulsp kann definiert werden als diejenige Erhaltungsgröße, die aus der Translations-
invarianz vonL (d.h.∂L/∂x = 0) folgt.
Bestimmen Sie den Zusammenhang zwischenp undv. (6 Punkte)

c) Entsprechend kann man die EnergieE definieren als diejenige Erhaltungsgröße, die aus der
Zeittranslationsinvarianz vonL (d.h.∂L/∂t = 0) folgt.
Bestimmen SieE sowohl als Funktion vonv wie als Funktion vonp.
Hinweis: Hamilton-FunktionH = E. (13 Punkte)
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1.10 Schwingungsdauer (H2005)

Eine Punktmassem soll eindimensional inx-Richtung im Potential

U(x) =
D

2
xn, n ∈ {2, 4, 6, 8...}

schwingen.

a) Geben Sie die Erhaltungsgröße der Bewegung an. (3 Punkte)

b) Leiten Sie eine Differentialgleichung für die Zeitt(x) als Funktion des Ortesx her.
(8 Punkte)

c) Berechnen Sie damit die SchwingungsdauerT als Funktion der maximalen AuslenkungA.
Zur Kontrolle:

T = 4

√
m

D

Cn

Aγ

Berechnen Sie den Exponentenγ, und schreiben Sie die dimensionslose KonstanteCn als
ein Integral. (14 Punkte)
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1.11 Pendel mit beweglichem Aufḧangepunkt (F2006)5

Eine Punktmassem2 sei wie in der Abbildung
dargestellt mit Hilfe einer masselosen Stange der
Längeℓ an einer Punktmassem1 so aufgeḧangt,
dass die Anordnung in der(x, y)-Ebene schwin-
gen kann. Die Massem1 ist entlang derx-Achse
reibungsfrei verschiebbar. Die gesamte Anord-
nung befinde sich in einem homogenen Schwe-
refeld in Richtung der negativeny-Achse.

x

y

1

2

ℓ
φ~g

a) Welche Zwangsbedingungen liegen vor? Drücken Sie die Koordinaten(x2, y2) der Masse
m2 durch die Positionx1 der Massem1 und den Winkelφ aus. (6 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass hier neben dem Energieerhaltungssatz ein zweiter Erhaltungssatz gilt. Wie
lautet die zugeḧorige Erhaltungsgr̈oße? (6 Punkte)

c) Zeigen Sie mit Hilfe dieses zweiten Erhaltungssatzes, dass die Bahnkurve der zweiten Masse
durch (

x2(t) − A(t)

ax

)2

+

(
y2(t)

ay

)2

= 1

beschrieben werden kann. Was ergibt sich für ax, ay undA(t)? Wie m̈ussen die Anfangsbe-
dingungen geẅahlt werden, damit die Bewegung auf einer Ellipse erfolgt? (13 Punkte)

5Siehe auch Aufgabe 1.7 für ein Pendel mit beweglichem Aufhängepunkt
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1.12 Teilchen im konstanten Zentralkraftfeld (F2006)

Ein Teilchen der Massem mit Ortsvektor~r bewege sich in einem dreidimensionalen Kraftfeld,
wobei die Kraft in Richtung auf den Ursprung zeigt und ihr BetragK unabḧangig vom Ort ist.

a) Wie lautet die Newton’sche Bewegungsgleichung für dieses Problem? Bestimmen Sie die
zugeḧorige potentielle Energie, und geben Sie den Energieerhaltungssatz an. (5 Punkte)

b) Zeigen Sie, ausgehend von der Newton’schen Bewegungsgleichung, dass auch der Drehim-
puls erhalten ist. Wie kann man daraus schließen, dass die Bewegung in einer Ebene erfolgt?

(5 Punkte)

c) Beweisen Sie den Zusammenhang

~̇r 2 =
~L2

m2r2
+ ṙ2 .

Hier ist r der Abstand vom Ursprung, und~L ist der Drehimpuls. (7 Punkte)

Hinweis:(~a×~b)2 = |~a|2|~b|2 − (~a ·~b)2

d) Bestimmen Sie mit Hilfe der Resultate aus den Teilaufgaben aund c ein effektives Poten-
tial für die Radialbewegung, und skizzieren Sie dieses effektive Potential. F̈ur ~L 6= 0 ist
die Kreisbahn eine m̈ogliche Bahnform f̈ur das vorliegende Problem. Bestimmen Sie den
Bahnradius und die Winkelgeschwindigkeit als Funktion des Drehimpulses. (8 Punkte)
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1.13 Rotierende Stange (H2006)6

s = −a

s = 0 

P:

ϕ

m

s

Ein Massenpunkt der Massem gleite reibungsfrei auf einer masselosen, unendlich langen Stange
und sei mit einer harmonischen KraftF = −ks, k > 0 an einen Punkts = 0 auf der Stange
gebunden. Die harmonische Kraft werde durch eine Feder mit Ruhel̈angea ausgëubt, die an einem
festen PunktP (bei s = −a) auf der Stange verankert ist. Die Stange kann ferner in einer Ebene
um den festen PunktP rotieren; der Winkel gegen eine feste Gerade in dieser Ebeneseiϕ. Die
Schwerkraft spiele keine Rolle.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktion des Massenpunktes in den Koordinatens(t) undϕ(t) auf.
Hinweis: Sie d̈urfen davon ausgehen, dass für die Position des Massenpunktes immers(t) >
−a gilt.) (4 Punkte)

b) Wie lauten die Euler-Lagrange-Gleichungen? Interpretieren Sie die Terme proportional zuϕ̇
aus der Sicht eines mitrotierenden Beobachters. (8 Punkte)

c) Eine der Koordinaten ist ist zyklisch. Wie lautet der entsprechende Erhaltungssatz? Was ist
die Bedeutung der entsprechenden erhaltenen Größe? Gibt es eine weitere Erhaltungsgröße,
und wie lautet diese? (4 Punkte)

d) Eliminieren Sie (durch Ausnutzung des entsprechenden Erhaltungsatzes) die zyklische Ko-
ordinate, und bringen Sie die so erhaltene Gleichung für s(t) in die Formms̈ = − d

ds
Veff(s).

Wie lautet das effektive PotentialVeff(s)? (6 Punkte)

e) Skizzieren Sie das effektive Potential, finden Sie den Punkt s0 (unter der Annahme|s0| ≪ a)
an dem es mimimal wird, und diskutieren Sie qualitativ die mögliche Bewegung. (3 Punkte)

6Siehe auch Aufgabe 1.6 für die Perle auf der Stange
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1.14 Fallender Stein auf rotierender Erde (H2006)

Wir lassen einen Stein der Massem in einen Brunnen fallen, der am̈Aquator steht. Wegen der
Erdrotation folgt die Trajektorie des Steins nicht dem senkrechten Lot in Richtung Erdmittelpunkt.
Diese Bewegung wird im rotierenden Bezugssystem der Erde durch

m
d2 ~X

dt2
= ~Fg − 2m~ω × d ~X

dt
−m~ω ×

(

~ω × ~X
)

beschrieben, wobei der Koordinatenursprung im Erdmittelpunkt liegt und diez-Achse durch die
Brunnen̈offnung verl̈auft (siehe Abbildung). Wir nehmen an, dass die Winkelgeschwindigkeit ~ω
konstant und die Erde eine Kugel mit RadiusR ist.

z

y

X
®

w
®

r
®

R

Abbildung: Die Erde in Aufsicht. Die Drehachse~ω zeigt zum Nordpol, der̈uber der Papierebene
auf derx-Achse liegt. Die Koordinatenachseny undz liegen in derÄquatorialebene, was für die
Vektoren ~X und~r nicht zutreffen muss.

a) Führen Sie die Relativkoordinate
~r = ~X −R ~ez

ein, wobeiR die Distanz vom Erdmittelpunkt zur Brunnenöffnung ist. Bestimmen Sie die
Bewegungsgleichung für ~r(t) im erdfesten Koordinatensystem. Nehmen Sie hierbei verein-
fachend an, dass die Erdanziehungskraft~Fg = −mg0~ez die der ruhenden Erde und un-
abḧangig von~r ist. Nehmen Sie ferner an, dass die Zentrifugalkraft ebenfalls unabḧangig
von~r ist, was f̈ur nicht zu tiefe Brunnen n̈aherungsweise zutrifft. (5 Punkte)

b) Lösen Sie diese Bewegungsgleichung zunächst unter Vernachlässigung der Coriolis-Kraft,
und berechnen Sie die Trajektorie~r0(t) des Steins. Zeigen Sie, dass er einer effektiven Erd-
beschleunigunggeff = g0 − ω2R unterliegt. (6 Punkte)

c) Ausgehend von dieser Trajektorie~r0(t) addieren wir nun die Coriolis-Kraft. Setzen Sie dazu
~r = ~r0+~u, und zeigen Sie, dass für geeignete Anfangsbedingungen die Differentialgleichung

d~u

dt
= −2~ω × (~r0 + ~u) (1)

gilt. (8 Punkte)

d) Nehmen Sie schließlich an, dass die Abweichung~u vom Lot so klein ist, dass sie auf der
rechten Seite von Gleichung (1) vernachlässigt werden kann, und berechnen Sie für diesen
Fall explizit~u (t). Zeigen Sie, dass die Trajektorie~r(t) gegen̈uber~r0(t) nach Osten abgelenkt
wird. (6 Punkte)
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1.15 Dynamik einer Punktmasse auf einem Kegelmantel (F2007)7

Ein Punktmassem bewege sich auf der
Innenseite eines Kreiskegels mit sei-
ner Achse parallel zurz-Achse (siehe
Zeichnung). Die Gravitationskraft zei-
ge in die negativez-Richtung.

�
�
�

�
�
�

α

x

z

y

m

φ ρ

a) Bestimmen Sie unter Verwendung von Zylinderkoordinaten die zugeḧorige Lagrange-Funk-
tion in Abhängigkeit vonρ (Radius) undφ (Polarwinkel). (7 Punkte)

b) Leiten Sie daraus die Bewegungsgleichungen ab. (4 Punkte)

c) Welche Variable ist zyklisch?
Zeigen Sie, dass der DrehimpulsLz erhalten ist. (4 Punkte)

d) Bestimmen Sie mit Hilfe der Teilaufgaben b) und c) den Radiusρ0 einer Kreisbahn auf dem
Kegelmantel mit fester Ḧohez0 und als Funktion vonLz. (4 Punkte)

Zwischenergebnis:m
(
1 + cot2 α

)
ρ̈− L2

z

mρ3
+mg cotα = 0

e) Zeigen Sie, dass man sich mit dem Ansatzρ = ρ0+ρ1 undρ1 ≪ ρ0 aus den Bewegungsglei-
chungen (siehe Teilaufgabe b) die Gleichung eines harmonischen Oszillators f̈ur ρ1 ergibt.
Geben Sie die zugehörige Schwingungsfrequenzω0 an. (6 Punkte)

7Siehe auch Aufgabe 1.1
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1.16 Rakete (F2007)

Eine Raketenstufe der MasseM0 bewege sich zun̈achst kr̈aftefrei und habe die Geschwindigkeit
V0. Zum Zeitpunktt = 0 werde der Antrieb gez̈undet: Zu einem Zeitpunktt > 0 werde im
Zeitintervall dt die MassedM mit der Geschwindigkeitv relativ zur Rakete und antiparallel zu
ihrer Geschwindigkeit ausgestoßen und die Geschwindigkeit V der Rakete umdV vergr̈oßert. Es
handelt sich also um ein eindimensionales Problem.

a) Betrachten Sie den (momentanen) Impuls der Rakete zu einem Zeitpunktt > 0. Die momen-
tane Masse der Rakete seiM , und ihre momentane Geschwindigkeit seiV . Wie verteilen
sich die Impulse der Rakete und der ausgestoßenen Masse zu einem infinitesimal sp̈ateren
Zeitpunktt+ dt auf den Gesamtimpuls? (6 Punkte)

b) Vernachl̈assigen Sie infinitesimal kleine Terme von höherer als erster Ordnung, und geben
Sie die Differentialgleichung für die Abḧangigkeit der VariablenM undV voneinander an.
Zur Kontrolle ein Zwischenergebnis:M dV = −v dM . (5 Punkte)

c) Integrieren Sie diese Differentialgleichung mit den angegebenen Anfangsbedingungen.
Skizzieren Sie die Geschwindigkeit als Funktion der Masse. (6 Punkte)

d) Die Rateµ = −Ṁ des Massenausstoßes sei zeitlich konstant.
Bestimmen Sie die GeschwindigkeitV als Funktion der Zeitt.
Wie wird die Kurve von Teilaufgabe c zeitlich durchlaufen? (4 Punkte)

e) Der Treibstoff mache gerade die Hälfte der anf̈anglichen Masse der Rakete aus.
Welche Endgeschwindigkeit erreicht die Rakete, und wie kannman sie optimieren?

(4 Punkte)
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1.17 Freies Teilchen in Polarkoordinaten (H2007)

Ein Teilchen der Massem bewege sich kr̈aftefrei in der(x, y)-Ebene. Es soll die Bewegung unter
Verwendung von Polarkoordinatenr undϕ untersucht werden.

a) Bestimmen Sie, ausgehend von der Darstellung in kartesischen Koordinaten, die kinetische
Energie in Polarkoordinaten. (6 Punkte)

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Lagrange-Formalismus, dass der Drehimpuls hier eine Erhaltungs-
größe darstellt, und leiten Sie in diesem Rahmen einen Ausdruckfür den Drehimpuls in
Polarkoordinaten her. Mit Hilfe der Drehimpulserhaltung lässt sich der Energieerhaltungs-
satz allein durch die radiale Koordinater wie folgt ausdr̈ucken:

E =
m

2
ṙ2 +

A

r2
. (1)

Wodurch istA gegeben, und welches Vorzeichen hat es? (7 Punkte)

c) Bestimmen Sie mit Hilfe von (1) die Zeitabhängigkeitr(t) des Abstands des Teilchens vom
Koordinatenursprung. Dabei sei der minimale Abstandr(0) = rmin zur Zeitt = 0 erreicht.

(6 Punkte)

d) Entwickeln Sie das Ergebnis für r(t) aus der vorigen Teilaufgabe bis zur zweiten Ordnung in
der Zeitt, und bestimmen Sie darausr(0) und r̈(0). Zeigen Sie ferner den Zusammenhang

r̈(0) = φ̇(0)2r(0) ,

und interpretieren Sie diesen physikalisch. (6 Punkte)

Nützliche Formel: ∫

dx
x√

x2 − a2
=

√
x2 − a2
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1.18 Klettern am Seil (H2007)8

An einer Decke ist eine feststehende Rolle an-
gebracht, deren Mittelpunkt beiz = 0 sei. Über
diese Rolle kann reibungsfrei ein masseloses, un-
dehnbares Seil gleiten. An den beiden Enden des
Seils ḧangt je ein Affe mit der Massem1 bzw.
m2 im Schwerefeld (Erdbeschleunigungg). Bei-
de Affen befinden sich zur Zeitt = 0 in gleicher
Höhez = −h in Ruhe. Der Affe2 (m2) klettert
nun mit konstanter Beschleunigunga > 0 relativ
zum Seil an seinem Seilstück empor. Der Affe1
(m1) bleibt ruhig ḧangen.

hg

m1 m2

a (relativ zum Seil)

a) Formulieren Sie die zeitabhängige Zwangsbedingung, die beit > 0 die Koordinatenz1 < 0
undz2 < 0 der beiden Affen verkn̈upft. (4 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion des Systems, ausgedrückt durch die Koordinatez2

und ihre Ableitungż2. (8 Punkte)

c) Bestimmen Sie aus der Lagrange-Gleichung die Beschleunigung z̈2, und zeigen Sie, dass̈z2

zeitlich konstant ist. Bestimmen Sie unter Verwendung der Zwangsbedingung die Differenz
z̈1 − z̈2. (8 Punkte)

d) Welcher der beiden Affen kommt zuerst auf der Höhe des Rollenmittelpunktes an? Unter-
scheiden Sie dabei die Fällem1 < m2,m1 = m2 undm1 > m2. (5 Punkte)

8Siehe auch Aufgabe 1.4 für eine Atwood-artige Aufgabe
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1.19 Reflexion an weicher Wand (F2008)

Ein Teilchen der Massem komme aus dem positiv Unendlichen, wobei der Betrag der Geschwin-
digkeit v∞ sei. Es werde elastisch an einer weichen Wand senkrecht reflektiert, d. h. es kann ein
eindimensionales Problem betrachtet werden. Die Wand wirdbeschrieben durch das Potential

V (x) =
1

2
V0 exp (−αx), α > 0, V0 > 0.

a) Berechnen Sie die Energie des Teilchens und den Umkehrpunkt x0 . (8 Punkte)

b) Berechnen Siex(t), und ẅahlen Sie dabeix(0) = x0. (10 Punkte)

c) Berechnen Siėx(t), und betrachten Sie die Grenzfälle t→ ±∞ für x(t) undẋ(t).
Skizzieren Siex(t) undẋ(t) für allet. (4 Punkte)

d) Betrachten Sie den Grenzfallα→ ∞. Welche anschauliche Bedeutung hat er? (3 Punkte)

Hinweis: ∫ x

0

dx′
1

√

1 − exp(−αx′)
=

2

α
arcosh

(
exp

αx

2

)
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1.20 Masse auf der Achterbahn (F2008)

Auf einer Achterbahn rollt ein Wagen auf einer parabelförmigen Bahn in die Tiefe. Wir wollen ihn
durch ein punktf̈ormiges Teilchen der Massem beschreiben, das sich reibungsfrei auf der Kurve
y = ax2 im Potentialmgy der Schwerkraft bewegt (siehe Skizze). Es soll bei−x0 < 0 aus der
Ruhelage heraus starten und nach der ZeitT das Minimumx = 0 der Bahn erreicht haben. Um
die Rechnung zu vereinfachen, untersuchen wir nur den Fallx0 = 1/(2a).

��
��
��

��
��
��

x

y

−x 0
0

a) Welche Erhaltungsgröße gibt es bei diesem Problem? Geben Sie diese an. (3 Punkte)

b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit am Minimumx = 0 der Bahn. (3 Punkte)

c) Welche Wegstrecke hat das Teilchen zurückgelegt, wenn es nach der ZeitT das Minimum
erreicht hat? (9 Punkte)

d) Berechnen Sie diese ZeitT . (10 Punkte)

Hinweis:Sie d̈urfen folgende Integrale verwenden:

∫ 1

0

√

1 + z2

1 − z2
dz ≃ 1.91,

∫ 1

0

√
1 + z2 dz ≃ 1.15
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1.21 Pendel (H2008)

Zwei Punktmassenm1 undm2 befinden sich an den Enden eines starren, masselosen Stabes.Der
Stab ist in einem PunktP so gelagert, dass er sich in einer vertikalen Ebene um den Punkt P
drehen kann. Die Abstände der beiden Punktmassen vom PunktP seienℓ1 bzw. ℓ2. Es wirke die
Schwerkraft.

PSfragrepla
ements
P m1

m2
`1

`2
'

a) Stellen Sie die Lagrange-FunktionL(ϕ, ϕ̇) auf. (9 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Gleichgewichtslagen, und diskutieren Sie deren Stabiliẗat. (8 Punkte)

c) Wie groß ist die Frequenz kleiner Schwingungen um die stabile Gleichgewichtslage? F̈ur
welche Parameter des Pendels verschwindet die Frequenz? B eschreiben Sie die Form der
Bewegung f̈ur diesen Spezialfall. (8 Punkte)
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1.22 Elliptische Bahn (H2008)

Ein Teilchen der Massem bewege sich im Raum je nach Anfangsbedingungen auf den Bahnen

~r(t) = r0 cos(ωt)~ex +
v0

ω
sin(ωt)~ey,

wobei~ex und~ey orthonormale Einheitsvektoren undr0, v0 die Betr̈age der Orts- und Geschwin-
digkeitsvektoren zur Zeitt = 0 sind.

a) Berechnen Sie die Kraft~F (~r ), die auf das Teilchen wirkt. (5 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass diese Kraft konservativ ist. (5 Punkte)

c) Berechnen Sie ein PotentialU(~r ) zu dieser Kraft. (5 Punkte)

d) Berechnen Sie das auf das Teilchen wirkende Drehmoment sowie seinen Drehimpuls.
(5 Punkte)

e) Berechnen Sie die gesamte Energie des Teilchens.
Mit welcher Periodëandert sich seine kinetische Energie? (5 Punkte)
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2 Elektrodynamik

2.1 Magnetischer Dipol (H2003)

a) Das Vektorpotential~A eines statischen magnetischen Punktdipols mit dem Moment~m, der
sich bei~r = (x, y, z) = 0 befindet, ist gegeben durch

~A =
µ0

4π

~m× ~r

r3
.

α) Berechnen Sie daraus das~B-Feld des Dipols f̈ur ~r 6= 0.

(Hilfsformel: ∇× (~a×~b) = (~b · ∇)~a− (~a · ∇)~b+ ~a(∇ ·~b) −~b(∇ · ~a) ;

Ergebnis: ~B =
µ0

4π

3(~m · ~r)~r − r2 ~m

r5
.)

(10 Punkte)

β) Skizzieren Sie das~B-Feld graphisch f̈ur ~m = m0~ez, wobei~ez der Einheitsvektor inz-
Richtung ist. (5 Punkte)

b) Eine kreisf̈ormige Leiterschleife mit Radiusa sei fest so angebracht, dass ihr Mittelpunkt
beix = y = 0, z = z0 > 0 liegt und ihre Normale in Richtung von~ez zeigt.

Berechnen Sie den FlussΦ des Dipolfeldes von Teilaufgabeβ) durch die Leiterschleife aus
dem Fl̈achenintegralΦ =

∫∫
~B · d~f über die Schleifenfl̈ache. (10 Punkte)
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2.2 Ebene elektromagnetische Wellen (H2003)

a) Wie lauten die Maxwell’schen Gleichungen für das elektrische Feld~E(~r, t) und das magne-
tische Feld~B(~r, t) im Vakuum bei Abwesenheit von Ladungs- und Stromdichten?

(4 Punkte)

b) Startpunkt f̈ur die Berechnung von~E(~r, t) und ~B(~r, t) einer ebenen Welle mit der Kreisfre-
quenzω und dem Wellenzahlvektor~k ist der Ansatz

~E(~r, t) = ~E0 ei(
~k · ~r − ωt), ~B(~r, t) = ~B0 ei(

~k · ~r − ωt).

Bestimmen Sie durch Einsetzen in die Maxwell’schen Gleichungen die Beziehungen zwi-
schen~k, ω, ~E0, ~B0, und deuten Sie diese. Was istε0µ0? In welche Richtung und mit welcher
Geschwindigkeit bewegt sich die Welle? Wie ist sie polarisiert? (8 Punkte)

c) Berechnen Sie die zeitgemittelte Energiedichte〈w〉 und die zeitgemittelte Energieflussdichte
〈~S〉 der Welle aus den Gleichungen

〈w〉 =
1

2

(

ε0

~E · ~E∗

2
+

1

µ0

~B · ~B∗

2

)

, 〈~S〉 =
1

µ0

~E × ~B∗

2
.

Wie hängen〈~S〉 und〈w〉 zusammen? Diskutieren Sie das Ergebnis. (13 Punkte)
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2.3 Wo fließt die elektromagnetische Energie? (F2004)9

Gegeben sei ein unendlich langer, gerader zylindrischer Draht mit RadiusR, Leitfähigkeitσ, re-
lativer Dielektriziẗatskonstanteε = 1 und relativer Permeabilität µ = 1. Zur mathematischen
Behandlung f̈uhren wir Zylinderkoordinatenx = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z (z-Achse ist Draht-
achse) mit den Einheitsvektoren~eρ, ~eφ, ~ez ein. Der Draht befindet sich in einem homogenen
elektrischen Feld~E(~r) = E ~ez. Wir betrachten ein Stück der L̈angeL≫ R dieses Drahts.

a) Im Draht fließt nach dem Ohm’schen Gesetz ein konstanter Strom der Dichte
~j = σ ~E = σE ~ez = j ~ez. Wie groß ist der GesamtstromI im Draht?
Wegen der endlichen Leitfähigkeitσ wird im Draht Joule’sche Ẅarme mit der DichtewJ

erzeugt. Berechnen Sie diese und die gesamte im betrachtetenVolumen der L̈angeL erzeugte
WärmeleistungWJ = σE2πR2L = σE2AL = σE2V . (6 Punkte)

b) Der StromI im Draht erzeugt im Außenraum das Magnetfeld

~Ba =
µ0I

2πρ
~eφ.

Drücken Sie in~Ba den StromI durchE aus. (3 Punkte)

c) Berechnen Sie den Poynting-Vektor~Sa = ~E × ~Ha als Funktion vonE.
Was ist die physikalische Bedeutung des Poynting-Vektors?
Skizzieren Sie~E, ~Ba, ~Sa. (9 Punkte)

d) Berechnen Sie den Energiefluss durch die Oberfläche ins Innere des Drahts für das Volumen
der LängeL. Vergleichen Sie mit der im Inneren erzeugten WärmeleistungWJ . Was fließt
wirklich im Draht? (7 Punkte)

9Siehe auch Aufgabe 2.19
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2.4 Elektrisches Feld und Potential im H-Atom (F2004)

a) Wie lauten die Grundgleichungen der Elektrostatik in differentieller und Integralform? Wie
hängt das Potentialφ(~r) mit der Feldsẗarke ~E(~r) zusammen? (6 Punkte)

b) Die Kernladunge des H-Atoms sei punktförmig im Koordinatenursprung konzentriert. Ge-
ben Sie die Formel für das entsprechende elektrische KernpotentialφK(~r) und die Feldsẗarke
~EK(~r) an. (4 Punkte)

c) Auch die Elektronenladungsdichte

ρe(r) = −e e−2r/a

πa3
(a: Bohrscher Radius)

ist drehinvariant. Nutzen Sie die Drehsymmetrie und den Gauß’schen Satz, um die elektro-
nische Feldsẗarke ~Ee(~r) zu berechnen.

Verwenden Sie hierzu
∫

x2e−βxdx = −(2 + 2βx+ β2x2)
e−βx

β3
.

Bestimmen Sie das Gesamtergebnis~EH = ~EK + ~Ee. (9 Punkte)

d) Das zugeḧorige PotentialφH(r) mit φH(∞) = 0 lautet

φH(r) =
e

4πε0

(
1

r
+

1

a

)

e−2r/a.

Diskutieren Sie das Gesamtergebnis~EH(~r) undφH(r) für kleine(r ≪ a) und große(r ≫ a)
Absẗande. (6 Punkte)
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2.5 Ladung vor Dielektrikum (H2004)

Eine Ladunge befinde sich im PunktP = (0, 0,−a) in einer Entfernunga von der Grenzfl̈ache
zweier verschiedener (dreidimensionaler) dielektrischer homogener Medien mit relativen dielek-
trischen Permeabilitätenε1 bzw. ε2 (s. Figur). Die Grenzfl̈ache ist durch die Gleichungz = 0
beschrieben. Die elektrischen Potentiale in beiden Medien, φ1 bzw.φ2, erfüllen wegen der Stetig-
keit der Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes die Bedingungφ1(x, y, 0) = φ2(x, y, 0)
für alle Punkte(x, y, 0) an der Grenzfl̈ache.

ae1

z

e2

P

a) Geben Sie die aus der Stetigkeit der Normalkomponente derdielektrischen Verschiebung
folgende Grenzbedingung für die elektrischen Potentialeφ1 undφ2 an. (3 Punkte)

b) Benutzen Sie die Methode der Spiegelladung und die zwei Grenzbedingungen für die Po-
tentiale, um die elektrischen Potentialeφ1undφ2 zu bestimmen.
Hinweis: Suchen Sie das Potential im Medium 1 als eines, das von zwei Punktladungene
unde′, die an den PunktenP = (0, 0,−a) bzw.P ′ = (0, 0, a) lokalisiert sind, erzeugt wird.
Suchen Sie dagegen das Potential im Medium 2 als eines, das von einer einzigen Punktla-
dunge′′ im PunktP erzeugt wird. Bestimmen Siee, e′, e′′.

Zur Kontrolle: Für ε2 = 1 ist e′ = e(ε1 − 1)/(ε1 + 1), e′′ = 2e/(ε1 + 1). (12 Punkte)

c) Berechnen Sie die Kraft, die auf die Ladunge im PunktP wirkt, und diskutieren Sie, wel-
chen physikalischen Effekt sie hervorruft, wenn das Medium1 Luft ist (ε1 = 1) undε2 > 1
gilt. (6 Punkte)

d) Diskutieren Sie den Fallε2 → ∞. Welcher physikalischen Situation entspricht dies?
(4 Punkte)
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2.6 Mittleres Potential (H2004)

Eine lokalisierte, statische Ladungsverteilungρ(~r ) erzeuge das Potentialφ(~r ).

a) Wie l̈asst sich das Potentialφ(~r ) in Integralform durch die Ladungsdichteρ(~r ) darstellen?
(5 Punkte)

b) Wir beschr̈anken uns nun auf ein Teilgebiet des Raumes, das ladungsfrei ist. Zeigen Sie, dass
dann gilt: Der Mittelwert vonφ(~r ) über eine Kugeloberfl̈ache ist gleich dem Wert vonφ(~r )
im Kugelmittelpunkt.

Hinweis:Die Winkelintegration kann mit Hilfe des Integrals
∫

dx
1√

a+ bx
=

2

b

√
a+ bx+ const.

ausgef̈uhrt werden. (15 Punkte)

c) Ist es m̈oglich, ein geladenes Teilchen in elektrostatischen Feldern im Vakuum in eine stabile
Gleichgewichtslage zu bringen? Begründen Sie Ihre Antwort mit Hilfe von Teilaufgabe b.

(5 Punkte)
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2.7 Hohlleiter (F2005)
Gegeben sei ein von ideal leitenden (σ → ∞), metallischen
Wänden begrenzter, unendlich langer Hohlleiter quadratischen
Querschnitts (innere Querschnittsfläche a2). Im Inneren des
Hohlleiters herrsche Vakuum. Die Achse des Hohlleiters zeige
in z-Richtung.
Nebenstehende Skizze zeigt einen Querschnitt durch den Hohl-
leiter und definiert das Koordinatensystem. Im Folgenden soll
die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Inneren des
Hohlleiters untersucht werden. a x

y

a

0

a) Wie lauten die Maxwell-Gleichungen im ladungs- und stromfreien Vakuum?
(4 Punkte)

b) An ideal leitenden, metallischen Oberflächen gilt die Randbedingung verschwindender Par-
allelkomponente des elektrischen Feldes. Begründen Sie diese Randbedingung.

(6 Punkte)

c) Das elektrische Feld,~E = (Ex, Ey, Ez), habe im Inneren des Hohlleiters die Form

Ex(x, y, z, t) = E0 sin
πy

a
cos(kz − ωt) , Ey = Ez = 0 .

Wie groß ist die Ladungsdichte im Inneren des Hohlleiters? (6 Punkte)

d) Berechnen Sie unter Benutzung der Maxwell-Gleichungen dieZeitableitung

∂

∂t
~B(x, y, z, t)

der orts- und zeitabḧangigen magnetischen Induktion im Inneren des Hohlleiters.
(9 Punkte)
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2.8 Elektrisches Feld und Potential geladener Kugeln (F2005)

Betrachtet werde eine homogen geladene Kugel mit dem RadiusR, der Ladungsdichteρ und der
Gesamtladungq.

a) Wie ḧangen Ladungsdichte und Gesamtladung zusammen? (4 Punkte)

b) Geben Sie den Zusammenhang des elektrostatischen Feldes~E(~r) mit dem Skalarpotential
φ(~r) an. Was kann man allein auf Grund der Symmetrieüber Form und Abḧangigkeiten von
φ(~r) und ~E(~r) sagen? (6 Punkte)

c) Berechnen Sie das elektrische Feld~E(~r) im Innen- und Außenraum der Kugel mit Hilfe des
Gesetzes von Gauß (in der integralen Form). (8 Punkte)

d) Berechnen Sie das zugehörige Potentialφ(~r) durch Wegintegration̈uber das elektrische Feld.
Ergebnis zur Kontrolle:

φ(~r) =
q

4πε0

×







3

2R
− r2

2R3
für r ≤ R

1

r
für r ≥ R

(7 Punkte)
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2.9 Metallkugel in externem Feld (H2005)

Eine Metallkugel mit RadiusR wird in ein konstantes externes elektrisches Feld~Eext = E0 ~ez

gesetzt, das zu einem externen Potentialφext führt. Auf der Kugel seien Oberflächenladungen mit
der Fl̈achenladungsdichteσ(ϑ, ϕ) vorhanden, die einen zusätzlichen Beitrag zum Gesamtpotential
induziert. Das Gesamtpotentialφ der Kugel soll als null angenommen werden, d. h.φ(~r ) = 0 für
|~r| < R.

a) Verifizieren Sie, dass das Potential des externen Feldes als φext(~r ) = − ~Eext · ~r geschrieben
werden kann. (3 Punkte)

b) Welches sind die Randbedingungen an das gesamte Potential(externes Feld plus Kugel) bei
|~r | = R und|~r | → ∞ ? Wie lautet die Differentialgleichung, der das Potential gen̈ugt?

(6 Punkte)

c) Der allgemeine Ansatz für Lösungen der Laplace-Gleichung für axialsymmetrische Proble-
me lautet

φ(~r ) = φ(r, ϑ, ϕ) =
∞∑

ℓ=0

(

aℓr
ℓ +

bℓ
rℓ+1

)

Pℓ (cosϑ) ,

wobeiPℓ Legendre-Polynome sind (d. h.P0(x) = 1, P1(x) = x, etc.). Verwenden Sie diesen
Ansatz und die in Teilaufgabe b) aufgestellten Randbedingungen, um das Gesamtpotential
φ(~r ) im Bereichr ≥ R zu bestimmen. (6 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass die influenzierte Oberflächenladungsdichte auf der Kugel,σ = ε0En, fol-
gende Form hat (En ist die Feldkomponente senkrecht zur Kugeloberfläche):

σ(ϑ, ϕ) = 3ε0E0 cosϑ .

(6 Punkte)

e) Berechnen Sie die gesamte influenzierte Ladung. (4 Punkte)
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2.10 Linienförmige Ladungsverteilung und Metalloberfläche (H2005)

Es soll das elektrische Potential untersucht werden, das von einer inz-Richtung linearen Ladungs-
verteilungρ(x, y, z) = ρ1δ(x − a)δ(y) erzeugt wird. Hierbei istρ1 eine konstante Ladung pro
Länge. Es soll ferner die M̈oglichkeit vorgesehen sein, eine ideal leitende, geerdeteMetallplatte in
der(y, z)-Ebene anzubringen.

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Gauß, dass sich das Potential in Abwesenheit der Me-
tallplatte in der Form

Φ(R) = − ρ1

2πǫ0
ln(R) + Φ0

schreiben l̈asst, wobeiR der senkrechte Abstand von der linearen Ladungsverteilungist.
(10 Punkte)

Hinweis: In Zylinderkoordinaten(r, ϕ, z) gilt

~∇Φ =
∂Φ

∂r
~er +

1

r

∂Φ

∂ϕ
~eϕ +

∂Φ

∂z
~ez .

b) Es werde nun eine unendlich ausgedehnte, geerdete Metallplatte in der(y, z)-Ebene ange-
bracht. Welche Randbedingung muss das Potential beix = 0 erfüllen? Bestimmen Sie nun
mit Hilfe der Bildladungsmethode das elektrische Potentialim Halbraumx > 0.

(8 Punkte)

c) Skizzieren Sie qualitiv die elektrischen Feldlinien in der (x, y)-Ebene f̈ur x > 0. In welche
Richtung zeigt das elektrische Feld an der Metallplatte? (7 Punkte)
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2.11 Reflexion (F2006)

Die Ebenex = 0 sei die Grenzfl̈ache zwischen dem Va-
kuum (Halbraumx < 0) und einem Dielektrikum (Halb-
raumx > 0) mit konstantem Brechungsindexn =

√
ε >

1 und Permeabiliẗat µ = µ0. Ein in x-Richtung einfal-
lender Lichtstrahl (monochromatische ebene Welle) mit
Frequenzω, Wellenzahl~k = ~ex k und elektrischem Feld
~E = ~ey E treffe aus dem Vakuum senkrecht auf die
Grenzfl̈ache.

n
y

xz
~B ~k~E

Die elektrischen und magnetischen Felder der einfallendenWelle ( ~E, ~B), der transmittierten
Welle ( ~E ′, ~B′) und der reflektierten Welle( ~E ′′, ~B′′) können geschrieben werden als

~E(~r, t) = ~eyE0 ei(kx−ωt) , ~E ′(~r, t) = ~eyE
′
0 ei(nkx−ωt) , ~E ′′(~r, t) = ~eyE

′′
0 ei(−kx−ωt) ; (1a)

~B(~r, t) = ~ezB0 ei(kx−ωt) , ~B′(~r, t) = ~ezB
′
0 ei(nkx−ωt) , ~B′′(~r, t) = ~ezB

′′
0 ei(−kx−ωt) . (1b)

a) Benutzen Sie das Induktionsgesetz~∇ × ~E = − ∂
∂t
~B, um den Zusammenhang zwischenE0

undB0 (E ′
0 undB′

0, E
′′
0 undB′′

0 ) herzuleiten. (6 Punkte)

b) Berechnen Sie die Amplituden der transmittierten WelleE ′
0 und der reflektierten WelleE ′′

0

als Funktionen vonn undE0.
Hinweis: Für die vorgegebene Geometrie sind die elektrischen und magnetischen Felder
beidestetigan der Grenzfl̈ache. (8 Punkte)

c) Sind die elektrischen Felder der einfallenden und reflektierten Wellen parallel oder antipar-
allel zueinander? (2 Punkte)

d) Die Intensiẗaten der einfallenden, transmittierten und reflektierten Wellen k̈onnen wie folgt
durch die entsprechenden Energiestromdichten ausgedrückt werden:

I =
1

2µ0

| ~E × ~B∗| , I ′ =
1

2µ0

| ~E ′ × ~B′∗| , I ′′ =
1

2µ0

| ~E ′′ × ~B′′∗| . (2)

Berechnen SieT = I ′/I undR = I ′′/I, d.h. die transmittierte bzw. reflektierte Intensität
bezogen auf die einfallende Intensität. (6 Punkte)

e) Was muss f̈urR+ T gelten und warum?̈Uberpr̈ufen Sie diese Beziehung mit dem Ergebnis
von Teilaufgabe d). (3 Punkte)
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2.12 Elektromagnetische Wellen (F2006)

Es sollen elektromagnetischen Wellen in einem isotropen, homogenen Material mit den Maxwell-
Gleichungen

εε0
~∇ · ~E = 0

~∇ · ~B = 0

~∇× ~E = −∂
~B

∂t

~∇× 1

µµ0

~B =
∂εε0

~E

∂t
+~j

betrachtet werden. Hierbei ist~j die Stromdichte, die dem Ohm’schen Gesetz~j = σ ~E mit der
elektrischen Leitf̈ahigkeitσ gen̈uge, welche im Allgemeinen komplex und frequenzabhängig sei.
Ferner seien keine freien Ladungen vorhanden.

a) Zeigen Sie, dass die zeitabhängigen Maxwell-Gleichungen ebene Wellen der Form

~B = ~B0 exp[i(~k · ~x− ωt)]

~E = ~E0 exp[i(~k · ~x− ωt)]

als Lösungen besitzen. (5 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass es sich um transversale Wellen handelt. Welchen Winkel schließen~E0 und
~B0 ein? (5 Punkte)

c) Welche Dispersionsrelationω = ω(~k) ergibt sich f̈ur Isolatoren (σ ≡ 0)? Was ergibt sich f̈ur
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit? (6 Punkte)

d) Welche Dispersionsrelationk2 = k2(ω) ergibt sich, wennσ(ω) die Form

σ = σ0/(1 − iωτ) (1)

besitzt? Mit welcher Potenz vonω skaliert der komplexe Brechungsindex im Grenzfallω →
0? (9 Punkte)
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2.13 Elektrostatische Energie (H2006)10

Die elektrostatische Energie vonN Punktladungenqi an den Orten~ri ist gegeben durch

U =
1

8πǫ0

N∑

i6=j

qiqj
|~ri − ~rj|

. (1)

a) Wie ḧangt dieser Ausdruck mit dem Coulomb-Potential zweier Punktladungen zusammen,
und welcher Arbeit entspricht die EnergieU physikalisch? (4 Punkte)

b) Betrachten Sie nun eine lokalisierte, kontinuierliche Ladungsverteilung mit Ladungsdichte
ρ(~r ). Wie lautet der Ausdruck für die elektrostatische Energie in diesem Fall? Leiten Sie das
Ergebnis aus Gleichung (1) durch einen Kontinuumsübergang her. (6 Punkte)

c) Warum braucht man sich im Falle der kontinuierlichen, nicht-singul̈aren Ladungsverteilung
(|ρ(~r )| <∞) nicht um die Bedingungi 6= j in Gleichung (1) zu k̈ummern? (6 Punkte)

d) Wie kann man die Energie aus Teilaufgabe c) durch die elektrische Feldsẗarke, die von der
Ladungsverteilung erzeugt wird, darstellen? Verwenden Sie die Laplace-Gleichung

∆Φ(~r ) = − 1

ǫ0
ρ(~r ) (2)

oder das Gauß’sche Gesetz. (9 Punkte)

10Siehe auch Aufgabe 2.16
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2.14 Magnetfeld einer Stromverteilung (H2006)

Gegeben sei ein zylinderförmiger Leiter vom RadiusR, durch welchen ein homogen verteilter
StromI fließt. Wählen Sie Zylinderkoordinatenr, ϕ, z mit derz-Achse in Richtung der Zylinder-
achse.

a) Begr̈unden Sie, dass die magnetische Induktion~B nur eineϕ-Komponente hat.
(5 Punkte)

b) Bestimmen und skizzieren Sie die Ortsabhängigkeit der magnetischen InduktionBϕ(r) in-
nerhalb und außerhalb des Zylinders. (6 Punkte)

Gegeben sei nun ein Hohlzylinder mit innerem RadiusR1 undäußerem RadiusR2, welcher vom
StromI in z-Richtung durchflossen wird.

c) Bestimmen Sie die Stromdichtej. Bestimmen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von
Teilaufgabe b die magnetische InduktionBϕ(r). Skizzieren Sie die Ortsabhängigkeit von
Bϕ(r). (7 Punkte)

d) Betrachten Sie den Grenzfalld = R2 −R1 → 0: Bestimmen Sie die magnetische Induktion
für eine sehr d̈unne Zylinderwand (d ≪ R1, R2). Was folgt daraus f̈ur den Sprung der ma-
gnetischen Induktion an einer stromdurchflossenen Grenzfläche?

(7 Punkte)
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2.15 Wellenausbreitung zwischen Leiterplatten (F2007)

Wir betrachten zwei unendlich ausgedehnte und parallel zur(x, y)-Ebene liegende Platten, die
aus ideal leitendem Material bestehen. Ideale Leiter sind dadurch charakterisiert, dass elektro-
magnetische Felder nicht in sie eindringen können. Eine Platte m̈oge beiz = 0 und die andere bei
z = L liegen. Zwischen den Platten herrsche Vakuum. Die Maxwell-Gleichungen f̈ur das Vakuum
lauten allgemein

~∇ · ~E(~x, t) = 0, ~∇ · ~B(~x, t) = 0,

~∇× ~E(~x, t) = −∂
~B(~x, t)

∂t
, ~∇× ~B(~x, t) =

1

c2
∂ ~E(~x, t)

∂t
.

Wegen des idealen Leiters als Wandmaterial erfüllen die Felder die Randbedingungen

Ex = Ey = 0 (1)

und
Bz = 0 (2)

für z = 0 undz = L.
Hinweis: Für beliebige Vektoren gilt~a× (~b× ~c) = ~b (~a · ~c) − ~c (~a ·~b).

a) Wir betrachten nun elektromagnetische Wellen, die sich zwischen den Platten entlang derx-
Richtung ausbreiten,

~E(~x, t) = ~E(z) ei(kx−ωt),

~B(~x, t) = ~B(z) ei(kx−ωt).

Zeigen Sie, dass diese Felder den Gleichungen

iω~∇× ~B(~x, t) =
ω2

c2
~E(~x, t),

− iω

c2
~∇× ~E(~x, t) =

ω2

c2
~B(~x, t)

gen̈ugen. (5 Punkte)

b) Zeigen Sie nun, dass die Felder~E(z) und ~B(z) Lösungen der eindimensionalen Differential-
gleichungen

(
∂2

z + λ
)
~E(z) = 0 bzw.

(
∂2

z + λ
)
~B(z) = 0

mit einer geeigneten Konstantenλ und den Randbedingungen (1) bzw. (2) sind. Verwenden
Sie diesesλ, umω als Funktion vonk zu schreiben, und zeigen Sie, dass es für λ > 0 eine
Grenzfrequenzωmin gibt, unterhalb derer keine Wellenpropagation parallel zuden Platten
möglich ist. (10 Punkte)

c) Lösen Sie nun die Differentialgleichung
(
∂2

z + λ
)
Bz(z) = 0 , λ > 0

für Bz(z) durch einen geeigneten Ansatz, der mit der Randbedingung (2)vertr̈aglich ist.
Zeigen Sie, dass die Eigenfrequenzen dann durch

ωn (k) = c

√

π2n2

L2
+ k2

gegeben sind, und geben Sie die erlaubten Werte vonn an. (10 Punkte)
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2.16 Elektrostatische Energie (F2007)11

a) Das Potential einer homogen geladenen Kugel vom RadiusR mit der GesamtladungQ ist
gegeben durch

φ(~r ) =
Q

4πε0

1

2R3
(3R2 − r2) für r ≤ R, (1)

wobeir =
√

x2 + y2 + z2 die Radialkoordinate ist. Berechnen Sie damit die elektrostatische
Energie der homogen geladenen Kugel. (5 Punkte)

b) Leiten Sie nun einen Ausdruck für das Potential einer leitenden Kugel von gleicher Gesamt-
ladung und gleichem Radius her, und berechnen Sie die entsprechende Energie. Vergleichen
Sie die Ergebnisse der Teilaufgaben a) und b), und begründen Sie kurz (ein bis zwei Sätze
gen̈ugen), warum es auch ohne Rechnung physikalisch einsichtig ist, dass eine der Kugeln
einen gr̈oßeren Energieinhalt hat. (10 Punkte)

c) Gegeben ist die Ladungsverteilung

ρ(~r ) =

{

ρ0/r
2 für R1 ≤ r ≤ R2

0 sonst.

Berechnen Sie die GesamtladungQ, das elektrische Feld~E und das stetige Potentialφ in
Abhängigkeit vonρ0,R1 undR2. (10 Punkte)

Hinweise:
Das Potential soll im Unendlichen jeweils gegen Null gehen.
Der Gradient einer nur von der Radialkoordinater abḧangenden Funktionf(r) ist gegeben durch

gradf(r) =
∂f(r)

∂r
~er . (2)

11Siehe auch Aufgabe 2.13
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2.17 Penning-Falle (H2007)

Ein Elektron mit Ladungq = −e bewege sich in einem statischen homogenen Magnetfeld~B =
B~ez und einem ebenfalls statischen, aber inhomogenen elektrischen Feld~E, das durch ein Qua-
drupolpotential

φ(x, y, z) =
U0

2r2
0

(x2 + y2 − 2z2) mit U0 > 0

gegeben ist.

a) Lösen Sie die nichtrelativistische Bewegungsgleichung für die Geschwindigkeitdes Elek-
trons zun̈achst f̈ur U0 = 0 und für eine Bewegung in der(x, y) -Ebene, und bestimmen Sie
die dazugeḧorige Frequenzωc. (6 Punkte)

b) Berechnen Sie das elektrische Feld aus dem gegebenen Quadrupolpotential, und verifizieren
Sie, dass~∇ · ~E = 0 gilt. (4 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass bei einer Bewegung entlang derz-Achse das Magnetfeld keinen Einfluss
hat, und bestimmen Sie die Frequenzωz der harmonischen Schwingungen entlang dieser
Achse im elektrischen Quadrupolfeld. (6 Punkte)

d) Lösen Sie die vollständigen Bewegungsgleichungen in der(x, y)-Ebene durch einen Ansatz
x(t) = A cos (ωM t) undy(t) = A sin (ωM t) von Kreisbahnen um den Ursprung. Berechnen
Sie die dazugeḧorige so genannte Magnetron-FrequenzωM ausgedr̈uckt durchωc undωz.
Wann ist diese Bewegung stabil? (9 Punkte)
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2.18 Elektrisches Potential im Kasten (H2007)

Die Oberfl̈ache eines Quaders mit den Kantenlängena, b und c in x-, y- bzw. z-Richtung habe
ein wohldefiniertes elektrisches Potential. Auf allen Seitenflächen gelteΦ = 0, außer auf der
Deckelfl̈achez = c, auf der das Potential die folgende Form annehmen soll,

Φ(x, y, c) = V0 sin(
π

a
x) sin(

π

b
y), (V0 > 0) . (1)

Im Inneren des Quaders gebe es keine elektrische Ladung.

xa

z

y

b

c

(x,y,c)φ

a) Welche Differentialgleichung beschreibt das elektrische PotentialΦ(x, y, z) im Inneren des
Kastens? (5 Punkte)

b) Berechnen Sie das elektrische PotentialΦ(x, y, z) im Inneren des Quaders durch einen Se-
parationsansatz. (12 Punkte)

c) Berechnen Sie das elektrische Feld auf der Seitenflächey = 0. In welche Richtung zeigt das
Feld, und an welcher Stelle auf der Seitenfläche hat es seinen maximalen Betrag?

(8 Punkte)
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2.19 Gleichstrom und Poynting-Vektor (F2008)12

a) Ein in z-Richtung orientierter zylinderförmiger Draht mit Radiusr1 werde im gesamten
Querschnitt homogen von einer Stromdichte~j = j~ez durchflossen. Berechnen Sie das ma-
gnetische Feld~H außerhalb des Leiters. (5 Punkte)

b) Der Leiter gen̈uge dem Ohm’schen Gesetz~j = σ ~E, wobeiσ die spezifische Leitf̈ahigkeit
und ~E die elektrische Feldstärke im Leiter ist. Berechnen Sie die Normalkomponente des
Poynting-Vektors~S = ~E × ~H auf der Leiteroberfl̈ache. Bestimmen Sie ferner die durch
die Oberfl̈ache eines Leiterstücks der L̈angeL zugef̈uhrte Leistung, und drücken Sie das
Ergebnis durch den GesamtstromI und den WiderstandR des Leitersẗucks aus. Was passiert
mit der zugef̈uhrten Leistung? (7 Punkte)

Es soll nun der Grenzfall eines idealen Leiters(σ → ∞) untersucht werden. Dazu ergänzen wir
den bis jetzt betrachteten Draht um einen hohlzylinderförmigen Leiter mit Innenradiusr2 > r1 zu
einem Koaxialkabel. Zwischen den beiden Leitern liege einePotentialdifferenzU an.

c) Bestimmen Sie das elektrische Feld im ladungsfreien Raum zwischen den beiden Leitern.
(8 Punkte)

d) Überzeugen Sie sich davon, dass der Poynting-Vektor zwischen den beiden Leitern inz-
Richtung zeigt. Berechnen Sie diesen, und integrieren Sieüber den Querschnitt senkrecht
zum Koaxialkabel. Dr̈ucken Sie das Resultat durch den StromI und die Potentialdifferenz
U aus. (5 Punkte)

Hinweis:Die Divergenz eines Vektors~u lautet in Zylinderkoordinaten(ρ, ϕ, z):

div ~u =
1

ρ

∂(ρuρ)

∂ρ
+

1

ρ

∂uϕ

∂ϕ
+
∂uz

∂z

12Siehe auch Aufgabe 2.3
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2.20 Dipolmoment des HCl-Molek̈uls (F2008)

In einem vereinfachten Modell entsteht ein Salzsäure-Molek̈ul (HCl) durch Verbindung eines Was-
serstoff-Atoms mit einem Chlor-Atom (Z = 17), wobei das H-Atom ein Elektron an das Cl-Atom
abgibt. Die 18 Elektronen des Cl-Ions bilden eine näherungsweise sphärische Wolke um den Cl-
Kern. Die beiden Kerne sind 1.28̊A voneinander entfernt. Das Dipolmoment des oben beschrie-
benen Molek̈uls soll berechnet und mit dem experimentellen Wert vond = 3.4 × 10−28 Coulomb
cm verglichen werden.

a) Zeigen Sie, dass das Dipolmoment einer Ladungsverteilung genau dann vom Koordinatenur-
sprung unabḧangig ist, wenn die Gesamtladung verschwindet. (7 Punkte)

b) Drücken Sie das Dipolmoment einer Summe von Ladungsverteilungen,

ρ(~r ) = ρ1(~r ) + ρ2(~r ) ,

durch die jeweiligen GesamtladungenQ1,2(6= 0) und deren Ladungsschwerpunkte aus.
(6 Punkte)

c) Berechnen Sie das Dipolmoment des obigen Moleküls (Elementarladung:e = 1.6 × 10−19

Coulomb). Verwenden Sie hierzu die Verallgemeinerung der Aussage aus Teilaufgabe (b)
auf drei verschiedene Ladungsverteilungen, nämlich die der beiden Kerne und der Elektro-
nenwolke. (6 Punkte)

d) Wie weit muss der Schwerpunkt negativer Ladung vom Cl-Kernin Richtung zum Proton
verschoben werden, damit das Dipolmoment in unserem Modellden gemessenen Wert an-
nimmt? (6 Punkte)
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2.21 Felder einer linearen Ladungsverteilung (H2008)

Die gesamtez-Achse sei mit einer konstanten linearen LadungsdichteρL belegt, die sich mit der
Geschwindigkeitv in Richtung steigenderz-Werte bewegt. Es fließt also ein StromI = ρLv
entlang derz-Achse.

a) Berechnen Sie die magnetische Induktion~B, die durch den StromI erzeugt wird.
(6 Punkte)

b) Die LadungsverteilungρL führt auch zu einem elektrischen Feld~E. Zeigen Sie, dass~E in
Zylinderkoordinaten nur eine Radialkomponenten besitzt, und bestimmen Sie das elektrische
Feld mit Hilfe des Satzes von Gauß. Es ist hierzu sinnvoll, einen geeignet geẅahlten Zylinder
als Integrationsvolumen heranzuziehen. (8 Punkte)

c) Man kann zeigen, dass~B2−(1/c2) ~E2 in jedem Inertialsystem den gleichen Wert besitzt. Was
folgt daraus f̈ur den Betrag des elektrischen Feldes im Ruhesystem der Ladungsverteilung?
Welche lineare Ladungsdichteρ0

L beobachtet man demnach im mitbewegten Bezugssystem?
Erklären Sie den Unterschied zwischenρL undρ0

L. (11 Punkte)

Zur Erinnerung:Die Maxwell-Gleichungen lauten

div ~E =
ρ

ǫ0
div ~B = 0

rot ~B − 1

c2
∂ ~E

∂t
= µ0

~j rot ~E +
∂ ~B

∂t
= 0 .
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2.22 Drude-Modell (H2008)

Das Drude-Modell stellt ein einfaches Modell für elektronischen Transport in Metallen dar. Hier-
bei wird angenommen, dass freie Elektronen mit der Ladung−e und mit der effektiven Masse
m∗ einem zeitabḧangigen externen elektrischen Feld~E(t) ausgesetzt sind. Zusätzlich wirkt eine
phänomenologische Reibungskraft, die proportional zur Geschwindigkeit~v(t) der Elektronen ist.
Für ein einzelnes Elektron gilt also die Bewegungsgleichung

m∗~̇v(t) + γ~v(t) = −e ~E(t) . (1)

Die Stromdichte ergibt sich als~j(t) = −ne~v(t), wobein die Dichte der freien Elektronen im
Metall darstellt.

a) Formulieren Sie aus Gleichung (1) die Bewegungsgleichung

∂t
~j(t) +

1

τ
~j(t) = ω2

pǫ0 ~E(t) (2)

für die Stromdichte~j(t), und bestimmen Sie die charakteristische Zeitskalaτ sowie die
sogenannte Plasmafrequenzωp aus den Parameternm∗ undn.
Berechnen Sie die Plasmafrequenz für Aluminium; die zugeḧorige freie Elektronendichte
betr̈agtn = 1,81× 1029 m−3, und die effektive Massem∗ der Elektronen stimmt n̈aherungs-
weise mit der Massem freier Elektronen̈uberein. (6 Punkte)

b) Führen Sie eine Fourier-Transformation,

~jω =

∫ ∞

−∞
dt e iωt~j(t) , ~j(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωt~jω

durch, und zeigen Sie, dass im Frequenzraum~jω = σω
~Eω gilt. Bestimmen Sie die komplexe

frequenzabḧangige Leitf̈ahigkeitσω. (8 Punkte)

c) Zerlegen Sie die Leitfähigkeit in Real- und Imaginarteil,σω = σ′
ω + iσ′′

ω, und fertigen Sie
eine Skizze vonσ′

ω undσ′′
ω als Funktion vonω an. Diskutieren Sie das Verhalten für kleine

und große Frequenzenω. Welche Terme der Gleichung (2) dominieren jeweils das Nieder-
und Hochfrequenzverhalten? (11 Punkte)

Konstanten:

Dielektrizitätskonstante des Vakuums: ǫ0 = 8,854 × 10−12 A · s
V · m

Elektronenmasse: m = 9,109 × 10−31 kg

Elementarladung: e = 1,602 × 10−19 C



2.22 Drude-Modell (H2008) 45



46 3 THERMODYNAMIK

3 Thermodynamik

3.1 Schallgeschwindigkeit (H2003)

Die Schallgeschwindigkeit in einem Gas mit MolmasseM berechnet sich aus dem Druckp und
der Dichteρ mit Hilfe von v =

√

∂p/∂ρ. In dieser Aufgabe soll die Schallgeschwindigkeit in
einem idealen Gas unter verschiedenen Bedingungen untersucht werden.

a) Leiten Sie unter der Annahme, dass die Schallausbreitungisotherm erfolgt, einen Ausdruck
für die SchallgeschwindigkeitvT ab, in dem nur die Temperatur als thermodynamische Zu-
standsgr̈oße vorkommt. (5 Punkte)

b) Zeigen Sie unter Zuhilfenahme des ersten Hauptsatzes, dass f̈ur einen adiabatischen Prozess
der Druckp proportional zuργ ist, und bestimmen Sie den Exponentenγ.
Hinweis: Verwenden Sie die Tatsache, dass die innere Energie je Mol eines idealen Gases
durchu = cV T gegeben ist. (12 Punkte)

c) Was ergibt sich somit für die Geschwindigkeitvad der adiabatischen Schallausbreitung als
Funktion der Temperatur? (5 Punkte)

d) Es zeigt sich, dassvad näher an der Schallgeschwindigkeit in Luft liegt alsvT . Wie lässt sich
dies qualitativ verstehen? (3 Punkte)
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3.2 Gibbs’sches Paradoxon (H2003)

Gegeben sei ein ideales kompressibles Gas mit der thermischen ZustandsgleichungpV = NkBT
mit konstanter spezifischer ẄarmecV und mit der Entropie

S(T, V,N) = S(T0, V0, N) +NcV ln
T

T0

+NkB ln
V

V0

.

Dabei sind hierT0, V0 und im Folgenden auchs0 undN0 Konstanten.

a) Zeigen Sie, dass die innere EnergieU(T, V ) des idealen Gases unabhängig vom VolumenV
ist. (5 Punkte)

Gegeben seien zwei Systeme aus identischen Gasen: Das ersteSystem bestehe ausN Teilchen in
einem VolumenV . Das zweite System bestehe aus zwei Teilsystemen mit1

2
N Teilchen in jeweils

einem Volumen1
2
V .

b) Berechnen Sie unter der (inkorrekten) Annahme, dassS(T0, V0, N) = Ns0 gilt, die Diffe-
renz der Entropien der beiden Teilsysteme. (8 Punkte)

c) Welche Form muss die FunktionS(T0, V0, N) haben, damit die EntropieS(T, V,N) extensiv
ist (eine homogene Funktion vonV undN ist), d. h. damit

S(T, λV, λN) = λS(T, V,N) insbesondere für λ =
N0

N

gilt? Zeigen Sie, dass die Differenz der Entropien der beiden Systeme mit der korrekten
Form vonS(T0, V0, N) verschwindet. (12 Punkte)
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3.3 Temperaturabhängigkeit des Dampfdrucks (F2004)

Wir betrachten ein aus einer flüssigen Phase (1) und einer gasförmigen Phase (2) bestehendes
System entlang der Koexistenzkurve.

a) Welche Zustandsgrößen in den beiden Phasen sind entlang der Koexistenzkurve gleich?
(4 Punkte)

b) Bei Verschiebung entlang der Koexistenzkurveändern sich die spezifischen freien Enthalpi-
engi(pi, Ti) in gleicher Weise:dg1 = dg2. Leiten Sie daraus die Beziehung

dp

dT
=
s2 − s1

v2 − v1

her, wobeisi und vi die spezifische Entropie bzw. das spezifische Volumen in der Phasei
bedeuten. (7 Punkte)

c) Aus dem Resultat der Teilaufgabe 2 lässt sich die Clausius-Clapeyron-Gleichung

dp

dT
=

q

T (v2 − v1)

herleiten. Geben Sie die physikalische Bedeutung vonq an, und begr̈unden Sie Ihre Antwort.
(5 Punkte)

d) Im Folgenden soll das spezifische Volumenv1 der flüssigen Phase vernachlässigt werden. In
der Gasphase sei das System als ideales Gas beschreibbar. Zeigen Sie mit Hilfe der Clausius-
Clapeyron-Gleichung, dass die Temperaturabhängigkeit des Dampfdrucks durch

p(T ) = p(∞) exp

(

−A
T

)

gegeben ist. Was ergibt sich für den ParameterA? (9 Punkte)
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3.4 Adiabatische Expansion (F2004)

Gegeben sei ein Gas mit der Zustandsgleichungp = p(V, T ), welches adiabatisch von einem
VolumenV1 auf ein VolumenV2 ohne Arbeitsverrichtung expandiert. Die WärmekapaziẗatCV (bei
konstantem Volumen) sei eine Konstante.

a) Welche thermodynamischen Größen sind bei dieser Expansion konstant?
(Begr̈undung!) (6 Punkte)

b) Leiten Sie die Maxwell-Relation (Integrabilitätsbedingung)
(
∂S

∂V

)

T

=

(
∂p

∂T

)

V

her. (5 Punkte)

c) Geben Sie einen (allgemeinen) Ausdruck für (∂T/∂V )U , die mit der (differentiellen) Expan-
sion verkn̈upfte (differentielle) Temperaturänderung, an. Was erhält man f̈ur die Expansion
von einem VolumenV1 auf ein VolumenV2? (7 Punkte)

d) Was erḧalt man f̈ur (∂T/∂V )U im Fall des van der Waals-Gases mit der Zustandsgleichung
(

p+
a

V 2

)

(V − b) = nRT

und im Fall des idealen Gases? Kühlt also das jeweilige Gas ab, oder erwärmt es sich bei der
Expansion, oder bleibt die Temperatur gleich? (7 Punkte)
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3.5 Stirling-Prozess (H2004)

Für ein ideales Gas soll folgender Kreisprozess mitT1 > T2 undV1 > V2 untersucht werden:

(T1, V2)
isotherm−−−−−−→ (T1, V1)

isochor−−−−−→ (T2, V1)
isotherm−−−−−−→ (T2, V2)

isochor−−−−−→ (T1, V2)

a) Stellen Sie diesen Kreisprozess sowohl in einem(T, V )-Diagramm als auch in einem(p, V )-
Diagramm dar. (5 Punkte)

b) In welchen Prozessschritten wird Wärme zugef̈uhrt, in welchen abgeführt? Berechnen Sie
die vier Wärmemengen. (8 Punkte)

c) Welche Arbeit wird pro Zyklus geleistet? Bestimmen Sie denWirkungsgrad, und verglei-
chen Sie mit dem Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses. (8 Punkte)

d) Was ẅurde sich f̈ur den Wirkungsgrad ergeben, wenn die bei dem einen isochoren Prozess-
schritt abgegebene Ẅarme zwischengespeichert und im anderen isochoren Prozessschritt
wieder vollsẗandig zugef̈uhrt würde? Vergleichen Sie wieder mit dem Wirkungsgrad des
Carnot-Prozesses. Wie viele Wärmeb̈ader werden hierbei benötigt?

(4 Punkte)
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3.6 Wirkungsgrad (H2004)

Zwei Festk̈orper(∆V = 0) mit konstanter identischer ẄarmekapaziẗatC sollen anfangs die Tem-
peraturenT1 = 450 K und T2 = 200 K haben. Zwischen den beiden Körpern soll eine zyklisch
laufende Maschine eine mechanische ArbeitW leisten, indem sie Ẅarme vom heißen zum kal-
ten Körper transportiert. Dabei gleichen sich die Temperaturenaus. Das Gesamtsystem soll seine
Entropie nichẗandern, und die Entropie der Maschine bleibt nach jedem Zyklus konstant.

a) Berechnen Sie für die beiden K̈orper die innere EnergieU und die EntropieS als Funktion
der TemperaturT . (4 Punkte)

b) Berechnen Sie den anfänglichen idealen Wirkungsgradη = δW/δQ, so lange man die Tem-
peratur̈anderungen der beiden Körper vernachl̈assigen kann.δQ≪ CT1 ist die Wärmemen-
ge, die dem heißen K̈orper entnommen wird, undδW ist die von der Maschine geleistete
Arbeit. (6 Punkte)

c) Die Maschine soll so lange laufen, bis die beiden Körper die gleiche TemperaturTe erreicht
haben. Wie groß ist die Entropie im Endzustand? Berechnen SieTe. (7 Punkte)

d) Wie groß ist der Wirkungsgradη = W/Q für den gesamten Prozess nach dem Erreichen der
gemeinsamen EndtemperaturTe? (8 Punkte)
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3.7 Thermodynamik des Gummifadens (F2005)

Ein einfaches, pḧanomenologisches Modell des Gummifadens beruht auf dem folgenden Ansatz
für die EntropieS als Funktion der inneren EnergieU und der L̈angeL des Fadens,

S = S0 + cL0 ln

(
U

U0

)

− b

2(L1 − L0)
(L− L0)

2 . (1)

Dabei sindL0 die Ruhel̈ange des Gummifadens,L1 die elastische Grenzlänge (L0 ≤ L ≤ L1),
S0, U0, c undb positive Konstanten.

a) Wie lauten die thermische (U=U(T, L)) und die mechanische (σ=σ(T, L)) Zustandsglei-
chung?
Hinweis: Gehen Sie aus von

dS =
1

T
dU − σ

T
dL (2)

(σ = Fadenspannung), und bestimmen SieU(T, L) bzw.σ(T, L).

Zur Kontrolle: U = αT, σ = T (βL+ γ) mit gewissen Konstantenα, β, γ. (8 Punkte)

b) Der Gummifaden werdeisothermausgedehnt. Welche Arbeit ist erforderlich für eine infini-
tesimale Ausdehnung des Fadens umdL? Wo bleibt die investierte Energie? (9 Punkte)

c) Der Gummifaden werde nunadiabatischausgedehnt umdL. Diskutieren Sie wiederum den
Energiesatz. Wie verändert sich die Temperatur des Fadens? (8 Punkte)



3.8 Kühlung durch Entmagnetisierung (F2005) 53

3.8 Kühlung durch Entmagnetisierung (F2005)

Ein magnetisches System befinde sich in einem MagnetfeldH und sei charakterisiert durch eine
Magnetisierung

M = γ
H

T

und eine Ẅarmekapaziẗat (bei konstantem FeldH)

CH = γ
H2

r +H2

T 2
.

Hr undγ sind Konstanten.
Der erste Hauptsatz lautet

dU = T dS +H dM

(enstprechend der RelationdU = T dS − p dV für ein kompressibles System).

a) Welches ist das thermodynamische Potential mit den natürlichen VariablenT undH? Be-
weisen Sie die Maxwell-Relation

(
∂S

∂H

)

T

=

(
∂M

∂T

)

H

.

(5 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass diëAnderung der Ẅarmemenge im magnetischen System bei einem quasi-
statischen Prozess gegeben ist durch

δQ = CH dT + T

(
∂M

∂T

)

H

dH . (1)

(5 Punkte)

c) Falls kein Ẅarmeaustauch zwischen dem magnetischen System und der Umgebung stattfin-
det, lautet die Differentialgleichung für die TemperaturT (H) des magnetischen Systems

(
∂T

∂H

)

S

=
HT

H2
r +H2

.

Zeigen Sie dies. (5 Punkte)

d) Das magnetische System habe eine AnfangstemperaturT0 und befinde sich in einem Feld
H = H0. Dieses Feld werde so schnell abgeschaltet, dass kein Wärmeaustausch zwischen
dem magnetischen System und der Umgebung stattfindet, aber so langsam, dass der Prozess
als quasistatisch behandelt werden kann. Wie groß ist die TemperaturT1 des magnetischen
Systems nach Abschalten des Feldes? Nimmt die Temperatur zuoder ab? (10 Punkte)
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3.9 Ideales Gas (H2005)

Ein thermisch isolierter Zylinder (QuerschnittA) wird durch einen beweglichen Kolben geteilt,
der mit einer Feder (Federkonstantek, Ruhel̈angeL0) an der linken Seite befestigt ist.

Der Kolben sei zun̈achst im AbstandL = L0 fixiert. Links vom Kolben befinden sichN Mol
eines idealen Gases mit der TemperaturT0, die rechte Seite ist evakuiert. Nun wird die Arretierung
des Kolbens entfernt.

Berechnen Sie Volumen und Temperatur des Gases, nachdem sichwieder ein Gleichgewicht
eingestellt hat, wie folgt:

a) Bestimmen Sie die innere EnergieU des Gases im Endzustand mit Hilfe der Energieerhal-
tung. (5 Punkte)

b) Maximieren Sie die Entropie

S = const.+ cNR lnU +NR lnV

im Endzustand bez̈uglich der Auslenkung∆L des Kolbens. (15 Punkte)

c) Bestimmen Sie hierausV undT . (5 Punkte)
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3.10 Idealisierter Otto-Kreisprozess (H2005)

Gegeben ein ideales Gas mit der Entropie

S(T, V ) = S(T0, V0) + CV ln
T

T0

+R ln
V

V0

(1)

als Funktion der TemperaturT und des VolumensV mit konstanter ẄarmekapaziẗatCV und kon-
stanter GaskonstantenR = Cp − CV . Der idealisierte Otto-Kreisprozess ist in Abbildung 1 ange-
geben.

1

S

S   = S

VV   = V1 4V   = V2 3

S   = S

S   = S2

43

1 12

3 4

Abbildung 1: Der idealiserte Otto-Kreisprozess1 → 2 → 3 → 4 → 1

a) Zeigen Sie, dass die Adiabaten durch den Zusammenhang

TV γ = X = const. (2)

gegeben sind. Bestimmen Sie den Exponentenγ. (5 Punkte)

b) Geben Sie mit Hilfe der Gleichung (2) den Zusammenhang derTemperaturen und Volumina
in den Zusẗanden 1 und 2 und analog in den Zuständen 3 und 4 an. (3 Punkte)

c) Bestimmen Sie die Ẅarmeenergien und Arbeiten auf den vier Wegstücken als Funktion der
VoluminaV1 undV2. (13 Punkte)

d) Bestimmen Sie den Wirkungsgrad als Funktion der Volumina. (4 Punkte)
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3.11 Dieselmotor (F2006)
Nebenstehende Zeichnung zeigt das idealisierte
(P, V )-Diagramm f̈ur den reversiblen Kreisprozess ei-
nes Dieselmotors. Es wird dabei angenommen, dass
das Arbeitsmedium ein ideales Gas ist. Der gesam-
te Prozess besteht dann aus 4 reversiblen Prozessen,
nämlich einer adiabatischen Kompression (1 → 2)
des Gases, einer Expansion bei konstantem Druck
(2 → 3), einer adiabatischen Expansion (3 → 4) und
einer isochoren K̈uhlung (4 → 1). Der Druck, die in-
nere Energie des Mediums und die Temperatur an den
Endpunkten seien jeweils mitPi, Ui, undTi bezeich-
net.

a) Geben Sie die Zustandsgleichung und die innere EnergieU eines idealen Gases an.
(3 Punkte)

b) Geben Sie an und begründen Sie, in welche Richtung sich in jedem Schritt die Temperatur
T ändert. (6 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass die Adiabaten durch folgenden Zusammenhang charakterisiert sind:

PV 5/3 = const .

Hinweis: Leiten Sie unter Verwendung des 1. Hauptsatzes und der Zustandsgleichung f̈ur
das ideale Gas zuerst den Zusammenhang zwischenT undV her. (10 Punkte)

d) Geben Sie f̈ur die isobare Expansion2 → 3 die zugef̈uhrte Ẅarme und die vom System an
der Umgebung geleistete Arbeit als Funktion der TemperaturenT2 undT3 an. (6 Punkte)
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3.12 Carnot-Prozess mit Photonengas (F2006)

In dieser Aufgabe soll der Carnot-Prozess betrachtet werden, also ein Kreisprozess, der aus je zwei
adiabatischen und zwei isothermen Abschnitten im Wechsel besteht. Statt des idealen Gases als
üblichem Arbeitsmedium soll hier jedoch ein Photonengas betrachtet werden. F̈ur das Photonengas
gelten die thermische Zustandsgleichungp = (σ/3)T 4 und die kalorische ZustandsgleichungU =
3pV , wobeiσ die Stefan-Boltzmann-Konstante ist.

a) Leiten Sie mit Hilfe des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik die Beziehung

(
∂T

∂V

)

ad

= −
p+

(
∂U

∂V

)

T(
∂U

∂T

)

V

her, wobei der Index
”
ad“ eine adiabatische Zustandsänderung andeutet. (6 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass eine adiabatische Zustandsänderung des Photonengases durchTV γ =
const. gegeben ist, und bestimmen Sie den Exponentenγ. (8 Punkte)

c) In welchen zwei der vier Arbeitsschritte wird Ẅarme zwischen dem System und einem der
beiden Ẅarmeb̈ader ausgetauscht?
Berechnen Sie unter Verwendung der Tatsache, dass die Entropie eine Zustandsgröße dar-
stellt, das Verḧaltnis der ausgetauschten Wärmemengen.
Drücken Sie den Wirkungsgrad durch diese Wärmemengen aus, und bestimmen Sie seine
Abhängigkeit von den Temperaturen der beteiligten Wärmeb̈ader.
Wie vergleicht sich dieses Ergebnis mit dem Wirkungsgrad, der sich f̈ur ein ideales Gas als
Arbeitsmedium ergibt? (11 Punkte)
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3.13 Drossel-Prozess (H2006)

Mit dem Drossel- oder Joule-Thompson-Prozess werden Gase verflüssigt. Ein Gasstrom mit einem
VolumenV wird durch eine Drossel oder eine poröse Membran gepresst undändert dabei seine
TemperaturT , seine innere EnergieU und seinen Druckp. Man kann zeigen, dass bei diesem
Prozess die EnthalpieH(S, p) = U + pV konstant bleibt.

a) Zeigen Sie f̈ur den Spezialfall des idealen Gases, dass die Temperatur bei diesem Prozess
konstant bleibt. (5 Punkte)

b) Leiten Sie f̈ur den allgemeinen Fall die folgende Beziehung zwischen der Druckabḧangigkeit
der EntropieS und der Temperaturabhängigkeit des VolumensV her,

(
∂S

∂p

)

T

= −
(
∂V

∂T

)

p

.

Betrachten Sie dazu die freie EnthalpieG(T, p). (8 Punkte)

c) Aus der ẄarmekapaziẗatCp und dem thermischen Ausdehnungskoeffizienten

α =
1

V

(
∂V

∂T

)

p

kann man berechnen, ob und wie stark sich die Temperatur des Gases beim Drossel-Prozess
abk̈uhlt. Zeigen Sie dazu mit Hilfe der vorigen Gleichung

(
∂T

∂p

)

H

=
V

Cp

(Tα− 1).

(12 Punkte)
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3.14 Mischungsentropie f̈ur ideale Gase (H2006)
Betrachten Sie das folgende Gedankenexpe-
riment mit einem Gemisch zweier idealer
Gase:
Ein Zylinder wird durch eine starre Wand
halbiert, die nur f̈ur die TeilchensorteB
durchl̈assig ist. Zwei bewegliche Ẅande
mit festem Abstand schließen das halbe
Zylindervolumen ein; die linke Wand ist
durchl̈assig f̈ur TeilchensorteA, die rechte
undurchl̈assig f̈ur alle Teilchen. Das gesam-
te System wird auf der TemperaturT gehal-
ten. Am Anfang steht der bewegliche Teil
ganz links und wird mit je 1 Mol von Teil-
chen der SortenA undB gefüllt, der Rest
des Zylinders wird evakuiert. Der bewegli-
che Teil wird dann quasi-statisch nach rechts
bewegt, bis beide Gase entmischt sind (siehe
Abbildungen).

A+B 

A+B A B

BA

a) Wie ḧangt die innere Energie eines idealen Gases von der Temperatur und der Teilchenzahl
ab? Bestimmen Sie hieraus dieÄnderung∆U in unserem Gedankenexperiment. (6 Punkte)

b) Wie lautet die Gleichgewichtsbedingung für Teilchentransport durch die beiden semiper-
meablen Ẅande? Das chemische Potential für jede Komponente lässt sich darstellen als

µi = RT ln
Piv0

RT
+ fi(T ) (1)

(v0: Referenzvolumen,Pi: Partialdruck deri-ten Komponente,fi(T ): Funktion der Tempera-
tur, deren genaue Form hier unwichtig ist). Was bedeutet dieGleichgewichtsbedingung dem-
nach f̈ur die Partialdr̈ucke der beiden Gasen in den verschiedenen Teilvolumina? (6Punkte)

c) Wie groß ist die mechanische Arbeit, die beim Entmischen gemäß dem Gedankenexperiment
verrichtet wird? (6 Punkte)

d) Was folgt aus den Teilaufgaben a–c für die Änderung der Entropie des Gesamtsystems?
Formulieren Sie abschließend den Zusammenhang zwischen der Entropie eines Gemisches
zweier idealer Gase und der Entropie der einzelnen Gase in Form eines Satzes (Gibbs’sches
Theorem). (7 Punkte)
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3.15 Schwarzk̈orperstrahlung (F2007)

Betrachten Sie einen mit elektromagnetischer Strahlung gefüllten schwarzen Hohlk̈orper. In der
klassischen Elektrodynamik kann gezeigt werden, dass der DruckP und die Dichteu = U/V der
inneren Energie des elektromagnetischen Feldes im Hohlkörper durchu = 3P verkn̈upft sind.

a) Zeigen Sie, dass sich bei fester TemperaturT die Energiedichteu(T ) wie folgt schreiben
lässt:

u(T ) =

(
∂U

∂V

)

T

= T

(
∂S

∂V

)

T

− P . (1)

(8 Punkte)

b) Mittels welcher Maxwell-Relation lässt sich die hierin vorkommende partielle Ableitung
vonS durch eine partielle Ableitung vonP ausdr̈ucken? (5 Punkte)

c) Nutzen Sie das Ergebnis von Teilaufgabe b), um aus Gl. (1) die Differentialgleichung

u =
1

3

[

T

(
∂u

∂T

)

− u

]

(2)

für u(T ) herzuleiten. (6 Punkte)

d) Lösen Sie Gleichung (2) durch Trennung der Variablen, und bestimmen Sie somit die Potenz
n im Stefan-Boltzmann-Gesetzu(T ) ∝ T n. (6 Punkte)
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3.16 Deformation eines Fl̈ussigkeitstropfens (F2007)

Die Oberfl̈acheA eines Fl̈ussigkeitstropfens soll reversibel durch Verformung (beikonstantem Vo-
lumen) vergr̈oßert werden. Dazu muss die Arbeitσ dA aufgewendet werden, sodass dieÄnderung
dU der inneren EnergieU durch

dU = T dS + σ dA

gegeben ist. Die Oberflächenspannungσ sei dabei durch

σ(T ) = η

(

1 − T

T0

)

, T < T0

mit einer Konstantenη > 0 gegeben. Die Ẅarmekapaziẗat CA bei konstanter Oberfl̈acheA sei
unabḧangig von der Temperatur.
Im Folgenden sollen Prozesse bei konstantem Volumen betrachtet werden.

a) Beweisen Sie die Relation (
∂T

∂A

)

S

=
T

CA

(
∂σ

∂T

)

A

mit Hilfe einer Maxwell-Relation. (6 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass
dT

T
= −γ dA

gilt, und berechnen Sie die TemperaturT (A) als Funktion vonAmit der BedingungT (A0) =
T0. (6 Punkte)

c) Geben Sie das DifferentialdF der freien EnergieF = F (T,A) an, und berechnen SieF mit
der BedingungF (T0, A) = 0. (8 Punkte)

d) Bestimmen Sie diëAnderungdS der Entropie beïAnderung der Oberfl̈ache umdA in ei-
nem isothermen Prozess, d. h. bestimmen Sie(∂S/∂A)T mit Hilfe einer Maxwell-Relation.
Nimmt die EntropieS bei Vergr̈oßerung der Oberfl̈ache zu oder ab? (5 Punkte)
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3.17 Gleichgewichte (H2007)

Ein Gasbeḧalter besteht aus zwei aneinandergesetzten Zylindern mit unterschiedlichem Durchmes-
ser und ist nach außen wärmeisoliert und teilchenundurchlässig. Im dicken und d̈unnen Teil befin-
det sich jeweils ein (zun̈achst) festgehaltener, ebenfalls wärmeisolierter und teilchenundurchlässi-
ger Kolben als Trennwand. Die drei Kammern werden mit drei beliebigen Gasen mit Anfangswer-
tenU (i), V (i), N (i), i = 1, 2, 3 (innere Energie, Volumen, Molzahl) gefüllt.

31 2 1 3
2

2

( II )( I )

a) Die Kolben werden nun sowohl wärmedurchl̈assig als auch beweglich gemacht [siehe Ab-
bildung(I)]; daraufhin stellt sich ein neues Gleichgewicht ein. Welche Gr̈oßen sind dabei
erhalten? Leiten Sie die Bedingungen für den neuen Gleichgewichtszustand aus einem Ex-
tremalprinzip und den Erhaltungsgrößen her. (11 Punkte)

b) Was l̈asst sich zus̈atzlich über die TeilvoluminaV (i) aussagen, wenn es sich bei den Gasen
um ideale Gase handelt? (7 Punkte)

c) Wasändert sich an Teilaufgabe a, wenn man die beiden Kolben mit einer Stange starr verbin-
det, so dass sie sich nur gemeinsam bewegen können [siehe Abbildung(II)]? Interpretieren
Sie das Ergebnis physikalisch. (7 Punkte)
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3.18 Freie Energie (H2007)

Die folgende Skizze soll angeblich die Freie EnergieF eines Systems als Funktion seiner Tem-
peraturT bei konstantem VolumenV zeigen.E0 = E(T = 0) sei die Grundzustandsenergie des
Körpers.

F

T0
E

0

Nennen und begründen Sie f̈unf Fehler dieser Skizze. (25 Punkte)



64 3 THERMODYNAMIK

3.19 Trockenadiabate (F2008)

Erfahrungsgem̈aß nehmen Druck und Temperatur in der Atmosphäre mit zunehmender Ḧohez ab.
Diese Abnahme kann durch ein einfaches Modell beschrieben werden, bei dem sich ein ideales
Gas im Schwerefeld adiabatisch abkühlt.

a) Betrachten Sie ein infinitesimales Höhenelementdz und leiten Sie aus dem Druckgleichge-
wicht im Schwerefeld (Erdbeschleunigungg, Massendichte der Luftρ) mit Hilfe der idealen
Gasgleichung f̈ur den Zusammenhang zwischen Druckp und Teilchendichten = ρ/m eine
Gleichung f̈ur den Druckgradientendp/dz her. (6 Punkte)

b) Lösen Sie diese Differentialgleichung explizit unter der (unrealistischen) Annahme einer
konstanten TemperaturT . Berechnen Sie explizit die Ḧohendifferenz∆z, auf derp(z) bei
T = 300 K um einen Faktor1/e abnimmt (m = 2.6 × 10−26 kg ist die Masse von O2 und
kB = 1.38 × 10−23 J/K). (6 Punkte)

c) Leiten Sie f̈ur eine reversible, adiabatische (also isentrope) Expansion eines idealen Gases
mit f Freiheitsgraden eine Beziehung zwischen der relativen Druckänderungdp/p und der
relativen TemperaturänderungdT/T her. (6 Punkte)

d) Bestimmen Sie aus der differentiellen Druckabahmedp mit der Höhe im Schwerefeldg
aus Teilaufgabe (a) den Wert des trockenadiabatischen TemperaturgradientendT/dz bei der
isentropen Expansion eines idealen Gases. Berechnen SiedT/dz explizit (in Einheiten Grad
pro100 m Höhendifferenz) f̈ur Sauerstoff als zweiatomiges Gas mitf = 5 Freiheitsgraden.

(7 Punkte)
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3.20 Adiabatische Entspannung mit Arbeitsverrichtung (F2008)

Gegeben sei ein mit einem Gas gefüllter und mit einem Kolben abgeschlossener, isolierter Zylin-
der. Das Gas habe eine konstante WärmekapaziẗatCV . Der Kolben m̈oge Arbeit verrichten k̈onnen,
etwa durch Kompression einer Spiralfeder, siehe die Abbildung.

Im Folgenden soll diëAnderung der Temperatur des Gases beiquasistatischerExpansion unter-
sucht werden.

a) Welche thermodynamischen Größen des Gases bleiben konstant beim Prozess der Expansion
des Gases und simultaner Kompression der Feder? (3 Punkte)

b) Weisen Sie die Maxwell-Relation
(
∂S

∂V

)

T

=

(
∂p

∂T

)

V

nach. (6 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass bei konstanter Entropie dieÄnderung der Temperatur des Gases mit der
Änderung des Volumens durch

(
∂T

∂V

)

S

= −(∂p/∂T )V

CV /T
(1)

gegeben ist. (7 Punkte)

d) Werten Sie Gleichung (1) für das van der Waals-Gas mit der Zustandsgleichung

p =
nRT

V − nb
− an2

V 2

aus. (4 Punkte)

e) Das van der Waals-Gas habe die AnfangstemperaturT1 und das VolumenV1. Berechnen Sie
die TemperaturT2 für eine Expansion vonV1 nachV2. (5 Punkte)
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3.21 Polarisierung und Temperatur̈anderung (H2008)

Ein dielektrisches System befinde sich in einem elektrischen FeldE und sei charakterisiert durch
eine Polarisation

P = α
Tc

T − Tc

E

und eine Ẅarmekapaziẗat (bei konstantem FeldE)

CE = c
T 2

c

(T − Tc)2
.

Tc, c undα sind positive Konstanten.
Der erste Hauptsatz lautet für dieses System

dU = T dS + E dP

(enstprechend der RelationdU = T dS − p dV für ein kompressibles System).

a) Welches ist das thermodynamische Potential mit den natürlichen VariablenT undE? Be-
weisen Sie die Maxwell-Relation

(
∂S

∂E

)

T

=

(
∂P

∂T

)

E

.

(5 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass diëAnderung der Ẅarmemenge im dielektrischen System bei einem quasi-
statischen Prozess gegeben ist durch

δQ = CE dT + T

(
∂P

∂T

)

E

dE . (1)

(5 Punkte)

c) Falls kein Ẅarmeaustauch zwischen dem dielektrischen System und der Umgebung stattfin-
det, lautet die Differentialgleichung für die TemperaturT (E) des dielektrischen Systems

(
∂T

∂E

)

S

=
α

c

T

Tc

E .

Zeigen Sie dies. (5 Punkte)

d) Das dielektrische System habe eine AnfangstemperaturT0 und befinde sich in einem Feld
E = E0. Dieses Feld werde so schnell abgeschaltet, dass kein Wärmeaustausch zwischen
dem dielektrischen System und der Umgebung stattfinden kann, aber so langsam, dass der
Prozess als quasistatisch behandelt werden kann.
Bestimmen Sie die TemperaturT1 des dielektrischen Systems nach Abschalten des Feldes.
Nimmt die Temperatur zu oder ab? (10 Punkte)
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3.22 Temperaturausgleich (H2008)

Zwei Körper gleicher ẄarmekapaziẗatC, aber mit verschiedenen AnfangstemperaturenT1 undT2,
werden durch einen thermodynamischen Prozess auf die gemeinsame EndtemperaturTe gebracht.

a) Bestimmen Sie die Temperaturabhängigkeit der inneren EnergieU(T ) und der Entropie
S(T ) eines beliebigen K̈orpers im thermischen Gleichgewicht, dessen Wärmekapaziẗat C
temperaturunabḧangig sei. (5 Punkte)

b) Berechnen Sie die Entropieänderung des Gesamtsystems beim Temperaturausgleich als Funk-
tion derTemperaturenT1,T2 undTe, und geben Sie eine vom detaillierten Prozess unabhängi-
ge untere Schranke für die EndtemperaturTe an. Unter welchen Bedingungen wird diese
Schranke realisiert? (8 Punkte)

c) Berechnen Sie EndtemperaturTe explizit für den Fall, dass ẅahrend des Prozesses keine
Arbeit verrichtet wird. Zeigen Sie allgemein, dass die entsprechende Temperatur die aus
Teilaufgabe (b) bekannte Ungleichung erfüllt. (6 Punkte)

d) Geben Sie die maximale Arbeit an, die beim Temperaturausgleich der beiden K̈orper gewon-
nen werden kann. (6 Punkte)
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4 Quantenmechamik

4.1 Eindimensionale Potentialbarriere (H2003)13

Teilchen der Massem fallen von links auf eine Potentialbarriere, welche aus einer rechteckigen
Stufe und einem repulsivenδ-Potential besteht,

V (x) = V0θ(x) +
~

2g

2m
δ(x) , V0, g > 0 , θ(x) =

{

1 x ≥ 0

0 x < 0 .

a) Lösen Sie die stationäre Schr̈odinger-Gleichung zun̈achst in den Gebietenx < 0 undx >
0, ohne dasδ-Potential zu ber̈ucksichtigen. Stellen Sie die allgemeine Lösung auf, die der
Problemstellung entspricht (normieren Sie die Amplitude der einfallenden Welle im Gebiet
x < 0 auf 1). Worin unterscheiden sich die FälleE > V0 undE < V0? (9 Punkte)

b) Dasδ-Potential bewirkt einen Sprung in der ersten Ableitung derWellenfunktion, den man
aus der Schr̈odinger-Gleichung wie folgt bestimmen kann,

lim
ε→0

∫ ε

−ε

dx

(

− ~
2

2m

d2ψ

dx2
+

~
2g

2m
δ(x)ψ(x)

)

= 0 .

Die Wellenfunktion selbst ist dagegen stetig beix = 0. Bestimmen Sie hieraus die unbe-
kannten Koeffizienten aus Teilaufgabe a. (16 Punkte)

13Siehe auch Aufgaben 4.9, 4.21 und 4.22 für dasδ-Potential und 4.19 f̈ur die Potentialstufe
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4.2 Virialsatz (H2003)

Wir betrachten den eindimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Hamilton-Operator

H = T + V =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 . (1)

a) Beweisen Sie hierfür den Virialsatz

〈T 〉 = 〈V 〉 , (2)

wobei sich der Erwartungswert auf einen beliebigen Eigenzustand vonH bezieht.

Hinweis: Berechnen Sie zunächst den Kommutator[H, xp] explizit und dann〈[H, xp]〉.
Schreiben Sie alternativ den Kommutator aus in der FormHxp − xpH, und nehmen Sie
den Erwartungswert in einem Eigenzustand vonH. (10 Punkte)

b) Drücken Sie mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2)〈p2〉 und〈x2〉 durch den Energieeigenwert
E aus. (4 Punkte)

c) Verwenden Sie schließlich die bisherigen Ergebnisse unddie Heisenberg’sche Unschärfe-
relation f̈ur Ort und Impuls, um eine untere Schranke für die Energieeigenwerte dieses Sys-
tems herzuleiten. Vergleichen Sie das Ergebnis mit der exakten Grundzustandsenergie des
Oszillators. (11 Punkte)



4.3 Harmonischer Oszillator mit undurchdringlicher Wand (F2004) 71

4.3 Harmonischer Oszillator mit undurchdringlicher Wand (F2004)14

Ein quantenmechanisches Teilchen der Massem bewege sich in einem eindimensionalen Potential
der Form

V (x) =

{

∞ x < 0
1
2
mω2x2 x ≥ 0 .

(1)

a) Stellen Sie die stationäre Schr̈odinger-Gleichung in Ortsdarstellung auf. Welchen Randbe-
dingungen m̈ussen die Wellenfunktionen genügen? Begr̈unden Sie diese Bedingungen.

(6 Punkte)

b) Skizzieren Sie die Wellenfunktionen der 4 niedrigsten Eigenzusẗande des geẅohnlichen, ein-
dimensionalen harmonischen Oszillators ohne Wand. Welchediskrete Symmetrie hat dieses
System, und wie schlägt sie sich in den Wellenfunktionen nieder? Was sind die Energieei-
genwerte? (8 Punkte)

c) Bestimmen Sie mit Hilfe von a) und b) das vollständige Spektrum des Hamilton-Operators
für den Oszillator mit Wand ohne detaillierte Rechnung. (5 Punkte)

d) Geben Sie die normierte Grundzustandswellenfunktionψ0(x) und die Grundzustandsenergie
für den Oszillator mit Wand an.

Hinweis:
∫∞

0
dxx2e−αx2

= 1
4α

√
π
α

(6 Punkte)

14Siehe auch Aufgabe 4.8, 4.10 für das Oszillator=PPotential
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4.4 Lineares dreiatomiges Molek̈ul (F2004)

L Z R

Betrachten Sie ein Valenzelektron in einem linearen dreiatomigen Molek̈ul, in dem die Atomr̈ump-
fe L undR sich jeweils im Abstandd von Z befinden (siehe Skizze). Im Folgenden bezeichne
|ψL〉, |ψZ〉 und |ψR〉 ein orthonormales System aus Zustandsvektoren, die den Zuständen eines
beim AtomL, Z bzw.R lokalisierten Elektrons entsprechen. Der Hamilton-Operator für das Va-
lenzelektron im Molek̈ul habe bez̈uglich der Basis(|ψL〉, |ψZ〉, |ψR〉) die Matrixdarstellung

Ĥ =






b −a 0

−a b −a
0 −a b




 mit a > 0 .

a) Verifizieren Sie (durch Einsetzen), dass die Vektoren derEnergieeigenzustände vonĤ wie
folgt lauten,

|ψ0〉 =
1√
2






1

0

−1




 , |ψ±〉 =

1

2






1

∓
√

2

1




 ,

und bestimmen Sie die zugehörigen EigenwerteE0 undE±. (6 Punkte)

b) Bestimmen Sie die WahrscheinlichkeitenPL, PZ undPR dafür, dass das Elektron im Grund-
zustand|ψ−〉 beim AtomL, Z bzw.R lokalisiert ist. (3 Punkte)

c) Bestimmen Sie den Erwartungswert〈Ĥ〉 und die Varianzvar(Ĥ) ≡ 〈Ĥ2〉 − 〈Ĥ〉2 der Ener-
gieobservablen̂H im Zustand mit dem Vektor|ψL〉 (4 Punkte)

d) Zum Zeitpunktt = 0 sei das Valenzelektron beim AtomrumpfZ lokalisiert, es habe also den
Zustandsvektor|ψ(0)〉 = |ψZ〉. Geben Sie|ψ(t)〉 für t 6= 0 an, sowie die Wahrscheinlichkeit
PZ(t), dass sich das Elektron zum Zeitpunktt weiterhin beim AtomrumpfZ befindet.

(6 Punkte)

e) Es werde nun ein homogenes elektrisches Feld der StärkeE entlang der linearen Molekülach-
seL − Z − R angelegt. Das Feld sei so schwach, dass feldinduzierteÄnderungen der
Konfigurationen der Atomr̈umpfe vernachl̈assigt werden k̈onnen. Der Hamilton-Operator
für das Valenz- elektron in dem Molekül und dem elektrischem Feld habe folglich die
Form Ĥ ′ = Ĥ − eEX̂, wobei X̂ den

”
Orts“-Operator bezeichnet, der bezüglich der Ba-

sis(|ψL〉, |ψZ〉, |ψR〉) durch die Matrix

X̂ =






−d 0 0

0 0 0

0 0 d






gegeben ist. Finden Sie, in Störungstheorie erster Ordnung, die durch das angelegte Feld
verursachten̈Anderungen∆E0 der Eigenenergie des Eigenzustandsvektors|ψ0〉, und zeigen
Sie, dass diese Energieänderung Null ist. Begründen Sie das Resultat qualitativ. (6 Punkte)
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4.5 Eindimensionale Wellenfunktion (H2004)

Ein quantenmechanisches Teilchen mit der Massem und der EnergieE laufe gegen eine eindi-
mensionale Potentialstufe,V (x) = 0 für x < 0 undV (x) = V0 > 0 für x > 0. Das Teilchen
wird in den beiden Bereichen durch jeweils eineÜberlagerung von Wellenfunktionen der Form
ψ(x) = A eikx beschrieben, wobeiA undk komplexe Zahlen sind.

a) Berechnen Sie die Wellenzahlenk für die beiden Bereiche und skizzieren Sie die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit|ψ(x)|2 für x > 0 , und zwar f̈ur die F̈alle

(a) 0 < V0 < E ,

(b) 0 < E < V0 .

(zusammen 7 Punkte)

b) Nun bewege sich das Teilchen im unten skizzierten eindimensionalen PotentialV (x). Seine
reellwertige Wellenfunktionψ(x) sei ebenfalls unten skizziert.ψ(x) soll eine L̈osung der
station̈arenSchr̈odinger-Gleichung zur EnergieE1 sein, deren Wert in der Skizze relativ zu
V (x) angegeben ist.

x
V(x)

x

(x)ψ

Ε
E2

E
1

Die Skizze der Wellenfunktionψ(x) entḧalt einige Fehler.

(c) Nennen und begründen Sie mindestens vier solche Fehler. (je 3, max. 12 Punkte)

(d) Skizzieren Sie eine m̈ogliche Wellenfunktion zur EnergieE2. (6 Punkte)
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4.6 Zwei-Niveau-System (H2004)15

Betrachtet werde ein System mit einem zweifach entarteten Zustand, beschrieben durch den Ha-
milton-OperatorH0, der EigenenergieE0 und der Basis

|1〉 =

(

1

0

)

und |2〉 =

(

0

1

)

. (1)

Durch eine Kopplung dieser beiden Zustände wird die Entartung aufgehoben; die Schrödinger-
Gleichung des gekoppelten Systems ist

H|ψ(t)〉 = i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 mit H = H0 +H1 .

Die Matrixelemente des Hamilton-Operators in der durch dieGleichungen (1) beschriebenen Basis
seien

H0 =

(

E0 0

0 E0

)

und H1 =

(

0 W

W 0

)

mit W reell.

a) Bestimmen Sie die EigenenergienE± und die (normierten) Eigenvektoren|ψ±〉 der stati-
onären Zusẗande vonH. (5 Punkte)

b) Geben Sie die Zeitabhängigkeit von|ψ±(t)〉 an. (5 Punkte)

c) Geben Sie die allgemeine zeitabhängige L̈osung|ψ(t)〉 an. (5 Punkte)

d) Das System befinde sich zum Zeitpunktt = 0 in dem durch|1〉 beschriebenen Zustand.
Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsamplitude und die Wahrscheinlichkeit daf̈ur an, das Sys-
tem zu irgend einem Zeitpunktt in dem durch|2〉 beschriebenen Zustand zu finden.

(10 Punkte)

15Siehe auch Aufgabe 4.16 für das Zwei-Niveau-System
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4.7 Der Einfluss der Kernausdehnung auf wasserstoffähnliche Zustände
(F2005)

Betrachtet werde ein Atom mit raumfestem Kern (mit der KernladungZe) und einem Elektron
(mit der Masseme und Ladung−e); die potentielle Energie ist

V0 = − Ze2

4πε0r
.

Ungesẗortes Problem: Im ungesẗortenFall einespunktf̈ormigenKerns wird der Grundzustand des
Elektrons durch die Wellenfunktion

ψ0(~r) = Ne−r/γ0 , γ0 =
4πε0~

2

Zmee2
=
a0

Z
, N =

1
√

πγ3
0

(1)

mit der NormierungskonstantenN und dem Bohrschen Radiusa0 beschrieben.

a) Bestimmen Sie aus der Schrödinger-Gleichung die GrundzustandsenergieE0.
Hinweise:

Radial-Anteil des Laplace-Operators:∆r =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
=

1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
.

Ein nützliches Integral:
∫ ∞

0

xne−µxdx =
n!

µn+1
.

(6 Punkte)

Störungstheorie: Der Kern soll jetzt als homogen geladene Kugel mit dem RadiusR angenommen
werden. Im Fall desausgedehntenKerns ist die potentielle Energie

V (r) =
Ze2

4πε0

×







r2

2R3
− 3

2R
für r ≤ R

−1

r
für r ≥ R .

b) Skizzieren Sie das Potential als Funktion des Abstandes vom Kernmittelpunkt.
(6 Punkte)

c) Die durch die Kernausdehnung verursachte Korrektur der Grundzustandsenergie ist in Stö-
rungstheorie erster Ordnung gegeben durch

∆E0 = 〈ψ0| [V (r) − V0(r)] |ψ0〉 .

Zeigen Sie, dass man

∆E0 =
4

5
Z2 |E0|

(
R

a0

)2

erḧalt.
Hinweis: Weil R ≪ γ0 gilt, kann (soll) bei der Berechnung des Integrals die Exponential-
funktion in der in Gleichung (1) angegebenen Wellenfunktion durch eine Konstante genähert
werden. (13 Punkte)
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4.8 Harmonischer Oszillator im elektrischen Feld (F2005)16

Der Hamilton-Operator des eindimensionalen OszillatorĤ0 = p̂2

2m
+ m

2
ω2x̂2 mit Massem und

Kreisfrequenzω kann durch Einf̈uhrung der Stufenoperatoren

â =
1√
2

(
x̂

x0

+ i
p̂

p0

)

, â† =
1√
2

(
x̂

x0

− i
p̂

p0

)

mit x0 =
√

~/(mω) undp0 =
√

~mω = ~

x0
auf die Form

Ĥ0 = ~ω
(
â†â+ 1

2

)

transformiert werden, wobei die Stufenoperatoren die Vertauschungsrelation[â, â†] = 1 erfüllen.
Es bezeichne|n〉 den normierten Eigenzustand [sic!; recte: Eigenzustandsvektor] von̂H0 zu dem
EigenwertEn = ~ω

(
n+ 1

2

)
, n ∈ {0, 1, 2, ...}.

a) Zeigen Sie, dasŝa|n〉 =
√
n |n− 1〉 und â†|n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 gilt.

Hinweis:Zeigen Sie zun̈achst, dasŝa|n〉 und â†|n〉 wieder Eigenvektoren von̂H0 sind, und
berechnen Sie die zugehörigen Eigenwerte. (9 Punkte)

b) Drücken Sie die Operatoren̂x, p̂, x̂2 und p̂2 durch â und â† aus, und berechnen Sie die
dazugeḧorigen Erwartungswerte im Grundzustand [mit dem Vektor]|0〉. (8 Punkte)

c) Zeigen Sie unter Benutzung der in Teilaufgabe b) erhaltenen Ergebnisse. dass das Produkt
∆x∆p der ,,Unscḧarfen” der Observablen Ort̂x und Impulsp̂ im Grundzustand minimal ist
im Sinne der Heisenberg-Unschärferelation. (4 Punkte)

Wird der harmonische Oszillator einem konstanten elektrischen FeldE ausgesetzt, so lautet der
entsprechende Hamiltonoperator

Ĥ = Ĥ0 − qEx̂ =
p̂2

2m
+
m

2
ω2x̂2 − qEx̂.

d) In der Sẗorungstheorie erster Ordnung ist die Energieverschiebungdurch das elektrische Feld
durch∆E

(1)
n = 〈n|Ĥ|n〉 − 〈n|Ĥ0|n〉 bestimmt. Zeigen Sie, dass die Energieverschiebung

∆E
(1)
n nicht vom elektrischen Feld abhängt. (4 Punkte)

16Siehe auch Aufgaben 4.3, 4.10 für das Oszillator=PPotential und 4.11, 4.20 für den Einfluss eines elektrischen
Feldes
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4.9 Eindimensionales, periodischesδ-Potential (H2005)17

Ein Teilchen der Massem bewege sich entlang derx-Achse in einer periodischen Anordnung
(Perioded) von anziehendenδ-Potentialen:

V (x) = Ṽ

∞∑

ν=−∞
δ(x− νd) .

Der Parameter̃V beschreibt die Stärke und das Vorzeichen derδ-Potentiale.

a) Welches Vorzeichen voñV entspricht einem anziehenden Potential? Welche physikalische
Dimension hat der ParameterṼ ? (3 Punkte)

b) Leiten Sie aus der eindimensionalen Schrödinger-Gleichung die folgende Anschlussbedin-
gung f̈ur die AbleitungenΨ′(x) der WellenfunktionΨ(x) an der Stelle einesδ-Potentials der
SẗarkeṼ und Positiona her:

Ψ′(a+ 0+) − Ψ′(a+ 0−) =
2m

~2
ṼΨ(a) .

Das Symbol0+ bezeichnet hier eine infinitesimal kleine, positive Länge. (8 Punkte)

c) Die Grundzustandswellenfunktion des Teilchens ist nullstellenfrei, periodisch und kann reell
geẅahlt werden. Begr̈unden Sie kurz diese Aussagen. (4 Punkte)

d) Die Grundzustandswellenfunktion hat für Ṽ < 0 im offenen Intervall zwischen benachbar-
tenδ-Potentialen die Form

Ψ(x) = A0 [exp(λx) + exp(−λx)] .

Berechnen Sie die Grundzustandsenergie als Funktion vonλ. (6 Punkte)

e) Skizzieren Sie die Abḧangigkeit der Wellenfunktion des Grundzustandes von der Positionx
im Bereich−d < x < +d. (4 Punkte)

17Siehe auch Aufgaben 4.1, 4.21 und 4.22 für dasδ-Potential
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4.10 Dipolmatrixelemente (H2005)18

In dieser Aufgabe sollen Dipolmatrixelementexnm = 〈n|x|m〉 untersucht werden, wobei die
Zusẗande [sic!; recte: Zustandsvektoren]|n〉 und |m〉 Eigenzusẗande [sic!; recte: Eigenvektoren]
des Hamilton-Operators

H =
p2

2M
+ V (x)

eines Teilchens der MasseM in einem eindimensionalen PotentialV (x) sind.

a) Zun̈achst werde ein harmonischer Oszillator mitV (x) = 1
2
Mω2x2 betrachtet. Geben Sie die

zugeḧorigen EnergieeigenwerteEn an, und berechnen Sie die Dipolmatrixelementexnm.
Hinweis: Die Darstellung des Ortsoperators in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
a† bzw. a lautet x =

√

~/(2Mω)(a + a†). Die Wirkung auf die Energieeigenzustände
[sic!; recte: Energieeigenvektoren]|n〉 des harmonischen Oszillators ergibt sich ausa|n〉 =√
n |n− 1〉 unda†|n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉. (7 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass für jeden Eigenzustand [sic!; recte: Eigenvektor]|n〉 des harmonischen
Oszillators die Beziehung

2M

~2

∞∑

m=0

|xnm|2(Em − En) = 1

gilt, wobeiEn die Eigenenergie des Zustands [mit dem Eigenvektor]|n〉 ist. (9 Punkte)

c) Es wird nun ein unendlich tiefer Potentialtopf der Breitea mit dem Potential

V (x) =

{

0 −a/2 ≤ x ≤ a/2

∞ sonst

betrachtet. Skizzieren Sie die Eigenfunktionen. Zwischenwelchen Zusẗanden kann es kein
von null verschiedenes Matrixelementxnm geben? (9 Punkte)

18Siehe auch Aufgaben 4.3, 4.11 für das Oszillator=PPotential und 4.17 für das Kasten-Potential
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4.11 Kastenpotential im elektrischen Feld (F2006)19

Wir betrachten ein eindimensionales Kastenpotenzial mit unendlich hohen Barrieren beix = 0
und beix = L. Zus̈atzlich wirke ein schwaches elektrisches FeldF0/L. Der Hamilton-Operator
ist gegeben durch

H = H0 +H1,

H0 = − ~
2

2m

d2

dx2
+ V (x) , V (x) =

{

0 0 < x < L

+∞ sonst
,

H1 = eF0
x

L
.

F 0
0
= F 0

0
¹

0 Lx 0 Lx

V

0

Wir betrachten zun̈achst den Fall ohne angelegtes elektrisches Feld (linke Figur).

a) Wie lauten die Randbedingungen für eine Wellenfunktion beix = 0 und beix = L?
(2 Punkte)

b) Berechnen Sie die Energie und normierte Wellenfunktion des Grundzustands (E0, ψ0) und
des ersten angeregten Zustands (E1, ψ1). Skizzieren Sieψ0 undψ1. Welche Pariẗat haben die
Zusẗande bzgl. der Mitte des Kastens? Zeigen Sie, dass gilt (E1 − E0)/E0 = 3. (9 Punkte)

Nunmehr betrachten wir den Fall mit angelegtem Feld (rechteFigur).

c) Berechnen Sie nun mit Hilfe der Störungstheorie erster Ordnung die Energieverschiebung
∆E

(1)
0 und∆E

(1)
1 der ersten beiden Zustände durch das elektrische Feld. Allgemein gilt nach

dieser Theorie, dass die durch eine StörungH1 induzierte Verschiebung eines stationären
Zustands [sic! recte: Zustands mit der Funktion]ψn gegeben ist durch

∆E(1)
n = 〈ψn|H1|ψn〉.

(8 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass die Energieverschiebung∆E
(1)
n für n = 0, 1 verschwindet, wenn man zu

H1 eine geeignete Konstantec hinzufügt (und entsprechend vonH0 wieder abzieht). Welche
Pariẗat mussH1 + c dazu bzgl. der Mitte des Kastens besitzen? (6 Punkte)

Hinweise:
∫ L

0

dx sin2 ax =
L

2
− sin(2aL)

4a
∫ L

0

dx x sin2 (ax) =
1 + 2a2L2 − cos(2aL) − 2aL sin(2aL)

8a2

19Siehe auch Aufgaben 4.10, 4.17 für das Kasten-Potential und 4.3, 4.20 für den Einfluss eines elektrischen Feldes
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4.12 Eindimensionale Wellenfunktion (F2006)

Ein punktf̈ormiges Teilchen der Massem befinde sich in einem eindimensionalen Kasten der Brei-
te2a im Intervall−a < x < a. Die Wände des Kastens seien undurchdringlich, das Wandpotential
sei also unendlich hoch. Das Teilchen werde durch die Wellenfunktion ψ(x) = A(x2 − a2) für
|x| < a beschrieben.

a) Berechnen Sie die NormierungskonstanteA.

Zur Kontrolle:A = 1
4

√
15
a5 . (5 Punkte)

b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Intervall 0 < x < a/2 zu finden?
(5 Punkte)

c) Berechnen Sie die Fluktuationen∆p des Impules und∆x des Ortes des Teilchens in diesem
Zustand, und̈uberpr̈ufen Sie daf̈ur die Heisenberg’sche Unschärferelation.

(10 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass der Erwartungswert der Energie des Teilchens nur(10 − π2)/π2 ≃ 1.32%
über der Grundzustandsenergie liegt. (5 Punkte)
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4.13 Freies quantenmechanisches Teilchen und Ehrenfest-Theorem
(H2006)

Das Ehrenfest-Theorem für Observable, die nicht explizit von der Zeit abhängen, lautet

d〈A〉
dt

=
i

~
〈[H,A]〉. (1)

(Spitze Klammern stehen für den Erwartungswert in einem quantenmechanischen Zustand.) Wir
betrachten ein freies Teilchen der Massem, das sich nur entlang derx-Achse bewegen kann.

a) Verwenden Sie Gleichung (1), um die Erwartungswerte vonp undp2 als Funktion vont zu
bestimmen (die Anfangswerte zur Zeitt = 0 seien vorgegeben). Was folgt daraus für die
Zeitabḧangigkeit der Impulsunschärfe

∆p =
√

〈p2〉 − 〈p〉2 ?

(5 Punkte)

b) Betrachten Sie nun die gemischte Fluktuationsgröße

κ = 〈(xp+ px)〉 − 2〈x〉〈p〉,

welche die Korrelation zwischenx und p beschreibt. Bestimmen Sie die Zeitabhängigkeit
vonκ für das freie Teilchen mit Hilfe von Gleichung (1).
Zur Kontrolle:κ = κ0 +

2(∆p)2
0

m
t. (10 Punkte)

c) Berechnen Sie schließlich auch die Zeitabhängigkeit des Erwartungswertes vonx2. Drücken
Sie die Ortsunscḧarfe

∆x =
√

〈x2〉 − 〈x〉2

zur Zeitt durch∆x,∆p undκ zur Zeitt = 0 aus. Was erḧalt man f̈ur große Zeiten?
(10 Punkte)
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4.14 Interferenz im Schwerefeld (H2006)

Ein koḧarenter Teilchenstrahl aus (unabhängigen) Teilchen der Massem und EnergieE läuft durch
einen StrahlteilerS bei (x, z) = (0, 0) und wird in 2 Teilstrahlen geteilt (siehe Figur).

R
1

R
2

lx

lx

lzlz

S

D

x

z

g

i) Der erste Strahl f̈uhrt vonS senkrecht nach oben zu einem ReflektorR1 an der Stelle(x, z) =
(0, ℓz) und von dort horizontal weiter zu einem DetektorD an der Stelle(x, z) = (ℓx, ℓz).
Diesen Weg bezeichnen wir mitW1.

ii) Der zweite Strahl f̈uhrt vonS horizontal zu einem ReflektorR2 an der Stelle(x, z) = (ℓx, 0)
und anschließend senkrecht nach oben zum selben DetektorD. Diesen Weg bezeichnen wir
mit W2.

Das Gravitationsfeld der Erde führt zu einer Phasenverschiebung zwischen den beiden Teilstrahlen
am DetektorD, die sowohl vonℓx als auch vonℓz abḧangt.

a) Berechnen Sie den Phasenunterschied∆ϕ zwischen den beiden Strahlen an der StelleD für
E > mgℓz unter der Annahme, dass die Wellenfunktion eines Teilchensgegeben ist durch
(WKB-Näherung)

ψ(~x) = A exp

(

i

∫ ~x ~p (~r)

ℏ
· d~r
)

.

Hieraus folgt der Phasenunterschied

∆ϕ =
1

~

∫

W1

~p (~r) · d~r − 1

~

∫

W2

~p (~r) · d~r ,

wobei~p(~r) der klassisch berechnete Teilchenimpuls eines Teilchens der Massem und Ener-
gieE im Schwerefeld ist.
Hilfe: Die Integrale entlang der vertikalen Wege brauchen nicht ausgewertet zu werden.

(12 Punkte)

b) Nehmen wir nun an, dassE ≫ mgℓz gilt. Zeigen Sie, dass dann der Phasenunterschied∆ϕ
proportional zur Fl̈acheA = ℓxℓz ist, die von den beiden Strahlen eingeschlossen wird.

(5 Punkte)

c) Ben̈utzen Sie dieses Resultat, um den Abstand zwischen den Interferenz-Maxima zu berech-
nen, wenn wirℓz konstant halten undℓx variieren. (8 Punkte)
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4.15 Wasserstoff-Atom im elektrischen Feld (F2007)

Bringt man ein Wasserstoff-Atom in ein homogenes elektrisches Feld, so werden die Energienive-
aus verschoben. Im Folgenden soll dieser Effekt für den Grundzustand untersucht werden, wobei
wir uns der Einfachheit halber auf die zwei Eigenfunktionen

ψa(r, ϑ, ϕ) =
1

√

πa3
0

exp(−r/a0)

und

ψb(r, ϑ, ϕ) =
1

√

32πa5
0

r cos(ϑ) exp(−r/2a0)

des Wasserstoff-Problems beschränken.a0 bezeichnet hier den Bohr’schen Radius. Der Spin bleibt
in dieser Aufgabe unberücksichtigt.

a) Durch welche Quantenzahlen kann man die stationären Zusẗande des Wasserstoff-Problems
charakterisieren, und wie lauten die zugehörigen Eigenwertgleichungen? Geben Sie die zu
den Zustandsfunktionenψa undψb geḧorigen Werte dieser Quantenzahlen an, und begründen
Sie Ihre Antwort ohne Rechnung. Was ergibt sich insbesonderefür das Verḧaltnis der Eig-
energienEa undEb der Zusẗande mit den Funktionenψa bzw.ψb? (9 Punkte)

b) Berechnen Sie die vier Dipolmatrixelemente〈ψa|z|ψa〉, 〈ψa|z|ψb〉, 〈ψb|z|ψa〉 und
〈ψb|z|ψb〉. (9 Punkte)

Zur Kontrolle: 〈ψa|z|ψb〉 =
1√
2

256

243
a0.

Hinweis:
∫ ∞

0

xne−αxdx =
n!

αn+1
(α > 0).

c) Geben Sie die Matrixdarstellung des Hamilton-Operators

H = HH + Ez

in der Basis der beiden Zustandsftionenψa undψb an. Hierbei seiHH der Hamilton-Operator
des ungestörten Wasserstoff-Problems undE die Feldsẗarke des inz-Richtung gerichteten
elektrischen Feldes. Es ist günstig, die Gr̈oßed = 〈ψa|z|ψb〉E einzuf̈uhren.
Bestimmen Sie die Energieeigenwerte vonH in der vorgegebenen Zweizustandsbasis.
Für kleine Feldsẗarken,E ≪ Ea/a0, wird die Energie des Zustands mit der Funktionψa um

∆Ea = −γ d2

|Ea|

abgesenkt. Welcher numerische Wert ergibt sich für den Koeffizientenγ?
Wie nennt man den hier berechneten Effekt? (7 Punkte)
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4.16 Zwei-Niveau-System (F2007)20

Gegeben sei ein System mit einem zweifach entarteten Zustand mit der EnergieE0 = ~ω0. Die
Eigenvektoren werden als

|φ1〉 =

(

1

0

)

und |φ2〉 =

(

0

1

)

angesetzt. In dieser Basis wird der Hamilton-Operator des Systems also in der Form

H0 = E0

(

1 0

0 1

)

= ~ω0

(

1 0

0 1

)

dargestellt.

a) Geben Sie die Eigenvektoren|ψi(t)〉 mit der Anfangsbedingung|ψi(0)〉 = |φi〉 als Lösungen
der zeitabḧangigen Schr̈odinger-Gleichung als Funktion der Zeitt an. (3 Punkte)

Die beiden Zusẗande seien nun gekoppelt; der die Kopplung beschreibende Hamilton-Operator sei

H1 =

(

0 ∆

∆ 0

)

= ~ω1

(

0 1

1 0

)

.

b) Bestimmen Sie die EigenwerteE± und die normierten Eigenvektoren|φ±〉 vonH = H0 +
H1. (11 Punkte)

c) Zum Zeitpunktt = 0 sei das System im Zustand mit dem Zustandsvektor|ψ(0)〉 = |φ1〉.
Geben Sie|ψ(t)〉 als Funktion der Zeitt an. (8 Punkte)

d) Geben Sie Wahrscheinlichkeit dafür an, das System zum Zeitpunktt 6= 0 im Zustand mit
|φ2〉 zu finden, wenn es zum Zeitpunktt = 0 im Zustand mit|ψ(0)〉 = |φ1〉 gewesen ist.

(3 Punkte)

20Siehe auch Aufgabe 4.6 für das Zwei-Niveau-System


