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1 Mechanik: Aufgaben

1.1 Massenpunkt im Trichter (H2003)

Ein Massenpunkt (Masse) bewege sich im homogenen Schwerefeld der Erde auf der innen
seite eines Hohlkegels (Trichter) n@ffnungswinkel2:. Die Achse des Trichters ist parallel zur
Schwerkraft ausgerichtet, wobei die Spitze des Trichtachmunten zeigt (siehe Skizze).

Wahlen Sie als verallgemeinerte Koordinaten des Massemgsidien Abstand zwischen Masse
und Kegelspitze und den Azimutalwinkel(siehe Skizze).

a) Berechnen Sie die potentielle Energié) (kinetische Energi€l() und die z-Komponente
des Drehimpulsed],) als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten und eetdpenden
Geschwindigkeiten. (10 Punkte)

b) Welche zwei Erhaltungasze gelteniir die Bewegung im Trichter? Begnden Sie die Er-
haltungsatze (ohne Rechnung). (5 Punkte)

c) Berechnen Sie ausgehend von den zwei Erhalténzess die verallgemeinerten Geschwin-
digkeitens und ¢ als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten, und besgn Sie die

Bahngleichungy(r).
Resultat:

L, [" dp
o(r) =po+ — 5
S 70 p\/2m [Ep? — L2/(2msin® ) — mgp? cos V]

(10 Punkte)

1Siehe auch Aufgabe 1.15
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1.2 Luftreibung (H2003)

Ein Teilchen mit der Masse: wird unter der Wirkung der Schwerkraft mit einer Anfangsge-
schwindigkeitvy senkrecht nach oben geschleudert. Die auf das TeilcheemdekReibungskraft

habe den Betrag' = yv2, wobeiv eine Konstante ist, und wirke stets der Geschwindigkegent
gen.

a) Welche Maximalbihe erreicht das Teilchen?
Hilfe: Leiten Sie aus der Newtonschen Bewegungsgleichung eifer&itialgleichung 1. Ord-
nung fur die Geschwindigkeit = Z her, die sich mittels Separation der Variablen integrieren
lasst. Zeigen Sie dazu, dass gik= (dv/dz)v. (10 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass das Teilchen mit der Geschwindigkeit

Vo

V1+ (y02)/(mg)

Uriick =

an den Ausgangspunkt ziokkommt.
Hilfe: Wahlen Sie die erreichte Maximaihe als neuen Nullpunkt des Koordinatensystems.
(8 Punkte)

c) Berechnen Sie den gesamten Energieverlust des Teilcbengrfangspunkt bis zur &ck-
kehr zu diesem. (7 Punkte)
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1.3 Rollender Zylinder auf schiefer Ebene (F2004)

Ein homogener \Vollzylinder (Massk/, RadiusR) rolle im Schwerefeld ohne Schlupf auf einer
schiefen Ebene mit Neigungswinkel Die Zylinderachse sei senkrecht zur Schwerkraft ausge-
richtet. Als verallgemeinerte Koordinate, die PositiorduBewegung des Zylinders beschreibt,
nehme man den Drehwinkel¢) des Zylinders um seine Achse.

Angabe Bei Drehung um die Zylinderachse hat daagmeitsmoment eines homogenen Zylin-
ders mit Masse// und Radiusk den Wert® = 1M R?.

N

y
a

a) Zeigen Sie, dass der Schwerpunkt des Zylinders bei Dgebhonden Winkeky die Weg-
streckeR zuriicklegt. (5 Punkte)

«Q

b) Stellen Sie die Lagrange-Funktidniy, ¢) fur die Bewegung des Zylinders auf, und berech-
nen Sie die Lagrange-Gleichung. (10 Punkte)

c) Losen Sie die Lagrange-Gleichung mit den Anfangsbedingunge

Skizzieren Sie den Verlauf van(t).
(10 Punkte)
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1.4 Seilrollen (F2004)

Eine Punktmassei; hangt an einem Ende eines masselosen Seils featayd, dasiber eine fi-
xierte, reibungsfreie Scheib&ulft. Am anderen Ende des Seils ist eine masselose Schédstitye
uber die ein zweites masseloses Seil festimde reibungsfreduft, an dem wieder zwei Punkt-
massen, amlichm,; undm, befestigt sind (siehe Figur). Auf alle Massen wirkt die Sehkvaft
entlang des Lots (senkrecht nach unten in der Figur).

a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktidfe,, z3, i1, 23) dieses Systems. Beachten Sie die
Zwangsbedingungen+ z3 = const., r1 + s = const. (10 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Beschleunigung der Masge (10 Punkte)

c) Diskutieren Sie das Ergebnis: Zeigen Sie, dass die Basalleng vonms verschwindet,
wenn folgende Bedingung éift ist:
4m1m2
mg = ——.
mq + Mo
Betrachten Sie dabei speziell den Grenzifiall = m,. Begtinden Sie qualitativ, warum die
Beschleunigung vom in diesem Grenzfall verschwindet. (5 Punkte)

2Siehe auch Aufgabe 1.18ifeine Atwood-artige Aufgabe
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1.5 Fallmaschine (H2004)

Betrachten Sie die Bewegung eines mechanischen
Systems, das aus zwei Massenbzw. M besteht @<
(s. Figur). Die Massemn und M sind wie abgebil- Az

det durch ein Seil verbunden. Die Rollen sind masse- m 0 X
los, das Seil ist masselos und nicht dehnbar, und beide | [¥ 4 7 T lg
Massen bewegen sich reibungsfrei. Die linke Rolle ist d i

am grofRen Block/ befestigt und bewegt sich mit der

MasseM mit, wahrend die rechten beiden Rollen an : d RE <
der Wand befestigt sind (Figur). M

Zur Zeitt = 0 hangt die Punktmasse beiz = 0 (der Punkt O markiert den Koordinatenursprung),
wird dann losgelassen und erreicht unter der Wirkung dew8dkraft nach der Zeit den Punkt

z = —d. Ab diesem Zeitpunkt bewegt sie sich zusammen (d. h. durohvdékommen unelas-
tischen Stol3 fest verbunden) mit der Madgehorizontal; weder das Seil noch die Schwerkraft
haben dann noch einen Einfluss auf die Bewegung. Die Distaisckz@n der Mass&/ und der
unteren, an der festen Wand befestigten Ralleetragt an&nglich ebenfallgl.

ANNNNNN

a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion des Systémslie Ralle vor und nach dem Auf-
treffen der Massen auf M, d. h. vor und nach der Zeit
Hinweis: Uberlegen Sie durch Betrachten einer kleinen Verschieluass vor dem Zusam-
menstol} die Zwangsbedingung
z = -2

gilt. Die Bewegung des Systems kann daher vor der Zeiorteilhafterweise durch die
einzige generalisierte Koordinataund nachher allein durchbeschrieben werden.
Zur Kontrolle: Firm = M undt < 7 lautet die Lagrange-Funktioh = %m,é’? — mgz.

(14 Punkte)
b) Leiten Sie @ir die beiden Bllet < 7 undt¢ > 7 die Bewegungsgleichungen her.
(3 Punkte)
c) Berechnen Sie die Zeit nach der die Masse die Masse\/ erreicht.
Zur Kontrolle: Fiirm = M istT = (3d/g)'/2. (2 Punkte)

d) Finden Sie die Zeil’, nach der beide Massen zusammen die RBl&reichen.
Zur Kontrolle: Firm = M betagtT = [27d/(4g)]*/2. (6 Punkte)
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1.6 Bewegung in der Ebene (H2003)

Es soll die Bewegung eines (punitinigen) Teilchens mit der Masse in einer horizontalen
Ebene untersucht werden, sodass der Einfluss der Schwerkrachssigt werden kann. Das
Teilchen kann reibungsfrei auf einer masselosen Stangemlevelche um eine vertikale Achse
durch den Ursprung des Koordinatensystems rotieren kasolien ebene Polarkoordinateny
verwendet werden.

Die Stange habe zéchst keinen Antrieb.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktidiir, 7, ¢, ¢) fur den Massenpunkt auf. (3 Punkte)

b) Bestimmen Sie die kanonischen Impulse, und stellen SiHdimilton-FunktionH auf.
Zeigen Sie, dass die Hamilton-Funktiéhgleich der Energid? ist. (4 Punkte)

c) Bestimmen Sie (mindestens) zwei Erhaltung&gmn. (4 Punkte)

Die Stange werde nunmehr mit der konstanten Winkelgeschgkeitw angetrieben.

d) Geben Sie die Lagrange-Funktion an, und stellen Sie dieeBemagsgleichung auf.
(4 Punkte)

e) Zeigen Sie, dass die Kraft, welche auf den Massenpunkt,wlinrch]? = 2mrwe,, gegeben
ist mit dem Eigenvekto€,, in Azimut-Richtung. (5 Punkte)

f) Berechnen Sie die Leistung des Antriebs, und zeigen S#s,sla gleich der zeitlichehnde-
rung der Energie des Massenpunkts ist. (5 Punkte)

3Siehe auch Aufgabe 1.18rfdie Perle auf der Stange
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1.7 Pendelbewegung (F2005%)

Im homogenen Schwerefeld der Erdége sich
der Aufhangepunkt eines ebenen Pendebrgie
[, Pendelmassen;) in horizontaler Richtung
(z-Richtung) bewegen dnnen. Die Masse des 9
Aufhangepunktes sei,, und die Erdbeschleuni-
gung wirke in negativee-Richtung (siehe Skiz-
ze). Die die Massem; undm, verbindende star-
re Stange sei massenlos.

a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion dieses SysterabléN Sie dazu, und den Winkel
¢ als verallgemeinerte Koordinaten. (9 Punkte)

b) Stellen Sie die Lagrange-Gleichungen zweiter Art auf. Pynkte)

c) Berechnen Sie die allgemeinédung dieser Gleichungen im Grenzfall kleiner Pendelaus-
lenkungen (lineare &herung!).
Bestimmen Sie die entsprechende speziefisung, die die Anfangsbedingungen

To(t =0) =0, do(t = 0) = vy, p(t =0) =0, ¢(t =0)=0

erfullt. (9 Punkte)

4Siehe auch Aufgabe 1.1@ifein Pendel mit beweglichem Audhgepunkt
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1.8 Kleine Schwingungen (F2005)

Eine Massen wird im Schwerefeld der Erde an einer anharmonischen Fadgekangt. In der
Ruhelage der Masse wird die Feder durch die Masse um @igé-, gedehnt. Die masselose
Feder soll die potentielle Auslenkungsenergie

V(z) = % 24

haben, wobet die Langenderung der Feder bezeichnet unieéine dimensionsbehaftete Kon-
stante ist.

a) Berechnen Sie die Auslenkungder Feder in Richtung der Schwerkraft, wenn die Masse
ruht. (2 Punkte)

Betrachten Sie nukleineSchwingungen(t¢) um die Ruhelage,. Dabei soll die positive-Achse
in Richtung der Schwerkraft zeigen. Anfangs soll sich die $4aa Ruhe am Ort(0) befinden.

b) Berechnen Sie die Auslenkun¢) der Schwingung als Funktion der Zeit (18 Punkte)

c) Geben Sie die Frequerfzoder die Kreisfrequenz der kleinen Schwingungen um die Ru-
helagez, an. (5 Punkte)
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1.9 Relativistisches Punktteilchen (H2005)

Die Lagrange-Funktiorl. eines freien, relativistischen Punktteilchens in einerrRéimension
(Koordinater, Geschwindigkeitv = &) wird angesetzt als

L=X/1—-v%/c?.
Dabei istc die Lichtgeschwindigkeit und eine Konstante.

a) Wie muss mark wahlen, damit man den korrekten nicht-relativistischenn@fal fur ein
Teilchen der Masse: erhélt? Verwenden Sie diesen Wert vaim den folgenden Aufgaben.
(6 Punkte)

b) Der Impulsp kann definiert werden als diejenige Erhaltungddg, die aus der Translations-
invarianz vonL (d.h.0L/0x = 0) folgt.
Bestimmen Sie den Zusammenhang zwischendwv. (6 Punkte)

c) Entsprechend kann man die Energi@lefinieren als diejenige Erhaltungs@e, die aus der
Zeittranslationsinvarianz voh (d.h.0L /0t = 0) folgt.
Bestimmen Sigv sowohl als Funktion vom wie als Funktion vor.
Hinweis Hamilton-FunktionH = F. (13 Punkte)
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1.10 Schwingungsdauer (H2005)

Eine Punktmasse: soll eindimensional in-Richtung im Potential
D
Ux) = gx", n € {2,4,6,8...}

schwingen.
a) Geben Sie die Erhaltungéde der Bewegung an. (3 Punkte)

b) Leiten Sie eine Differentialgleichungrfdie Zeitt(x) als Funktion des Ortes her.
(8 Punkte)

c) Berechnen Sie damit die Schwingungsdali@is Funktion der maximalen Auslenkuryg
Zur Kontrolle
m C,
T=4—=—
D Av
Berechnen Sie den Exponentenund schreiben Sie die dimensionslose Konstantels
ein Integral. (14 Punkte)
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1.11 Pendel mit beweglichem Aufangepunkt (F2006Y

Eine Punktmassei, sei wie in der Abbildung Ay
dargestellt mit Hilfe einer masselosen Stange der 1
Langel an einer Punktmasse; so aufgefngt,

dass die Anordnung in dér, y)-Ebene schwin- i g
g

\£

gen kann. Die Massey; ist entlang der-Achse
reibungsfrei verschiebbar. Die gesamte Anord-
nung befinde sich in einem homogenen Schwe-
refeld in Richtung der negativeppAchse.

a) Welche Zwangsbedingungen liegen vor?iéken Sie die Koordinate(r,, y») der Masse
my durch die Position:; der Massen; und den Winkel) aus. (6 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass hier neben dem Energieerhaltungssataveiter Erhaltungssatz gilt. Wie
lautet die zugetrige Erhaltungsgiie? (6 Punkte)

c) Zeigen Sie mit Hilfe dieses zweiten Erhaltungssatzess dee Bahnkurve der zweiten Masse
durch ) )
(xz(t) - A(t)) N (yz(t)> _
g Qy

beschrieben werden kann. Was ergibt siohdf,, a,, und A(t)? Wie niissen die Anfangsbe-
dingungen ge&hlt werden, damit die Bewegung auf einer Ellipse erfolgt? 3 Rlinkte)

5Siehe auch Aufgabe 1.7 ein Pendel mit beweglichem Authgepunkt
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1.12 Teilchen im konstanten Zentralkraftfeld (F2006)

Ein Teilchen der Masse: mit Ortsvektorr” bewege sich in einem dreidimensionalen Kraftfeld,
wobei die Kraft in Richtung auf den Ursprung zeigt und ihr Bgtfa unablangig vom Ort ist.

a) Wie lautet die Newton'sche Bewegungsgleichuiigdieses Problem? Bestimmen Sie die
zugeldrige potentielle Energie, und geben Sie den Energieentgdsatz an. (5 Punkte)

b) Zeigen Sie, ausgehend von der Newton’schen Bewegunglsgied, dass auch der Drehim-
puls erhalten ist. Wie kann man daraus schlie3en, dass dieddemg in einer Ebene erfolgt?

(5 Punkte)
c) Beweisen Sie den Zusammenhang
. 72
52 -2
T m2r2 +r
Hier istr der Abstand vom Ursprung, urdist der Drehimpuls. (7 Punkte)

Hinwesis: (@ x b)% = |a@2[b]*> — (@ - b)?
d) Bestimmen Sie mit Hilfe der Resultate aus den Teilaufgabendac ein effektives Poten-
tial fur die Radialbewegung, und skizzieren Sie dieses effektoterfal. Far L # 0 ist

die Kreisbahn eine dgliche Bahnform iir das vorliegende Problem. Bestimmen Sie den
Bahnradius und die Winkelgeschwindigkeit als Funktion deshiinpulses. (8 Punkte)
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1.13 Rotierende Stange (H2008)

Ein Massenpunkt der Masse gleite reibungsfrei auf einer masselosen, unendlich lar@jange
und sei mit einer harmonischen Kraft = —ks, & > 0 an einen Punkt = 0 auf der Stange
gebunden. Die harmonische Kraft werde durch eine Feder nhieRuogea ausgéibt, die an einem
festen PunkiP (beis = —a) auf der Stange verankert ist. Die Stange kann ferner irr &bene
um den festen PunkP rotieren; der Winkel gegen eine feste Gerade in dieser Ebene Die
Schwerkraft spiele keine Rolle.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktion des MassenpunktesnifKdordinaters(¢) undy(t) auf.
Hinweis Sie dirfen davon ausgehen, dags flie Position des Massenpunktes immy >
—a gilt.) (4 Punkte)

b) Wie lauten die Euler-Lagrange-Gleichungen? Interpreti Sie die Terme proportional zu
aus der Sicht eines mitrotierenden Beobachters. (8 Punkte)

c) Eine der Koordinaten ist ist zyklisch. Wie lautet der er¢ehende Erhaltungssatz? Was ist
die Bedeutung der entsprechenden erhalten@R &t Gibt es eine weitere Erhaltungsgg,
und wie lautet diese? (4 Punkte)

d) Eliminieren Sie (durch Ausnutzung des entsprechendkalttingsatzes) die zyklische Ko-
ordinate, und bringen Sie die so erhaltene Gleichiimg ) in die Formms = — L V.q(s).
Wie lautet das effektive Potentislg(s)? (6 Punkte)

e) Skizzieren Sie das effektive Potential, finden Sie derkPr(unter der Annahmesy| < a)
an dem es mimimal wird, und diskutieren Sie qualitativ digghiche Bewegung. (3 Punkte)

6Siehe auch Aufgabe 1.61f die Perle auf der Stange
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1.14 Fallender Stein auf rotierender Erde (H2006)

Wir lassen einen Stein der Massein einen Brunnen fallen, der adquator steht. Wegen der
Erdrotation folgt die Trajektorie des Steins nicht dem seokten Lot in Richtung Erdmittelpunkt.
Diese Bewegung wird im rotierenden Bezugssystem der Erdédurc

22X 4 L odX L o
mW—Fg—mexa—mwx (u)XX)
beschrieben, wobei der Koordinatenursprung im Erdmittefp liegt und diez-Achse durch die
Brunnerdffnung verhuft (siehe Abbildung). Wir nehmen an, dass die Winkelgesatigkeit
konstant und die Erde eine Kugel mit Radisst.

@
y

9
) S
R

Abbildung Die Erde in Aufsicht. Die Drehachsg zeigt zum Nordpol, deéiber der Papierebene
auf derz-Achse liegt. Die Koordinatenachsgrund z liegen in derAquatorialebene, wasif die
VektorenX undr nicht zutreffen muss.

a) Ruhren Sie die Relativkoordinate
7=X - RE,
ein, wobeiR die Distanz vom Erdmittelpunkt zur Brunn&inung ist. Bestimmen Sie die
Bewegungsgleichundif 7(¢) im erdfesten Koordinatensystem. Nehmen Sie hierbei verein
fachend an, dass die Erdanziehungski%ft: —mgoe, die der ruhenden Erde und un-
abhangig vonr’ ist. Nehmen Sie ferner an, dass die Zentrifugalkraft ebsni@mablangig
vonr’ist, was fir nicht zu tiefe Brunnenaherungsweise zutrifft. (5 Punkte)

b) Losen Sie diese Bewegungsgleichungaalst unter Vernaclssigung der Coriolis-Kraft,
und berechnen Sie die Trajektorig?) des Steins. Zeigen Sie, dass er einer effektiven Erd-
beschleunigung.; = go — w?R unterliegt. (6 Punkte)

c) Ausgehend von dieser Trajektofigt) addieren wir nun die Coriolis-Kraft. Setzen Sie dazu
7 = ro+u, und zeigen Sie, das8ifgeeignete Anfangsbedingungen die Differentialglenchu

du

dt

gilt. (8 Punkte)

— 23 x (7 + 1) (1)

d) Nehmen Sie schlielilich an, dass die Abweichungom Lot so klein ist, dass sie auf der
rechten Seite von Gleichung (1) vernaasgigt werden kann, und berechnen Siediesen
Fall expliziti (t). Zeigen Sie, dass die Trajektofig) gegeiiiberi(¢) nach Osten abgelenkt
wird. (6 Punkte)
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1.15 Dynamik einer Punktmasse auf einem Kegelmantel (F2007)

Ein Punktmasse: bewege sich auf der
Innenseite eines Kreiskegels mit sei-
ner Achse parallel zug-Achse (siehe
Zeichnung). Die Gravitationskraft zei-
ge in die negative-Richtung.

a) Bestimmen Sie unter Verwendung von Zylinderkoordinaterzdgeldrige Lagrange-Funk-
tion in Abhangigkeit vonp (Radius) undp (Polarwinkel). (7 Punkte)

b) Leiten Sie daraus die Bewegungsgleichungen ab. (4 Punkte)

c) Welche Variable ist zyklisch?
Zeigen Sie, dass der Drehimpuls erhalten ist. (4 Punkte)

d) Bestimmen Sie mit Hilfe der Teilaufgaben b) und c) den Ragiwsiner Kreisbahn auf dem
Kegelmantel mit fester bhez, und als Funktion vord... (4 Punkte)
: . L?
Zwischenergebnisn (1 + cot’ a) j — —= 4+ mgcota =0
mp

e) Zeigen Sie, dass man sich mit dem Angaiz p, + p; undp; < py aus den Bewegungsglei-
chungen (siehe Teilaufgabe b) die Gleichung eines harmioamsOszillatorsir p; ergibt.
Geben Sie die zugéhige Schwingungsfrequenz an. (6 Punkte)

’Siehe auch Aufgabe 1.1
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1.16 Rakete (F2007)

Eine Raketenstufe der Masa#, bewege sich zuichst kéftefrei und habe die Geschwindigkeit
Vo. Zum Zeitpunktt = 0 werde der Antrieb geémdet: Zu einem Zeitpunkt > 0 werde im
Zeitintervall d¢ die MassedM mit der Geschwindigkeit relativ zur Rakete und antiparallel zu
ihrer Geschwindigkeit ausgestof3en und die Geschwindigkeler Rakete unall” vergrdl3ert. Es
handelt sich also um ein eindimensionales Problem.

a) Betrachten Sie den (momentanen) Impuls der Rakete zu eiagpuékt; > 0. Die momen-
tane Masse der Rakete s#i, und ihre momentane Geschwindigkeit $&iWie verteilen
sich die Impulse der Rakete und der ausgestof3enen Masseer igifinitesimal spteren
Zeitpunktt + dt auf den Gesamtimpuls? (6 Punkte)

b) Vernachhssigen Sie infinitesimal kleine Terme voaherer als erster Ordnung, und geben
Sie die Differentialgleichungiir die Abrangigkeit der Variabled/ undV voneinander an.
Zur Kontrolle ein Zwischenergebnid/ dV = —vdM . (5 Punkte)

c) Integrieren Sie diese Differentialgleichung mit denegepenen Anfangsbedingungen.
Skizzieren Sie die Geschwindigkeit als Funktion der Masse. (6 Punkte)

d) Die Rate = — M des MassenausstoRes sei zeitlich konstant.
Bestimmen Sie die Geschwindigkéitals Funktion der Zeit.
Wie wird die Kurve von Teilaufgabe c zeitlich durchlaufen? 4 Runkte)

e) Der Treibstoff mache gerade diélfte der anfinglichen Masse der Rakete aus.
Welche Endgeschwindigkeit erreicht die Rakete, und wie kaan sie optimieren?
(4 Punkte)
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1.17 Freies Teilchen in Polarkoordinaten (H2007)

Ein Teilchen der Masse: bewege sich kiftefrei in der(z, y)-Ebene. Es soll die Bewegung unter
Verwendung von Polarkoordinaterund ¢ untersucht werden.

a) Bestimmen Sie, ausgehend von der Darstellung in kartesig€oordinaten, die kinetische
Energie in Polarkoordinaten. (6 Punkte)

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Lagrange-Formalismus, dass dehihpuls hier eine Erhaltungs-
groRe darstellt, und leiten Sie in diesem Rahmen einen Ausdiirclen Drehimpuls in
Polarkoordinaten her. Mit Hilfe der Drehimpulserhaltuagdt sich der Energieerhaltungs-
satz allein durch die radiale Koordinatevie folgt ausdicken:

m . A
Wodurch istA gegeben, und welches Vorzeichen hat es? (7 Punkte)

c) Bestimmen Sie mit Hilfe von (1) die Zeitaihgigkeitr(¢) des Abstands des Teilchens vom
Koordinatenursprung. Dabei sei der minimale Abstaftd = iy zur Zeitt = 0 erreicht.
(6 Punkte)

d) Entwickeln Sie das Ergebnisrfr(t) aus der vorigen Teilaufgabe bis zur zweiten Ordnung in
der Zeitt, und bestimmen Sie darau®) undi*(0). Zeigen Sie ferner den Zusammenhang

und interpretieren Sie diesen physikalisch. (6 Punkte)

Nutzliche Formel:

X
dr—— =
q/x2_a2



18

1.18 Klettern am Seil (H2007§

An einer Decke ist eine feststehende Rolle an-
gebracht, deren Mittelpunkt bei= 0 sei.Uber
diese Rolle kann reibungsfrei ein masseloses, un-
dehnbares Seil gleiten. An den beiden Enden des
Seils angt je ein Affe mit der Masse:; bzw.

mo IM Schwerefeld (Erdbeschleunigupy Bei-

de Affen befinden sich zur Zeit= 0 in gleicher
Hohez = —h in Ruhe. Der Affe2 (m5) klettert
nun mit konstanter Beschleunigung> 0 relativ
zum Seil an seinem Seiilstk empor. Der Affel
(m;) bleibt ruhig Fangen.

1 MECHANIK: AUFGABEN

Q- _i_ -@® Ta (relativ zum Seil)

m;  m,

a) Formulieren Sie die zeitahhgige Zwangsbedingung, die bet 0 die Koordinaterz; < 0

undz, < 0 der beiden Affen verkinpft.

(4 Punkte)

b) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion des Systems, ausgediurch die Koordinate,

und ihre Ableitungs,.

(8 Punkte)

c) Bestimmen Sie aus der Lagrange-Gleichung die Beschlengiguund zeigen Sie, dass
zeitlich konstant ist. Bestimmen Sie unter Verwendung deaZygsbedingung die Differenz

5 — .

(8 Punkte)

d) Welcher der beiden Affen kommt zuerst auf deéiig des Rollenmittelpunktes an? Unter-
scheiden Sie dabei diglfe m; < maq, m; = my undm; > mo. (5 Punkte)

8Siehe auch Aufgabe 1.4if eine Atwood-artige Aufgabe
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1.19 Reflexion an weicher Wand (F2008)

Ein Teilchen der Masse: komme aus dem positiv Unendlichen, wobei der Betrag der Geseh
digkeit v, sei. Es werde elastisch an einer weichen Wand senkrechittrefted. h. es kann ein
eindimensionales Problem betrachtet werden. Die Wandbésdhrieben durch das Potential

1
V(z) = §VO exp (—ax), a >0,V > 0.

a) Berechnen Sie die Energie des Teilchens und den Umkehrpgink (8 Punkte)
b) Berechnen Sie(t), und wahlen Sie dabei(0) = . (10 Punkte)

c) Berechnen Sig(¢), und betrachten Sie die Gre@#le ¢t — +oo fur z(t) undz(t).
Skizzieren Siex(t) undi(t) fur allet. (4 Punkte)

d) Betrachten Sie den Grenzfall— co. Welche anschauliche Bedeutung hat er? (3 Punkte)

Hinweis:

" L _2 oz
/0 = — arcosh{ exp 2)

dz
V1 —exp(—azx’) o
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1.20 Masse auf der Achterbahn (F2008)

Auf einer Achterbahn rollt ein Wagen auf einer parabetiigen Bahn in die Tiefe. Wir wollen ihn
durch ein punkibrmiges Teilchen der Masse beschreiben, das sich reibungsfrei auf der Kurve
y = axz? im Potentialmgy der Schwerkraft bewegt (siehe Skizze). Es soll bei, < 0 aus der
Ruhelage heraus starten und nach der Zaiklas Minimumx = 0 der Bahn erreicht haben. Um
die Rechnung zu vereinfachen, untersuchen wir nur dernckal 1/(2a).

y

|
a) Welche ErhaltungsgRe gibt es bei diesem Problem? Geben Sie diese an. (3 Punkte)

b) Berechnen Sie die Geschwindigkeit am Minimura- 0 der Bahn. (3 Punkte)

c) Welche Wegstrecke hat das Teilchenimkgelegt, wenn es nach der Zg&itdas Minimum
erreicht hat? (9 Punkte)

d) Berechnen Sie diese Z€it (10 Punkte)

Hinweis: Sie dirfen folgende Integrale verwenden:

o1 4 22 !
/ e dz ~ 1.91, / V14 22dz~1.15
0 -z 0
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1.21 Pendel (H2008)

Zwei Punktmassem; undm, befinden sich an den Enden eines starren, masselosen $dabes.
Stab ist in einem PunkP so gelagert, dass er sich in einer vertikalen Ebene um dekt Fun
drehen kann. Die Abande der beiden Punktmassen vom Publgeien?; bzw. ¢,. Es wirke die
Schwerkraft.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktidiiy, ©) auf. (9 Punkte)
b) Bestimmen Sie die Gleichgewichtslagen, und diskutiererd&en Stabildat. (8 Punkte)

c) Wie grol} ist die Frequenz kleiner Schwingungen um dieilst&leichgewichtslage? (F
welche Parameter des Pendels verschwindet die FrequengéhBeiben Sie die Form der
Bewegungiir diesen Spezialfall. (8 Punkte)
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1.22 Elliptische Bahn (H2008)

Ein Teilchen der Masse: bewege sich im Raum je nach Anfangsbedingungen auf den Bahnen
7(t) = 1o cos(wt)é, + % sin(wt)éy,

wobei e, und ¢, orthonormale Einheitsvektoren umg, v, die Betédge der Orts- und Geschwin-
digkeitsvektoren zur Zeit = 0 sind.

a) Berechnen Sie die Kraft(7"), die auf das Teilchen wirkt. (5 Punkte)
b) Zeigen Sie, dass diese Kraft konservativ ist. (5 Punkte)
c) Berechnen Sie ein Potentidl) zu dieser Kraft. (5 Punkte)

d) Berechnen Sie das auf das Teilchen wirkende Drehmomei¢ seimen Drehimpuls.
(5 Punkte)

e) Berechnen Sie die gesamte Energie des Teilchens.
Mit welcher Periodéndert sich seine kinetische Energie? (5 Punkte)
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2 Elektrodynamik

2.1 Magnetischer Dipol (H2003)

a) Das Vektorpotentiaﬁ eines statischen magnetischen Punktdipols mit dem Moweder
sich beir = (z,y, z) = 0 befindet, ist gegeben durch

- /LomXF
4 73

«) Berechnen Sie daraus dBsFeld des Dipolsiir 7 # 0.

(Hilfsformel: V x (@x b) = (b- V)@ — (@-V)b+a(V-b) —b(V - a);
_ po 3(m-T)F =1 )

Ergebnis: 5 =
9 47 7D

(10 Punkte)
() Skizzieren Sie das-Feld graphischir m = mge.,, wobeie, der Einheitsvektor in-
Richtung ist. (5 Punkte)
b) Eine kreisbrmige Leiterschleife mit Radius sei fest so angebracht, dass ihr Mittelpunkt
beiz =y =0, 2 = 2 > 0 liegt und ihre Normale in Richtung van zeigt.

Berechnen Sie den Fludsdes Dipolfeldes von Teilaufgahg durch die Leiterschleife aus
dem Fhchenintegrab = [[ B - df Uber die Schleifenfiche. (10 Punkte)
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2.2 Ebene elektromagnetische Wellen (H2003)

a) Wie lauten die Maxwell'schen Gleichungdir tias elektrische Felﬁ(ﬁ t) und das magne-

tische FeldB(7, ) im Vakuum bei Abwesenheit von Ladungs- und Stromdichten?
(4 Punkte)

b) Startpunktiir die Berechnung vo&(7, t) und B(7, t) einer ebenen Welle mit der Kreisfre-
guenzw und dem Wellenzahlvektdrist der Ansatz

E(F? t) = Eoei(k - wt), é(ﬁﬁ = éoei(k 7 — uﬂf),

Bestimmen Sle durch Einsetzen in die Maxwell'schen Gleigaumndie Beziehungen zwi-
scherk w, EO, BO, und deuten Sie diese. Wasdsgliy? In welche Richtung und mit welcher
Geschwmdlgkelt bewegt sich die Welle? Wie ist sie polarisi (8 Punkte)

c) Berechnen Sie die zeitgemittelte Energiedighteund die zeitgemittelte Energieflussdichte
(S) der Welle aus den Gleichungen

1({ E-E* 1B-B* . 1E><B*
(w) =5 (60 +— >, (S) = .
po 2

Wie hangen(S) und (w) zusammen? Diskutieren Sie das Ergebnis. (13 Punkte)
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2.3 Wo flieRt die elektromagnetische Energie? (F200%)

Gegeben sei ein unendlich langer, gerader zylindrischahDmit Radiusk, Leitfahigkeito, re-
lativer Dielektriziéitskonstante = 1 und relativer Permeabiéit 4 = 1. Zur mathematischen
Behandlungiihren wir Zylinderkoordinatem = pcos ¢, y = psin¢, z = z (z-Achse ist Draht-
achse) mit den Einheitsvektoref), €,, ¢, ein. Der Draht befindet sich in einem homogenen

elektrischen Feld:(7) = E &.. Wir betrachten ein $itk der LangeL > R dieses Drahts.

a) Im Draht fliel3t nach dem Ohm’schen Gesetz ein konstantemSter Dichte
j= oFE =oFE¢, = je.. Wie grol3 ist der Gesamtstrofim Draht?
Wegen der endlichen Leiéhigkeito wird im Draht Joule’sche \&me mit der Dichteu;
erzeugt. Berechnen Sie diese und die gesamte im betrackitétenen der langeL erzeugte
WarmeleistungV; = o E*rR*L = o E*AL = o E?V. (6 Punkte)

b) Der Strom/ im Draht erzeugt im Aul3enraum das Magnetfeld

— 1
B,=E"¢,
2mp

Driicken Sie inB, den Strom/ durchE aus. (3 Punkte)

c) Berechnen Sie den Poynting-Veki§y = E x H, als Funktion vone.
Was ist die physikalische Bedeutung des Poynting-Vektors?
Skizzieren Siel, B,, S,. (9 Punkte)

d) Berechnen Sie den Energiefluss durch die Obeln# ins Innere des Drahtgfdas Volumen
der LangeL. Vergleichen Sie mit der im Inneren erzeugteWieleistungl;. Was fliel3t
wirklich im Draht? (7 Punkte)

9Siehe auch Aufgabe 2.19
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2.4 Elektrisches Feld und Potential im H-Atom (F2004)

a) Wie lauten die Grundgleichungen der Elektrostatik ifiedéntieller und Integralform? Wie
hangt das Potential(*) mit der Feldsirke £/ () zusammen? (6 Punkte)

b) Die Kernladung: des H-Atoms sei punkiifmig im Koordinatenursprung konzentriert. Ge-
ben Sie die Formelir das entsprechende elektrische Kernpotenti@) und die Feldsirke
Ex(r) an. (4 Punkte)

¢) Auch die Elektronenladungsdichte

e—QT/a

pe(r) = —e (a: Bohrscher Radius)

mad

ist drehinvariant. Nutzen Sie die Drehsymmetrie und den¥3ehen Satz, um die elektro-
nische Feldstrke E, (') zu berechnen.

—Bx
Verwenden Sie hierzu /xZe‘Bmdx =—(2+208x+ 521;2)%,

Bestimmen Sie das Gesamtergebﬁjsz Ex + E,. (9 Punkte)

d) Das zugetrrige Potentiaby (r) mit ¢ (co) = 0 lautet

G 1 1 —9r/a
oulr) = 4rreg (7“ * a) ¢ '

Diskutieren Sie das Gesamtergebhig(#) und ¢y (r) fiir kleine(r < a) und groR&r > a)
Abstande. (6 Punkte)
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2.5 Ladung vor Dielektrikum (H2004)

Eine Ladunge befinde sich im PunkP = (0,0, —a) in einer Entfernung: von der Grenz#iche
zweier verschiedener (dreidimensionaler) dielektris¢cttenogener Medien mit relativen dielek-
trischen Permeabilitens; bzw. ¢, (s. Figur). Die Grenz#iche ist durch die Gleichung = 0
beschrieben. Die elektrischen Potentiale in beiden Medigbhzw. ¢,, erfullen wegen der Stetig-
keit der Tangentialkomponenten des elektrischen Felde8ddingungp, (z,y,0) = ¢2(z,y,0)
fur alle Punktdgz, y, 0) an der Grenz#che.

AZ

&2

It
)

a) Geben Sie die aus der Stetigkeit der Normalkomponentelidiktrischen Verschiebung
folgende Grenzbedingungifdie elektrischen Potentialg und ¢, an. (3 Punkte)

b) Benutzen Sie die Methode der Spiegelladung und die zweizbeglingungeniir die Po-
tentiale, um die elektrischen Potentiglgind ¢, zu bestimmen.
Hinweis: Suchen Sie das Potential im Medium 1 als eines, das von zwgitladungere
undé’, die an den PunkteRf = (0,0, —a) bzw. P’ = (0,0, a) lokalisiert sind, erzeugt wird.
Suchen Sie dagegen das Potential im Medium 2 als eines, dasiiver einzigen Punktla-
dunge” im Punkt P erzeugt wird. Bestimmen Siee’, e”.

Zur Kontrolle Fire, = liste’ =e(e; — 1)/(e1 + 1), €”" = 2¢/(e1 + 1). (12 Punkte)
c) Berechnen Sie die Kraft, die auf die Ladungn Punkt P wirkt, und diskutieren Sie, wel-

chen physikalischen Effekt sie hervorruft, wenn das Mediubuft ist (s; = 1) unde, > 1
gilt. (6 Punkte)

d) Diskutieren Sie den Fall, — oo. Welcher physikalischen Situation entspricht dies?
(4 Punkte)
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2.6 Mittleres Potential (H2004)

Eine lokalisierte, statische Ladungsverteilynig) erzeuge das Potentia(r).

a) Wie lasst sich das Potentia(7”) in Integralform durch die Ladungsdichp¢r) darstellen?
(5 Punkte)

b) Wir beschénken uns nun auf ein Teilgebiet des Raumes, das ladungsfiéeigen Sie, dass
dann gilt: Der Mittelwert vons(r) Uber eine Kugelobe#khe ist gleich dem Wert van(7)
im Kugelmittelpunkt.

Hinweis: Die Winkelintegration kann mit Hilfe des Integrals

1 2
dx = —va + bx + const.
/ va+bxr b

ausgeiihrt werden. (15 Punkte)

c) Istes niglich, ein geladenes Teilchen in elektrostatischen Felte Vakuum in eine stabile
Gleichgewichtslage zu bringen? Bégden Sie Ihre Antwort mit Hilfe von Teilaufgabe b.
(5 Punkte)
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2.7 Hohlleiter (F2005)

Gegeben sei ein von ideal leitenden (~ o0), metallischen
Wanden begrenzter, unendlich langer Hohlleiter quadiaisc
Querschnitts (innere Querschnitisfhe a?). Im Inneren des
Hohlleiters herrsche Vakuum. Die Achse des Hohlleitergeei

in z-Richtung.

Nebenstehende Skizze zeigt einen Querschnitt durch delk Hoh
leiter und definiert das Koordinatensystem. Im Folgenddh so
die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Inneren des
Hohlleiters untersucht werden. 0 a x

a) Wie lauten die Maxwell-Gleichungen im ladungs- und sfreien Vakuum?
(4 Punkte)

b) An ideal leitenden, metallischen Obéadhen gilt die Randbedingung verschwindender Par-
allelkomponente des elektrischen Feldes. Baden Sie diese Randbedingung.
(6 Punkte)

c) Das elektrische Feld; = (E,, E,, E.), habe im Inneren des Hohlleiters die Form
Y
E.(x,y,2,t) = Eysin —cos(kz —wt), E,=E,=0.
a
Wie grof} ist die Ladungsdichte im Inneren des Hohlleiters? 6 Pynkte)

d) Berechnen Sie unter Benutzung der Maxwell-GleichungeZ éiiableitung

0 -
aB(x,y,z,t)

der orts- und zeitakdimgigen magnetischen Induktion im Inneren des Hohlleiters
(9 Punkte)



30 2 ELEKTRODYNAMIK

2.8 Elektrisches Feld und Potential geladener Kugeln (F2005)

Betrachtet werde eine homogen geladene Kugel mit dem Ratjider Ladungsdichte und der
Gesamtladung.

a) Wie langen Ladungsdichte und Gesamtladung zusammen? (4 Punkte)

b) Geben Sie den Zusammenhang des elektrostatischen Iﬁﬂpmit dem Skalarpotential
¢() an. Was kann man allein auf Grund der Symmaiber Form und Ab&ngigkeiten von

¢(7) und £ (") sagen? (6 Punkte)

c) Berechnen Sie das elektrische Fél(fj im Innen- und AuRenraum der Kugel mit Hilfe des
Gesetzes von Gaul} (in der integralen Form). (8 Punkte)

d) Berechnen Sie das zugelge Potentiab () durch Wegintegratioiiber das elektrische Feld.
Ergebnis zur Kontrolle

S T—Q furr <R
o(r) = 4y %R 2R B
dmeo | 2 fiirr > R

"

(7 Punkte)
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2.9 Metallkugel in externem Feld (H2005)

Eine Metallkugel mit Radius? wird in ein konstantes externes elektrisches Fetdf = E,é.
gesetzt, das zu einem externen Potenti#l fuhrt. Auf der Kugel seien Obe#thenladungen mit
der Fchenladungsdichte(¥, p) vorhanden, die einen zétlichen Beitrag zum Gesamtpotential

induziert. Das Gesamtpotentialder Kugel soll als null angenommen werden, dpt’) = 0 fur
7] < R.

a) Verifizieren Sie, dass das Potential des externen Felsleg’qi) = — E . i geschrieben
werden kann. (3 Punkte)

b) Welches sind die Randbedingungen an das gesamte Pofertexhes Feld plus Kugel) bei
7| = Rund|r"| — oo ? Wie lautet die Differentialgleichung, der das Potenteiigt?
(6 Punkte)

c) Der allgemeine Ansatiif Losungen der Laplace-Gleichurigy faxialsymmetrische Proble-
me lautet

o(7) = ¢(r, 0, ¢) = Z (aerg + %) Py (cosv) ,

=0

wobei P, Legendre-Polynome sind (d. By (z) = 1, P (x) = z, etc.). Verwenden Sie diesen
Ansatz und die in Teilaufgabe b) aufgestellten Randbediggnnum das Gesamtpotential
o(7) im Bereichr > R zu bestimmen. (6 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass die influenzierte OkrHenladungsdichte auf der Kugel= ¢y F,,, fol-
gende Form hatH,, ist die Feldkomponente senkrecht zur Kugelolaetik):

o(V,) = 3eoEpcosd .

(6 Punkte)

e) Berechnen Sie die gesamte influenzierte Ladung. (4 Punkte)
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2.10 Linienformige Ladungsverteilung und Metalloberflache (H2005)

Es soll das elektrische Potential untersucht werden, dagwer inz-Richtung linearen Ladungs-
verteilungp(z,y,z) = p1d(z — a)d(y) erzeugt wird. Hierbei isp; eine konstante Ladung pro
Lange. Es soll ferner die dlichkeit vorgesehen sein, eine ideal leitende, geeidetallplatte in
der(y, z)-Ebene anzubringen.

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Gaul3, dass sich dastRbia Abwesenheit der Me-
tallplatte in der Form

__ P~

®(R) = Smeq In(R) +

schreibendsst, wobeR der senkrechte Abstand von der linearen Ladungsverteiting
(10 Punkte)

Hinweis In Zylinderkoordinaterir, ¢, z) gilt

0o

N 109 N 0d
or rop 7 0z

€, .

Vd =

b) Es werde nun eine unendlich ausgedehnte, geerdete Matizlin der(y, z)-Ebene ange-
bracht. Welche Randbedingung muss das Potentiat bei) erfullen? Bestimmen Sie nun
mit Hilfe der Bildladungsmethode das elektrische PoteimtiaHalbraumz > 0.

(8 Punkte)

c) Skizzieren Sie qualitiv die elektrischen Feldlinien &r ¢z, y)-Ebene @ir x > 0. In welche
Richtung zeigt das elektrische Feld an der Metallplatte? ufrkee)
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2.11 Reflexion (F2006)

) L ) Y
Die Ebener = 0 sei die Grenzfiche zwischen dem Va-

kuum (Halbraum: < 0) und einem Dielektrikum (Halb- E
raumzx > 0) mit konstantem Brechungsindex= /¢ > -

. . . k n
1 und Permeabilét ;1 = po. Ein in z-Richtung einfal- L (D)—=

lender Lichtstrahl (monochromatische ebene Welle) m
Frequenzv, Wellenzahlk = &, k und elektrischem Feld
E = &, treffe aus dem Vakuum senkrecht auf die

Grenzfhche. ©

N

xr

z
Die elektrischen und magnetischen Felder der einfalleivlelte (£, ), der transmittierten
Welle (£, B') und der reflektierten WelleE”, B”) konnen geschrieben werden als

E( —»’ t) _ gyEO ei(kx—wt) 7 E,<F, t) _ _»yE(/] ei(nkm—wt) : E_?N<—»7 t) _ e—»yE(l)/ ei(—km—wt) 7 (1a)

B(7,t) = &.Byel**=)  B(7 t) = &.B)l"k+=wt)  B'(F 1) = &,Bl el“ka=wt)  (1h)

a) Benutzen Sie das Induktionsgesetz E = —2 5, um den Zusammenhang zwischgp
und By (£ und B, £ und Bj)) herzuleiten. (6 Punkte)

b) Berechnen Sie die Amplituden der transmittierten Welleund der reflektierten Well&
als Funktionen vom und Ej.
Hinweis: Fur die vorgegebene Geometrie sind die elektrischen und etisghen Felder
beidestetigan der Grenz#iche. (8 Punkte)

c) Sind die elektrischen Felder der einfallenden und ra#éeien Wellen parallel oder antipar-
allel zueinander? (2 Punkte)

d) Die Intensiéten der einfallenden, transmittierten und reflektiertexll® kbnnen wie folgt
durch die entsprechenden Energiestromdichten ausgedrerden:

I=—|ExB*|, I'=—I|E xB", I"=—|E"xB"™|. (2)
20 2110 2410

Berechnen Si€" = I’/I und R = I”/1, d.h. die transmittierte bzw. reflektierte Inte@sit
bezogen auf die einfallende Interagit (6 Punkte)

e) Was mussifr R + T gelten und warum®berpiifen Sie diese Beziehung mit dem Ergebnis
von Teilaufgabe d). (3 Punkte)
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2.12 Elektromagnetische Wellen (F2006)

Es sollen elektromagnetischen Wellen in einem isotropemdgenen Material mit den Maxwell-
Gleichungen

€€0€~E_1:0
V-B =0
B 0B
EFE = 2=
V x oy
> 1 = 85605 -
Vx—B = +
Hfto ot

betrachtet werden. Hierbei igtdie Stromdichte, die dem Ohm’schen Gesgtz oE mit der
elektrischen Leitihigkeito geriige, welche im Allgemeinen komplex und frequenzatyig sei.
Ferner seien keine freien Ladungen vorhanden.

a) Zeigen Sie, dass die zeitarstgigen Maxwell-Gleichungen ebene Wellen der Form

o]}

= By expli(

]

= Fgexpli(
als Losungen besitzen. (5 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass es sich um transversale Wellen handelthéh Winkel schlieBeR), und
B, ein? (5 Punkte)

c) Welche Dispersionsrelation = w(E) ergibt sich @ir Isolatoren § = 0)? Was ergibt sichifr
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit? (6 Punkte)

d) Welche Dispersionsrelatidtt = k?(w) ergibt sich, wenmr(w) die Form
o=o0y/(l —iwT) (1)

besitzt? Mit welcher Potenz vanskaliert der komplexe Brechungsindex im Grenzfal-
07? (9 Punkte)
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2.13 Elektrostatische Energie (H2006%

Die elektrostatische Energie vavi Punktladungen; an den Ortem; ist gegeben durch

1 XN s

~ 8meg oy |7 — 7|
a) Wie hangt dieser Ausdruck mit dem Coulomb-Potential zweier Hadkhgen zusammen,

und welcher Arbeit entspricht die Enerdiephysikalisch? (4 Punkte)

b) Betrachten Sie nun eine lokalisierte, kontinuierlichelagsverteilung mit Ladungsdichte
p(7). Wie lautet der Ausdrucldiir die elektrostatische Energie in diesem Fall? Leiten &g d
Ergebnis aus Gleichung (1) durch einen Kontinuubesgang her. (6 Punkte)

c) Warum braucht man sich im Falle der kontinuierlichenhtgingubren Ladungsverteilung
(|p(7)] < o0) nicht um die Bedingung # j in Gleichung (1) zu kmmern? (6 Punkte)

d) Wie kann man die Energie aus Teilaufgabe c) durch die redekie Feldsirke, die von der
Ladungsverteilung erzeugt wird, darstellen? Verwenderd& Laplace-Gleichung

AD(r) = ——p(r) (2)

oder das Gaul3’sche Gesetz. (9 Punkte)

10sjehe auch Aufgabe 2.16
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2.14 Magnetfeld einer Stromverteilung (H2006)

Gegeben sei ein zylindénfmiger Leiter vom Radius?, durch welchen ein homogen verteilter
Strom[ fliel3t. Wahlen Sie Zylinderkoordinaten ¢, = mit der z-Achse in Richtung der Zylinder-
achse.

a) Begitinden Sie, dass die magnetische Induktibnur einep-Komponente hat.
(5 Punkte)

b) Bestimmen und skizzieren Sie die Ortsabbigkeit der magnetischen Induktidh,(r) in-
nerhalb und auR3erhalb des Zylinders. (6 Punkte)

Gegeben sei nun ein Hohlzylinder mit innerem Radiysund auRerem Radiug,, welcher vom
Strom! in z-Richtung durchflossen wird.

c) Bestimmen Sie die Stromdichje Bestimmen Sie unter Verwendung des Ergebnisses von
Teilaufgabe b die magnetische Induktidh,(r). Skizzieren Sie die Ortsahhgigkeit von
By(r). (7 Punkte)

d) Betrachten Sie den GrenzfdlE= R, — R; — 0: Bestimmen Sie die magnetische Induktion
fur eine sehr dnne Zylinderwandd < R;, R,). Was folgt darausiir den Sprung der ma-
gnetischen Induktion an einer stromdurchflossenen Gt

(7 Punkte)
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2.15 Wellenausbreitung zwischen Leiterplatten (F2007)

Wir betrachten zwei unendlich ausgedehnte und parallel zuy)-Ebene liegende Platten, die
aus ideal leitendem Material bestehen. Ideale Leiter samlth charakterisiert, dass elektro-
magnetische Felder nicht in sie eindringémken. Eine Platte ége beiz = 0 und die andere bei
z = L liegen. Zwischen den Platten herrsche Vakuum. Die Max@&ichungeniir das Vakuum
lauten allgemein

V- E(Zt) =0, V- B(z,t) =0,
OB(i,1) S 1 9E(Z,t)

B = ——7

g VX BED =G

Wegen des idealen Leiters als Wandmateridllegh die Felder die Randbedingungen

E,=E,=0 (1)

V x E(Z,t) = —

und

B.=0 2)
furz=0undz = L. . . .
Hinweis Fur beliebige Vektoren gilg x (b x ¢) =b(d-¢c) —c(a-b).

a) Wir betrachten nun elektromagnetische Wellen, die sigBchen den Platten entlang der
Richtung ausbreiten,

E(Z,t) = E(z) e/be=t),
( ) _ é(z) ei(kxfwt).

Zeigen Sie, dass diese Felder den Gleichungen

— - we =,
iwV x B(Z,t) = EE(x,t),
: 2
W = = w =,
_c_2V x E(Z,t) = gB(x,t)
gerigen. (5 Punkte)

b) Zeigen Sie nun, dass die Feldgfz) und 3(z) Losungen der eindimensionalen Differential-
gleichungen
(2 4+ N E(z) =0 bzw. (02+)\) B(2) =0
mit einer geeigneten Konstantarund den Randbedingungen (1) bzw. (2) sind. Verwenden
Sie dieses\, umw als Funktion vork zu schreiben, und zeigen Sie, dassigs\f> 0 eine
Grenzfrequenz,,,;, gibt, unterhalb derer keine Wellenpropagation paralletien Platten
moglich ist. (10 Punkte)

c) Losen Sie nun die Differentialgleichung
(2+X)B.(2) =0, A>0
fur B.(z) durch einen geeigneten Ansatz, der mit der Randbedingunge(®aglich ist.
Zeigen Sie, dass die Eigenfrequenzen dann durch
m2n?
L2
gegeben sind, und geben Sie die erlaubten Werteam (10 Punkte)

wn (k) =c + k2
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2.16 Elektrostatische Energie (F2007}

a) Das Potential einer homogen geladenen Kugel vom Raglinmst der Gesamtladung@ ist
gegeben durch
Q 1

P) = ——(3R? —1?) fU < 1

() yE—y (BR* —r?) fur r <R, (1)
wobeir = /2% + y? + 22 die Radialkoordinate ist. Berechnen Sie damit die elekttisstze
Energie der homogen geladenen Kugel. (5 Punkte)

b) Leiten Sie nun einen Ausdruclrfdas Potential einer leitenden Kugel von gleicher Gesamt-
ladung und gleichem Radius her, und berechnen Sie die ecksrée Energie. Vergleichen
Sie die Ergebnisse der Teilaufgaben a) und b), undilretgm Sie kurz (ein bis zweid&e

geriigen), warum es auch ohne Rechnung physikalisch einsiahtigass eine der Kugeln
einen gbRReren Energieinhalt hat. (10 Punkte)

c) Gegeben ist die Ladungsverteilung

. po/’f‘2 far R <r<R,
p(r) =
0 sonst

Berechnen Sie die Gesamtladufyg das elektrische Feld und das stetige Potentialin
Abhangigkeit vonp,, R; und R,. (10 Punkte)

Hinweise:

Das Potential soll im Unendlichen jeweils gegen Null gehen.

Der Gradient einer nur von der Radialkoordinatgbtangenden Funktioffi(r) ist gegeben durch
_9f(r)

gradf(r) = =5 & @

11Sjehe auch Aufgabe 2.13
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2.17 Penning-Falle (H2007)

Ein Elektron mit Ladung; = —e bewege sich in einem statischen homogenen Magneffeld
Be’, und einem ebenfalls statischen, aber inhomogenen elgktnsFeldE, das durch ein Qua-

drupolpotential

U .
(b(x,y,z) = 2_02<I'2 +y2 — 222) mit UO >0
o

gegeben ist.

a) Losen Sie die nichtrelativistische Bewegungsgleichuingdie Geschwindigkeitles Elek-
trons zuschst fir Uy = 0 und fur eine Bewegung in del:, y) -Ebene, und bestimmen Sie
die dazugetrige Frequenz.. (6 Punkte)

b) Berechnen Sie das elektrische Feld aus dem gegebeneruQoipdtential, und verifizieren
Sie,dasyv - E = 0 qilt. (4 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass bei einer Bewegung entlangzé&chse das Magnetfeld keinen Einfluss
hat, und bestimmen Sie die Frequenzder harmonischen Schwingungen entlang dieser
Achse im elektrischen Quadrupolfeld. (6 Punkte)

d) Losen Sie die vollgindigen Bewegungsgleichungen in dery)-Ebene durch einen Ansatz
x(t) = Acos (wyt) undy(t) = Asin (wyst) von Kreisbahnen um den Ursprung. Berechnen
Sie die dazugsldrige so genannte Magnetron-Frequenz ausgedickt durchw, undw..
Wann ist diese Bewegung stabil? (9 Punkte)
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2.18 Elektrisches Potential im Kasten (H2007)

Die Oberfhche eines Quaders mit den Kanterdena, b und ¢ in z-, y- bzw. z-Richtung habe
ein wohldefiniertes elektrisches Potential. Auf allen &diichen gelted = 0, aulRer auf der
Deckelfachez = ¢, auf der das Potential die folgende Form annehmen soll,
. s . m
(I)(QZ, Y, C) = ‘/OSIH(E.T) Sln(€y>7 (VE) > O) . (1)

Im Inneren des Quaders gebe es keine elektrische Ladung.

z @ (x,y,C)

a) Welche Differentialgleichung beschreibt das elekiésPotentialb(z, y, z) im Inneren des
Kastens? (5 Punkte)

b) Berechnen Sie das elektrische Potenb@t, y, z) im Inneren des Quaders durch einen Se-
parationsansatz. (12 Punkte)

c) Berechnen Sie das elektrische Feld auf der Sesteinél; = 0. In welche Richtung zeigt das
Feld, und an welcher Stelle auf der Seitanfe hat es seinen maximalen Betrag?
(8 Punkte)
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2.19 Gleichstrom und Poynting-Vektor (F2008)?

a) Ein in z-Richtung orientierter zylindesfrmiger Draht mit Radius; werde im gesamten
Querschnitt homogen von einer Stromdichite- je, durchflossen. Berechnen Sie das ma-
gnetische Feld? aul3erhalb des Leiters. (5 Punkte)

b) Der Leiter gefige dem Ohm’schen Gesefz= oE, wobeio die spezifische Leithigkeit
und E die elektrische Feldatke im Leiter ist. Berechnen Sie die Normalkomponente des
Poynting-VektorsS = E x H auf der Leiteroberfiche. Bestimmen Sie ferner die durch
die Oberfache eines Leitergtks der lange L zugefihrte Leistung, und dicken Sie das
Ergebnis durch den Gesamtstrdrand den Widerstan& des Leiterdicks aus. Was passiert
mit der zugefihrten Leistung? (7 Punkte)

Es soll nun der Grenzfall eines idealen Leitérs— oo) untersucht werden. Dazu émzen wir
den bis jetzt betrachteten Draht um einen hohlzylingtenigen Leiter mit Innenradius, > r; zu
einem Koaxialkabel. Zwischen den beiden Leitern liege EotentialdifferenZ’ an.

c) Bestimmen Sie das elektrische Feld im ladungsfreien Rausthen den beiden Leitern.
(8 Punkte)

d) Uberzeugen Sie sich davon, dass der Poynting-Vektor zefsden beiden Leitern in-
Richtung zeigt. Berechnen Sie diesen, und integriereriibée den Querschnitt senkrecht
zum Koaxialkabel. Dicken Sie das Resultat durch den Stromnd die Potentialdifferenz
U aus. (5 Punkte)

Hinweis: Die Divergenz eines Vektorg lautet in Zylinderkoordinatefp, ¢, z):

10(puy) N 1 0u, N ou,

divi = P P P

2Sjehe auch Aufgabe 2.3
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2.20 Dipolmoment des HCI-Molekils (F2008)

In einem vereinfachten Modell entsteht ein Saleg-Molekil (HCI) durch Verbindung eines Was-
serstoff-Atoms mit einem Chlor-Aton¥{ = 17), wobei das H-Atom ein Elektron an das Cl-Atom
abgibt. Die 18 Elektronen des Cl-lons bilden eiréharungsweise sphische Wolke um den CI-
Kern. Die beiden Kerne sind 1.28 voneinander entfernt. Das Dipolmoment des oben beschrie-
benen Molekils soll berechnet und mit dem experimentellen Wertaen 3.4 x 10~2® Coulomb

cm verglichen werden.

a) Zeigen Sie, dass das Dipolmoment einer Ladungsvertgeganau dann vom Koordinatenur-
sprung unabangig ist, wenn die Gesamtladung verschwindet. (7 Punkte)

b) Driicken Sie das Dipolmoment einer Summe von Ladungsvergsiun

p(7') = p1(7) + p2(7)

durch die jeweiligen Gesamtladungén(# 0) und deren Ladungsschwerpunkte aus.
(6 Punkte)

c) Berechnen Sie das Dipolmoment des obigen MakkElementarladung: = 1.6 x 10~*
Coulomb). Verwenden Sie hierzu die Verallgemeinerung dessAge aus Teilaufgabe (b)
auf drei verschiedene Ladungsverteilungeimiich die der beiden Kerne und der Elektro-
nenwolke. (6 Punkte)

d) Wie weit muss der Schwerpunkt negativer Ladung vom CI-KerRichtung zum Proton
verschoben werden, damit das Dipolmoment in unserem Mdedellgemessenen Wert an-
nimmt? (6 Punkte)
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2.21 Felder einer linearen Ladungsverteilung (H2008)

Die gesamte:-Achse sei mit einer konstanten linearen Ladungsdiphteelegt, die sich mit der
Geschwindigkeitv in Richtung steigendet-Werte bewegt. Es flie3t also ein Strom= ppv
entlang der-Achse.

a) Berechnen Sie die magnetische Indukti§yrdie durch den Strom erzeugt wird.
(6 Punkte)

b) Die Ladungsverteilungy, fuhrt auch zu einem elektrischen Feld Zeigen Sie, dasg in
Zylinderkoordinaten nur eine Radialkomponenten besited,hestimmen Sie das elektrische
Feld mit Hilfe des Satzes von Gaul3. Es ist hierzu sinnvaikeegeeignet geahlten Zylinder
als Integrationsvolumen heranzuziehen. (8 Punkte)

c¢) Man kann zeigen, dag®2— (1/c?) E2 in jedem Inertialsystem den gleichen Wert besitzt. Was
folgt daraus @ir den Betrag des elektrischen Feldes im Ruhesystem der Lewkemejlung?
Welche lineare Ladungsdichtg beobachtet man demnach im mitbewegten Bezugssystem?
Erklaren Sie den Unterschied zwischgnund p? . (11 Punkte)

Zur Erinnerung:Die Maxwell-Gleichungen lauten

divE = L divB =0

ro - HoJ rotl + 5



44 2 ELEKTRODYNAMIK

2.22 Drude-Modell (H2008)

Das Drude-Modell stellt ein einfaches Modélkfelektronischen Transport in Metallen dar. Hier-
bei wird angenommen, dass freie Elektronen mit der Laduagind mit der effektiven Masse
m* einem zeitabingigen externen elektrischen Feﬁkﬂt) ausgesetzt sind. Zaglich wirkt eine
phanomenologische Reibungskraft, die proportional zur Gesxtigkeit 7(¢) der Elektronen ist.
Fur ein einzelnes Elektron gilt also die Bewegungsgleichung

m*(t) + y0(t) = —eE(t) . (1)

Die Stromdichte ergibt sich alft) = —ned/(t), wobein die Dichte der freien Elektronen im
Metall darstellt.

a) Formulieren Sie aus Gleichung (1) die Bewegungsgleichung

0J(1) + 2J(t) = e B(1) @

fur die Stromdichtej(¢), und bestimmen Sie die charakteristische Zeitskakowie die

sogenannte Plasmafrequenzaus den Parametern* undn.

Berechnen Sie die Plasmafrequeiiz Aluminium; die zugebrige freie Elektronendichte
betiagtn = 1,81 x 10* m=3, und die effektive Masse:* der Elektronen stimmtaherungs-
weise mit der Masse: freier Elektroneriiberein. (6 Punkte)

b) Fuhren Sie eine Fourier-Transformation,

=z - iwt 7 =z R
hz/ at e (1), ﬂ@z/‘—eth

oo oo 2m

durch, und zeigen Sie, dass im Frequenzraurs o E, gilt. Bestimmen Sie die komplexe
frequenzablingige Leithhigkeito,,. (8 Punkte)

c) Zerlegen Sie die Leifihigkeit in Real- und Imaginarteit;, = o/, + io”, und fertigen Sie
eine Skizze vow’, undo” als Funktion vonu an. Diskutieren Sie das Verhalteiir fkleine
und grol3e Frequenzem Welche Terme der Gleichung (2) dominieren jeweils das &lied
und Hochfrequenzverhalten? (11 Punkte)

Konstanten:

: s A-s
Dielektrizitatskonstante des Vakuums: ¢, = 8,854 x 10‘12m

Elektronenmasse: m = 9,109 x 107> kg
Elementarladung: e = 1,602 x 107 C
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3 Thermodynamik

3.1 Schallgeschwindigkeit (H2003)

Die Schallgeschwindigkeit in einem Gas mit Molmaggeberechnet sich aus dem Drugkund

der Dichtep mit Hilfe von v = /dp/0p. In dieser Aufgabe soll die Schallgeschwindigkeit in
einem idealen Gas unter verschiedenen Bedingungen untérseden.

a) Leiten Sie unter der Annahme, dass die Schallausbreigotizerm erfolgt, einen Ausdruck
fur die Schallgeschwindigkeit; ab, in dem nur die Temperatur als thermodynamische Zu-
standsgil3e vorkommt. (5 Punkte)

b) Zeigen Sie unter Zuhilfenahme des ersten Hauptsatzes fdainen adiabatischen Prozess
der Druckp proportional zy” ist, und bestimmen Sie den Exponenten
Hinweis: Verwenden Sie die Tatsache, dass die innere Energie je Mes éilealen Gases
durchu = ¢/ T gegeben ist. (12 Punkte)

c) Was ergibt sich somitii die Geschwindigkeit,q der adiabatischen Schallausbreitung als
Funktion der Temperatur? (5 Punkte)

d) Es zeigtsich, dass, naher an der Schallgeschwindigkeit in Luft liegt ajs Wie lasst sich
dies qualitativ verstehen? (3 Punkte)
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3.2 Gibbs’sches Paradoxon (H2003)

Gegeben sei ein ideales kompressibles Gas mit der theremististandsgleichung” = NkgT
mit konstanter spezifischer &/nec,, und mit der Entropie

T 74
S(T,V,N) = S(Ty, Vo, N) + Ney In — + Nkgln — .

Ty Vo
Dabei sind hiefly, V, und im Folgenden auck, und N, Konstanten.

a) Zeigen Sie, dass die innere Energi@’, V') des idealen Gases undirtgig vom Volumer/
ist. (5 Punkte)

Gegeben seien zwei Systeme aus identischen Gasen: DaSystten bestehe aué Teilchen in
einem Volumeri/. Das zweite System bestehe aus zwei Teilsystemer MiTeilchen in jeweils
einem Volumery V.

b) Berechnen Sie unter der (inkorrekten) Annahme, ¢43s, Vy, N) = Ns gilt, die Diffe-
renz der Entropien der beiden Teilsysteme. (8 Punkte)

c) Welche Form muss die FunktisfiTy, Vo, N) haben, damit die Entropi&(7’, V, N) extensiv
ist (eine homogene Funktion vdnund N ist), d. h. damit
. N
S(T,A\V,AN) = AS(T,V,N) inshesondereif \ = WO
gilt? Zeigen Sie, dass die Differenz der Entropien der beifigsteme mit der korrekten
Form vonS(7y, Vo, N) verschwindet. (12 Punkte)
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3.3 Temperaturabhangigkeit des Dampfdrucks (F2004)

Wir betrachten ein aus einerifisigen Phase (1) und einer gasfigen Phase (2) bestehendes
System entlang der Koexistenzkurve.

a) Welche ZustandsgBen in den beiden Phasen sind entlang der Koexistenzklaieh g
(4 Punkte)

b) Bei Verschiebung entlang der Koexistenzkuawelern sich die spezifischen freien Enthalpi-
eng;(p;, T;) in gleicher Weisedg, = dg». Leiten Sie daraus die Beziehung

dp S22 — 51
dTi'UQ—Ul

her, wobeis;, und v; die spezifische Entropie bzw. das spezifische Volumen in Hes&
bedeuten. (7 Punkte)

c) Aus dem Resultat der Teilaufgabed®st sich die Clausius-Clapeyron-Gleichung

d_ @
dT T(UQ - Ul>

herleiten. Geben Sie die physikalische Bedeutungpam und bedinden Sie Ihre Antwort.
(5 Punkte)

d) Im Folgenden soll das spezifische Volumerder flissigen Phase vernaabkbigt werden. In
der Gasphase sei das System als ideales Gas beschreibgpan e mit Hilfe der Clausius-
Clapeyron-Gleichung, dass die Temperatugaighgkeit des Dampfdrucks durch

p(T) = p(c0) eXp(—é)

gegeben ist. Was ergibt sicirfden Parametet? (9 Punkte)
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3.4 Adiabatische Expansion (F2004)

Gegeben sei ein Gas mit der Zustandsgleichpng p(V,T), welches adiabatisch von einem
VolumenV; auf ein Volumenl;, ohne Arbeitsverrichtung expandiert. DieWhekapazit Cy, (bei
konstantem Volumen) sei eine Konstante.

a) Welche thermodynamischendRen sind bei dieser Expansion konstant?
(Begrundung!) (6 Punkte)

b) Leiten Sie die Maxwell-Relation (Integrabdisbedingung)

s\ _ (0w
ov ), \or),
her. (5 Punkte)

c) Geben Sie einen (allgemeinen) Ausdruak(®1'/0V')y, die mit der (differentiellen) Expan-
sion verkripfte (differentielle) Temperatanderung, an. Was &ttt man fir die Expansion
von einem VolumerV; auf ein Volumen/,? (7 Punkte)

d) Was erfalt man fir (07'/0V')y im Fall des van der Waals-Gases mit der Zustandsgleichung

<p+%> (V —b) = nRT

und im Fall des idealen Gasesflit also das jeweilige Gas ab, oder &t es sich bei der
Expansion, oder bleibt die Temperatur gleich? (7 Punkte)
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3.5 Stirling-Prozess (H2004)

Fur ein ideales Gas soll folgender Kreisprozesshit- 7, undV; > V, untersucht werden:

isotherm

isochor
(1, Vo) ——— (I, V}) ———

isotherm isochor
E—

(T2, V1) (T2, Va) ——— (11, Va)

a) Stellen Sie diesen Kreisprozess sowohl in eiiénV’)-Diagramm als auch in einefp, V' )-
Diagramm dar. (5 Punkte)

b) In welchen Prozessschritten wirdawne zugeihrt, in welchen abgéhrt? Berechnen Sie
die vier Warmemengen. (8 Punkte)

c) Welche Arbeit wird pro Zyklus geleistet? Bestimmen Sie Wdrkungsgrad, und verglei-
chen Sie mit dem Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses. (8unkt

d) Was wirde sich @ir den Wirkungsgrad ergeben, wenn die bei dem einen isochrnezess-
schritt abgegebene &vme zwischengespeichert und im anderen isochoren Psochetss
wieder vollsandig zugeifihrt wiirde? Vergleichen Sie wieder mit dem Wirkungsgrad des

Carnot-Prozesses. Wie vieleaWnelader werden hierbei bétigt?
(4 Punkte)
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3.6 Wirkungsgrad (H2004)

Zwei Festlorper(AV = 0) mit konstanter identischer Wmekapazét C sollen anfangs die Tem-
peratureni; = 450 K und 73 = 200 K haben. Zwischen den beiderdbkpern soll eine zyklisch
laufende Maschine eine mechanische ArbEitleisten, indem sie \Brme vom heiRen zum kal-
ten Korper transportiert. Dabei gleichen sich die Temperataren Das Gesamtsystem soll seine
Entropie nichéandern, und die Entropie der Maschine bleibt nach jedemugykbnstant.

a) Berechnen Sidif die beiden KWrper die innere Energi€ und die Entropie5 als Funktion
der Temperatut'. (4 Punkte)

b) Berechnen Sie den anfglichen idealen Wirkungsgrad= §17/4Q, so lange man die Tem-
peratuanderungen der beiderdiper vernaclédssigen kanni() < C'T; ist die Warmemen-
ge, die dem heil3endtper entnommen wird, unélV ist die von der Maschine geleistete
Arbeit. (6 Punkte)

c) Die Maschine soll so lange laufen, bis die beida@nper die gleiche Temperatii erreicht
haben. Wie grol3 ist die Entropie im Endzustand? Berechneh,Sie (7 Punkte)

d) Wie groR ist der Wirkungsgragd= /@ fur den gesamten Prozess nach dem Erreichen der
gemeinsamen Endtemperafuf? (8 Punkte)
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3.7 Thermodynamik des Gummifadens (F2005)

Ein einfaches, plinomenologisches Modell des Gummifadens beruht auf degeriden Ansatz
fur die EntropieS als Funktion der inneren Enerdieund der langeL des Fadens,

b

m(L — Lo)*. (1)

U
S:SO+CL01H (E) —

Dabei sindL, die Ruhednge des Gummifadens; die elastische Grerahge (c < L < L),
So, Uy, c undb positive Konstanten.

a) Wie lauten die thermisché/€U (T, L)) und die mechanischer€o (T, L)) Zustandsglei-
chung?

Hinweis Gehen Sie aus von .

T
(0 = Fadenspannung), und bestimmen&i&’, L) bzw.o (T, L).

g
_ _ 4L 2
ds = U — —d )

Zur Kontrolle U = o1, 0 = T(SL + ) mit gewissen Konstantem, 3, 7. (8 Punkte)

b) Der Gummifaden werdsothermausgedehnt. Welche Arbeit ist erforderlicir £ine infini-
tesimale Ausdehnung des Fadensdib? Wo bleibt die investierte Energie? (9 Punkte)

c) Der Gummifaden werde nwadiabatischausgedehnt umL. Diskutieren Sie wiederum den
Energiesatz. Wie va@ndert sich die Temperatur des Fadens? (8 Punkte)
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3.8 Kuhlung durch Entmagnetisierung (F2005)

Ein magnetisches System befinde sich in einem MagneHeithd sei charakterisiert durch eine

Magnetisierung
- H
und eine Varmekapaziit (bei konstantem Feld)
H?+ H?

H, und~ sind Konstanten.
Der erste Hauptsatz lautet
dU =TdS+ HdM

(enstprechend der Relatia®/ = 7'dS — pdV fur ein kompressibles System).

a) Welches ist das thermodynamische Potential mit deiirlieten Variableril” und H? Be-
weisen Sie die Maxwell-Relation

(@), = (7).,

b) Zeigen Sie, dass d&nderung der Viirmemenge im magnetischen System bei einem quasi-
statischen Prozess gegeben ist durch

(5 Punkte)

(5Q:CHdT+T<a—M) dH . (1)
or ),

(5 Punkte)

c) Falls kein Warmeaustauch zwischen dem magnetischen System und debungpgstattfin-
det, lautet die Differentialgleichundgif die Temperatu?’( H) des magnetischen Systems

ory _ _HT
OH ), H2+H?’

Zeigen Sie dies. (5 Punkte)

d) Das magnetische System habe eine Anfangstempéfaumd befinde sich in einem Feld
H = H,. Dieses Feld werde so schnell abgeschaltet, dass kanm@austausch zwischen
dem magnetischen System und der Umgebung stattfindet, atsrgsam, dass der Prozess
als quasistatisch behandelt werden kann. Wie grol3 ist dig&eaturl; des magnetischen
Systems nach Abschalten des Feldes? Nimmt die Temperatweziab? (10 Punkte)
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3.9 Ideales Gas (H2005)

Ein thermisch isolierter Zylinder (Querschnit) wird durch einen beweglichen Kolben geteilt,
der mit einer Feder (FederkonstanteRuhengel,) an der linken Seite befestigt ist.

/
!
|
\
\

Der Kolben sei zuachst im Abstand. = L fixiert. Links vom Kolben befinden siciv Mol
eines idealen Gases mit der Temperdiyie rechte Seite ist evakuiert. Nun wird die Arretierung
des Kolbens entfernt.

Berechnen Sie Volumen und Temperatur des Gases, hachdemvisidr ein Gleichgewicht
eingestellt hat, wie folgt:

- —

-

a) Bestimmen Sie die innere Enerdiedes Gases im Endzustand mit Hilfe der Energieerhal-
tung. (5 Punkte)

b) Maximieren Sie die Entropie
S =const. + cNRInU + NRInV
im Endzustand beémlich der Auslenkung\ L des Kolbens. (15 Punkte)

c) Bestimmen Sie hieraug undT'. (5 Punkte)
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3.10 Idealisierter Otto-Kreisprozess (H2005)

Gegeben ein ideales Gas mit der Entropie

T Vv
S(T,V)=8(To,Vo) + CyIn — + RIn — 1)

To Vo
als Funktion der Temperatdr und des Volumen¥®” mit konstanter Virmekapazét Cy, und kon-
stanter Gaskonstantéh = C, — Cy.. Der idealisierte Otto-Kreisprozess ist in Abbildung 1 eng
geben.

A g

I |

N 1%

A Yy

*r— +—9
[EEN

2 o1

»
L

Vz :V3 V1 :V4 V

Abbildung 1: Der idealiserte Otto-Kreisprozelss» 2 — 3 — 4 — 1

a) Zeigen Sie, dass die Adiabaten durch den Zusammenhang
TV? = X = const. (2)
gegeben sind. Bestimmen Sie den Exponenten (5 Punkte)

b) Geben Sie mit Hilfe der Gleichung (2) den Zusammenhangdel@peraturen und Volumina
in den Zusanden 1 und 2 und analog in den Zarsien 3 und 4 an. (3 Punkte)

c) Bestimmen Sie die Wmeenergien und Arbeiten auf den vier Wégken als Funktion der
VoluminaV; undVs. (13 Punkte)

d) Bestimmen Sie den Wirkungsgrad als Funktion der Volumina. (4 Punkte)
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3.11 Dieselmotor (F2006)

Nebenstehende Zeichnung zeigt das idealisierte Q,,
(P, V)-Diagramm fir den reversiblen Kreisprozess ei-
nes Dieselmotors. Es wird dabei angenommen, daég“
das Arbeitsmedium ein ideales Gas ist. Der gesam-
te Prozess besteht dann aus 4 reversiblen Prozessen
namlich einer adiabatischen Kompressian & 2)

des Gases, einer Expansion bei konstantem Druck
(2 — 3), einer adiabatischen Expansioh-& 4) und
einer isochoren Khlung ¢ — 1). Der Druck, die in-
nere Energie des Mediums und die Temperatur an den
Endpunkten seien jeweils mi;, U;, und T; bezeich-

net.

a) Geben Sie die Zustandsgleichung und die innere Enérgiees idealen Gases an.
(3 Punkte)

b) Geben Sie an und begrden Sie, in welche Richtung sich in jedem Schritt die Teiuoer
T andert. (6 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass die Adiabaten durch folgenden Zusamangntharakterisiert sind:
PV = const .

Hinweis: Leiten Sie unter Verwendung des 1. Hauptsatzes und der risgkeichung tir
das ideale Gas zuerst den Zusammenhang zwisthard V' her. (10 Punkte)

d) Geben Sielr die isobare Expansiah— 3 die zugefihrte Warme und die vom System an
der Umgebung geleistete Arbeit als Funktion der Tempegatliy und7s an. (6 Punkte)
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3.12 Carnot-Prozess mit Photonengas (F2006)

In dieser Aufgabe soll der Carnot-Prozess betrachtet weallemein Kreisprozess, der aus je zwei
adiabatischen und zwei isothermen Abschnitten im Wechsstiebt. Statt des idealen Gases als
ublichem Arbeitsmedium soll hier jedoch ein Photonengasbbtet werden. i das Photonengas
gelten die thermische Zustandsgleichyng (o/3)T* und die kalorische Zustandsgleichulig=
3pV, wobeic die Stefan-Boltzmann-Konstante ist.

a) Leiten Sie mit Hilfe des ersten Hauptsatzes der Thermaajkdie Beziehung

ad—_ 8_U
ar ),

her, wobei der Indexad” eine adiabatische Zustamaslerung andeutet. (6 Punkte)

(a:r> rr (g_g)T

o) =

b) Zeigen Sie, dass eine adiabatische Zustamdisrung des Photonengases dufgh” =
const. gegeben ist, und bestimmen Sie den Exponenten (8 Punkte)

c) In welchen zwei der vier Arbeitsschritte wirdaime zwischen dem System und einem der

beiden Warmelader ausgetauscht?
Berechnen Sie unter Verwendung der Tatsache, dass die Engiop Zustandsgfie dar-

stellt, das Verhltnis der ausgetauschtendvwvhemengen.
Drucken Sie den Wirkungsgrad durch dieséMiemengen aus, und bestimmen Sie seine

Abhangigkeit von den Temperaturen der beteiligtearetader.
Wie vergleicht sich dieses Ergebnis mit dem Wirkungsgrad,sith fir ein ideales Gas als

Arbeitsmedium ergibt? (11 Punkte)
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3.13 Drossel-Prozess (H2006)

Mit dem Drossel- oder Joule-Thompson-Prozess werden Gaiéssigt. Ein Gasstrom mit einem
Volumen V' wird durch eine Drossel oder eine fige Membran gepresst uaddert dabei seine
Temperatur?', seine innere Energi€ und seinen Druck. Man kann zeigen, dass bei diesem
Prozess die Enthalpi (S, p) = U + pV konstant bleibt.

a) Zeigen Sieiir den Spezialfall des idealen Gases, dass die Temperatdielsem Prozess
konstant bleibt. (5 Punkte)

b) Leiten Siefir den allgemeinen Fall die folgende Beziehung zwischen deckablangigkeit
der EntropieS und der Temperaturabhgigkeit des Volumeng her,

95y _ _(9V
o)y oT p'
Betrachten Sie dazu die freie EnthalpiéT’, p). (8 Punkte)

c) Aus der Warmekapazét C, und dem thermischen Ausdehnungskoeffizienten

o2 (2)
V\aor/,
kann man berechnen, ob und wie stark sich die Temperatur asss®eim Drossel-Prozess
ablihlt. Zeigen Sie dazu mit Hilfe der vorigen Gleichung

(12 Punkte)
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3.14 Mischungsentropie iir ideale Gase (H2006)

Betrachten Sie das folgende Gedankenexpe- o o 5
riment mit einem Gemisch zweier idealer O.O : o...
Gase: o O e

Ein Zylinder wird durch eine starre Wand De’e S
halbiert, die nur @ir die TeilchensorteB 2% o
durchissig ist. Zwei bewegliche #Whde

mit festem Abstand schlieRen das halbe A+B #
Zylindervolumen ein; die linke Wand ist 0|® O ol®
durchissig fir TeilchensorteA, die rechte ©lo ®0 o |e®
undurchéssig fir alle Teilchen. Das gesam- o C.> 'O °
te System wird auf der Temperatiirgehal- o1 o ®
ten. Am Anfang steht der bewegliche Teil O | OCg ®0l®
ganz links und wird mit je 1 Mol von Teil- A AB B ™

chen der Sorted und B gefullt, der Rest

des Zylinders wird evakuiert. Der bewegli- 0, O ° o ¢
che Teil wird dann quasi-statisch nach rechts °© 40 © ® e,
bewegt, bis beide Gase entmischt sind (siehe O 6 °11®° e o
Abbildungen). o . ol e e
© o ® 0o,
A B

a) Wie hangt die innere Energie eines idealen Gases von der Teraparat der Teilchenzahl
ab? Bestimmen Sie hieraus dia@derungAU in unserem Gedankenexperiment. (6 Punkte)

b) Wie lautet die Gleichgewichtsbedingunigr fTeilchentransport durch die beiden semiper-

meablen Viinde? Das chemische Potential fede Komponenteikst sich darstellen als
PL'UO
RT

pi = RT'In + fi(T) (1)
(vo: Referenzvolumen®;: Partialdruck dei-ten Komponentef;(7"): Funktion der Tempera-
tur, deren genaue Form hier unwichtig ist). Was bedeutebtieehgewichtsbedingung dem-
nach fir die Partialdiicke der beiden Gasen in den verschiedenen TeilvoluminRargkte)

c) Wie grol3ist die mechanische Arbeit, die beim Entmiscleamé® dem Gedankenexperiment
verrichtet wird? (6 Punkte)

d) Was folgt aus den Teilaufgaben a-it flie Anderung der Entropie des Gesamtsystems?
Formulieren Sie abschlieRend den Zusammenhang zwischdinttepie eines Gemisches
zweier idealer Gase und der Entropie der einzelnen Gaseain &nes Satzes (Gibbs’sches
Theorem). (7 Punkte)
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3.15 Schwarzlrperstrahlung (F2007)

Betrachten Sie einen mit elektromagnetischer Strahlunglitggri schwarzen Hohtkrper. In der
klassischen Elektrodynamik kann gezeigt werden, dass dexk’ und die Dichteu = U/V der
inneren Energie des elektromagnetischen Feldes im gbdk durch: = 3P verknipft sind.

a) Zeigen Sie, dass sich bei fester Temperdtutie Energiedichte.(T") wie folgt schreiben

|asst: o 5
0= (a), =7 (), ?

(8 Punkte)

b) Mittels welcher Maxwell-Relationalsst sich die hierin vorkommende partielle Ableitung
von S durch eine partielle Ableitung voR ausdiicken? (5 Punkte)

c) Nutzen Sie das Ergebnis von Teilaufgabe b), um aus Gl.i€lDiferentialgleichung

1 ou
=3[ (Gr) “

furu(T') herzuleiten. (6 Punkte)

d) Losen Sie Gleichung (2) durch Trennung der Variablen, untirbesen Sie somit die Potenz
n im Stefan-Boltzmann-GesetZT") o« T". (6 Punkte)
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3.16 Deformation eines Hiissigkeitstropfens (F2007)

Die OberfcheA eines Fissigkeitstropfens soll reversibel durch Verformung Kagistantem Vo-
lumen) vergdRert werden. Dazu muss die Arbeil A aufgewendet werden, sodass Aiederung
dU der inneren Energi& durch

dU =TdS +o0dA

gegeben ist. Die Obedthenspannung sei dabei durch

T
U(T):n(l—fo), T <T,

mit einer Konstantem > 0 gegeben. Die \&rmekapazit C'4 bei konstanter Obedthe A sei
unablangig von der Temperatur.
Im Folgenden sollen Prozesse bei konstantem Volumen Iétagerden.

ory _ T (o
0A) s Ca\OT),

mit Hilfe einer Maxwell-Relation. (6 Punkte)

a) Beweisen Sie die Relation

b) Zeigen Sie, dass

= = _~d4
=7

gilt, und berechnen Sie die TemperatitA) als Funktion vord mit der Bedingung'(Ag) =
Tp. (6 Punkte)

c) Geben Sie das DifferentidlF” der freien Energié¢” = (T, A) an, und berechnen Sié mit
der Bedingung”(75, A) = 0. (8 Punkte)

d) Bestimmen Sie didnderungdsS der Entropie beAnderung der Oberfiche umdA in ei-
nem isothermen Prozess, d. h. bestimmen(8{#/0A); mit Hilfe einer Maxwell-Relation.
Nimmt die EntropieS bei VergibR3erung der Obeéthe zu oder ab? (5 Punkte)
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3.17 Gleichgewichte (H2007)

Ein Gasbehlter besteht aus zwei aneinandergesetzten Zylindermmatschiedlichem Durchmes-
ser und ist nach auRerawmeisoliert und teilchenundurégsig. Im dicken undichnen Teil befin-
det sich jeweils ein (zuichst) festgehaltener, ebenfallanmeisolierter und teilchenundurélski-
ger Kolben als Trennwand. Die drei Kammern werden mit dréeébaen Gasen mit Anfangswer-
tenU®, VO NGO §=1,2 3 (innere Energie, Volumen, Molzahl) dek.

- —=

(1) ()

a) Die Kolben werden nun sowohlasmedurchissig als auch beweglich gemacht [siehe Ab-
bildung(l)]; daraufhin stellt sich ein neues Gleichgewiein. Welche Gof3en sind dabei
erhalten? Leiten Sie die Bedingungeém tlen neuen Gleichgewichtszustand aus einem Ex-
tremalprinzip und den Erhaltungsd$en her. (11 Punkte)

b) Was hsst sich zuazlich tiber die Teilvolumind/ () aussagen, wenn es sich bei den Gasen
um ideale Gase handelt? (7 Punkte)

c) Wasandert sich an Teilaufgabe a, wenn man die beiden Kolbenimeit 8tange starr verbin-
det, so dass sie sich nur gemeinsam beweg@emén [siehe Abbildung(Il)]? Interpretieren
Sie das Ergebnis physikalisch. (7 Punkte)
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3.18 Freie Energie (H2007)

Die folgende Skizze soll angeblich die Freie Energii@ines Systems als Funktion seiner Tem-
peratur’ bei konstantem Volumel zeigen.E, = E(T = 0) sei die Grundzustandsenergie des
Korpers.

Nennen und beginden Sieiinf Fehler dieser Skizze. (25 Punkte)



64

3 THERMODYNAMIK

3.19 Trockenadiabate (F2008)

Erfahrungsger@’ nehmen Druck und Temperatur in der Atmaspimit zunehmenderdtez ab.
Diese Abnahme kann durch ein einfaches Modell beschriel®dem, bei dem sich ein ideales
Gas im Schwerefeld adiabatisch @blk.

a) Betrachten Sie ein infinitesimale®kenelemendz und leiten Sie aus dem Druckgleichge-

b)

d)

wicht im Schwerefeld (ErdbeschleunigupgMassendichte der Luft) mit Hilfe der idealen
Gasgleichungiir den Zusammenhang zwischen Drycind Teilchendichte: = p/m eine
Gleichung tir den Druckgradientedp/dz her. (6 Punkte)

Losen Sie diese Differentialgleichung explizit unter demréalistischen) Annahme einer
konstanten Temperatdr. Berechnen Sie explizit die dhendifferenzAz, auf derp(z) bei
T = 300K um einen Faktor /e abnimmt (n = 2.6 x 1072 kg ist die Masse von ©und
kp = 1.38 x 10723 J/K). (6 Punkte)

Leiten Sie @ir eine reversible, adiabatische (also isentrope) Exparaines idealen Gases
mit f Freiheitsgraden eine Beziehung zwischen der relativenkanaerunglp/p und der
relativen Temperaténderungl?'/T her. (6 Punkte)

Bestimmen Sie aus der differentiellen Druckabahipemit der Hohe im Schwerefeld
aus Teilaufgabe (a) den Wert des trockenadiabatischendratupgradiented?’/dz bei der
isentropen Expansion eines idealen Gases. Berechneli'aile explizit (in Einheiten Grad
pro 100 m Hohendifferenz) fir Sauerstoff als zweiatomiges Gas rhit= 5 Freiheitsgraden.
(7 Punkte)
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3.20 Adiabatische Entspannung mit Arbeitsverrichtung (F2008)

Gegeben sei ein mit einem Gas @iter und mit einem Kolben abgeschlossener, isoliertdmnzZy
der. Das Gas habe eine konstantariekapazit C'y,. Der Kolben nbge Arbeit verrichten&nnen,
etwa durch Kompression einer Spiralfeder, siehe die Abbid

Im Folgenden soll di&nderung der Temperatur des GasesdasistatischeExpansion unter-
sucht werden.

a) Welche thermodynamischendRen des Gases bleiben konstant beim Prozess der Expansion
des Gases und simultaner Kompression der Feder? (3 Punkte)

b) Weisen Sie die Maxwell-Relation

95\ _ (op
ov ), \or),
nach. (6 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass bei konstanter Entropie Alielerung der Temperatur des Gases mit der
Anderung des Volumens durch

oT (9p/0T)y,
(ov), -G W

gegeben ist. (7 Punkte)
d) Werten Sie Gleichung (1Jif das van der Waals-Gas mit der Zustandsgleichung

nRT _a_n2
V—nb V2

aus. (4 Punkte)

p:

e) Das van der Waals-Gas habe die Anfangstempefatund das Volumery;. Berechnen Sie
die Temperatuf; fur eine Expansion voir; nachls. (5 Punkte)
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3.21 Polarisierung und Temperatu&nderung (H2008)

Ein dielektrisches System befinde sich in einem elektrisdfedd £/ und sei charakterisiert durch
eine Polarisation

T,
P = )
‘T,
und eine Vlarmekapaziit (bei konstantem Feld)
T2
Cp=c—"°"—.
E=ST 1)

T., cunda sind positive Konstanten.
Der erste Hauptsatz lautetrfdieses System

dU =TdS+ EdP
(enstprechend der Relatiai/ = 7'dS — pdV fur ein kompressibles System).

a) Welches ist das thermodynamische Potential mit deirlietten Variablenl” und E7? Be-
weisen Sie die Maxwell-Relation

(az), = (o),

b) Zeigen Sie, dass dignderung der Viirmemenge im dielektrischen System bei einem quasi-
statischen Prozess gegeben ist durch

(5 Punkte)

oP
5Q—CEdT+T(a—T>EdE. (1)

(5 Punkte)

c) Falls kein WAarmeaustauch zwischen dem dielektrischen System und dgehlmg stattfin-
det, lautet die Differentialgleichundgif die Temperatu?'(£) des dielektrischen Systems

oT a T
(@)fziﬂ

Zeigen Sie dies. (5 Punkte)

d) Das dielektrische System habe eine Anfangstempefgtund befinde sich in einem Feld
E = FE,. Dieses Feld werde so schnell abgeschaltet, dass kamm@austausch zwischen
dem dielektrischen System und der Umgebung stattfinden, kdoar so langsam, dass der
Prozess als quasistatisch behandelt werden kann.

Bestimmen Sie die Temperatily des dielektrischen Systems nach Abschalten des Feldes.
Nimmt die Temperatur zu oder ab? (10 Punkte)
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3.22 Temperaturausgleich (H2008)

Zwei Korper gleicher Vdrmekapazdét C', aber mit verschiedenen AnfangstemperatdreandTs,
werden durch einen thermodynamischen Prozess auf die geanee Endtemperatii gebracht.

a) Bestimmen Sie die Temperaturablgigkeit der inneren Energi€(7") und der Entropie
S(T) eines beliebigen &rpers im thermischen Gleichgewicht, desseariivekapazit C

temperaturunal@ngig sei. (5 Punkte)

b) Berechnen Sie die Entropiederung des Gesamtsystems beim Temperaturausgleiamils F
tion derTemperaturehy, T, undT,, und geben Sie eine vom detaillierten Prozess uaadi
ge untere Schrankairff die Endtemperatuf, an. Unter welchen Bedingungen wird diese
Schranke realisiert? (8 Punkte)

c) Berechnen Sie Endtemperatlir explizit fur den Fall, dass @&hrend des Prozesses keine
Arbeit verrichtet wird. Zeigen Sie allgemein, dass die prégshende Temperatur die aus
Teilaufgabe (b) bekannte Ungleichungiaitt (6 Punkte)

d) Geben Sie die maximale Arbeit an, die beim Temperatutaictgder beiden rper gewon-
nen werden kann. (6 Punkte)
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4 Quantenmechamik

4.1 Eindimensionale Potentialbarriere (H2003)

Teilchen der Masse: fallen von links auf eine Potentialbarriere, welche augenechteckigen
Stufe und einem repulsivenPotential besteht,

h%g

V(z) = Vib(z) + 2

S@).  Vig >0, 9@:):{1 r=0

0x<0.

a) Losen Sie die statiéme Schodinger-Gleichung zuachst in den Gebieten < 0 undz >
0, ohne dag-Potential zu beaicksichtigen. Stellen Sie die allgemeinédung auf, die der
Problemstellung entspricht (normieren Sie die Amplitude einfallenden Welle im Gebiet
x < 0 auf 1). Worin unterscheiden sich di@lle £ > Vo und £ < V,? (9 Punkte)

b) Daso-Potential bewirkt einen Sprung in der ersten Ableitung\tetlenfunktion, den man
aus der Sclidinger-Gleichung wie folgt bestimmen kann,

€ h2 d2¢ h2g
li —_ + — =0.
lim . dz ( 5 T Qmé(oc)w(:c)) 0

Die Wellenfunktion selbst ist dagegen stetig bei= 0. Bestimmen Sie hieraus die unbe-
kannten Koeffizienten aus Teilaufgabe a. (16 Punkte)

13Siehe auch Aufgaben 4.9, 4.21 und 4.22dass-Potential und 4.19f die Potentialstufe
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4.2 Virialsatz (H2003)

Wir betrachten den eindimensionalen harmonischen Ogxiliait dem Hamilton-Operator

2

1
H=T+V=2 4 muw?. (1)
2m 2

a) Beweisen Sie hieiif den Virialsatz

(1) =), (2)

wobei sich der Erwartungswert auf einen beliebigen Eigstand vonH bezieht.

Hinweis Berechnen Sie zudthst den KommutatofH, xp] explizit und dann([H, zp]).
Schreiben Sie alternativ den Kommutator aus in der Féhmp — xpH, und nehmen Sie
den Erwartungswert in einem Eigenzustand ¥bn (10 Punkte)

b) Driicken Sie mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2¥) und(z?) durch den Energieeigenwert
E aus. (4 Punkte)

c) Verwenden Sie schlie3lich die bisherigen Ergebnissediadeisenberg’'sche Unsatie-
relation {ir Ort und Impuls, um eine untere Schrankedie Energieeigenwerte dieses Sys-
tems herzuleiten. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dertera&rundzustandsenergie des

Oszillators. (11 Punkte)
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4.3 Harmonischer Oszillator mit undurchdringlicher Wand (F2004)**

Ein quantenmechanisches Teilchen der Mass®ewege sich in einem eindimensionalen Potential

der Form
00 <0
Vix) = 1
(=) {%mw2x2x20. 1)

a) Stellen Sie die stati@gme Schddinger-Gleichung in Ortsdarstellung auf. Welchen Randbe-
dingungen riissen die Wellenfunktionen gégen? Beginden Sie diese Bedingungen.
(6 Punkte)

b) Skizzieren Sie die Wellenfunktionen der 4 niedrigstayelizusinde des gedhnlichen, ein-
dimensionalen harmonischen Oszillators ohne Wand. Welitheete Symmetrie hat dieses
System, und wie scht sie sich in den Wellenfunktionen nieder? Was sind digdieei-
genwerte? (8 Punkte)

c) Bestimmen Sie mit Hilfe von a) und b) das vdlistige Spektrum des Hamilton-Operators
fur den Oszillator mit Wand ohne detaillierte Rechnung. (Ske)n

d) Geben Sie die normierte Grundzustandswellenfunktign) und die Grundzustandsenergie
fur den Oszillator mit Wand an.

Hinweis [;° dza2e " = L /% (6 Punkte)

14Siehe auch Aufgabe 4.8, 4.1lrfdas Oszillator=PPotential
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4.4 Lineares dreiatomiges Molekil (F2004)

OO0

Betrachten Sie ein Valenzelektron in einem linearen dreiggen MolekKil, in dem die Atomimp-

fe L und R sich jeweils im Abstand! von Z befinden (siehe Skizze). Im Folgenden bezeichne
|Yr), |¥z) und |[¢g) ein orthonormales System aus Zustandsvektoren, die de@rdle eines
beim Atom L, Z bzw. R lokalisierten Elektrons entsprechen. Der Hamilton-Ofmerfir das Va-
lenzelektron im Molelil habe beiaglich der Basig | ), [12), |¢r)) die Matrixdarstellung

b —a 0
H=|-a b —a mit a>0.
0 —a b
a) Verifizieren Sie (durch Einsetzen), dass die VektorerEa@rgieeigenzuande vonH wie
folgt lauten,
1 1
o) = —= | 0 i) = [ 512
0 \/5 ) + 2 + )
—1 1
und bestimmen Sie die zug@tigen Eigenwerte”, und £-.. (6 Punkte)

b) Bestimmen Sie die WahrscheinlichkeitBp, P, und P dafur, dass das Elektron im Grund-
zustand_) beim Atom L, Z bzw. R lokalisiert ist. (3 Punkte)

c) Bestimmen Sie den Erwartungswékt) und die Varianaar(H) = (H?) — (H)? der Ener-
gieobservable/ im Zustand mit dem Vektop) ;) (4 Punkte)

d) Zum Zeitpunkt = 0 sei das Valenzelektron beim Atomrumpflokalisiert, es habe also den
Zustandsvektop)(0)) = |¢z). Geben Siey(t)) furt # 0 an, sowie die Wahrscheinlichkeit
P(t), dass sich das Elektron zum Zeitpunkteiterhin beim Atomrump# befindet.

(6 Punkte)

e) Eswerde nun ein homogenes elektrisches Feld deké3t entlang der linearen Moléitach-
se L — Z — R angelegt. Das Feld sei so schwach, dass feldinduzfemtierungen der
Konfigurationen der Atonirmpfe vernaclissigt werden émnen. Der Hamilton-Operator
fur das Valenz- elektron in dem Molékund dem elektrischem Feld habe folglich die
Form H' = H — e£X, wobei X den,Orts“-Operator bezeichnet, der lirgich der Ba-
sis(|1r), |1z), |vr)) durch die Matrix

~d 00
X=10 00
0 0d

gegeben ist. Finden Sie, in@utngstheorie erster Ordnung, die durch das angelegte Feld
verursachter\nderungem\ E, der Eigenenergie des EigenzustandsveKtays und zeigen
Sie, dass diese Energiederung Null ist. Begmden Sie das Resultat qualitativ. (6 Punkte)
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4.5 Eindimensionale Wellenfunktion (H2004)

Ein quantenmechanisches Teilchen mit der Massend der Energigr laufe gegen eine eindi-
mensionale Potentialstuf&(z) = 0 furz < 0undV(xz) = Vy > 0 furz > 0. Das Teilchen
wird in den beiden Bereichen durch jeweils eldberlagerung von Wellenfunktionen der Form
Y(x) = Ae'*® beschrieben, wobel undk komplexe Zahlen sind.

a) Berechnen Sie die Wellenzahlgritir die beiden Bereiche und skizzieren Sie die Aufent-
haltswahrscheinlichkejt)(z)|? fur z > 0, und zwar @r die Falle

@o<W<FE,
b)0<E<V.
(zusammen 7 Punkte)
b) Nun bewege sich das Teilchen im unten skizzierten einasioaalen Potentidl’ (z). Seine
reellwertige Wellenfunktion)(z) sei ebenfalls unten skizziert,(z) soll eine Losung der

statioraren Schibdinger-Gleichung zur Energig, sein, deren Wert in der Skizze relativ zu
V(z) angegeben ist.

V(x)
X
E
[ \ :
E 2
W(x)
X
Die Skizze der Wellenfunktiog (z) enttalt einige Fehler.
(c) Nennen und begnden Sie mindestens vier solche Fehler. (je 3, max. 12 Bunkt

(d) Skizzieren Sie eine agliche Wellenfunktion zur Energi&,. (6 Punkte)
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4.6 Zwei-Niveau-System (H2004}

Betrachtet werde ein System mit einem zweifach entartetestarid, beschrieben durch den Ha-
milton-OperatorH,, der Eigenenergi#, und der Basis

|1>::(é) und |2>::(?) . (1)

Durch eine Kopplung dieser beiden Zastle wird die Entartung aufgehoben; die Schnger-
Gleichung des gekoppelten Systems ist

mmm:mgmm mit H = Hy+ H, .

Die Matrixelemente des Hamilton-Operators in der durchGlechungen (1) beschriebenen Basis
seien
Ey O 0w
Hy= " und H, =
0 Ey W 0

a) Bestimmen Sie die Eigenenergiéh und die (normierten) Eigenvektoren..) der stati-

mit TV reell.

onaren Zusande vonH. (5 Punkte)
b) Geben Sie die Zeitalngigkeit von¢y..(¢)) an. (5 Punkte)
c) Geben Sie die allgemeine zeitdllgige Losung|y(t)) an. (5 Punkte)

d) Das System befinde sich zum Zeitpunkt 0 in dem durch1) beschriebenen Zustand.
Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsamplitude und die Wéleistichkeit dafir an, das Sys-
tem zu irgend einem Zeitpunkin dem durch2) beschriebenen Zustand zu finden.

(10 Punkte)

15Sjehe auch Aufgabe 4.161f das Zwei-Niveau-System
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4.7 Der Einfluss der Kernausdehnung auf wasserstaihnliche Zustande
(F2005)
Betrachtet werde ein Atom mit raumfestem Kern (mit der Kedalay Ze) und einem Elektron
(mit der Massen, und Ladung—e¢); die potentielle Energie ist
Ze?
Amegr

‘/0:

Ungesbrtes Problent Im ungesbrtenFall einegpunktbrmigenKerns wird der Grundzustand des
Elektrons durch die Wellenfunktion

o 47T€0h2 - ao N — 1

 Zmee: 7 NS

mit der Normierungskonstantevi und dem Bohrschen Radiug beschrieben.

Yo(F) = Ne ™/ (1)

a) Bestimmen Sie aus der Sodinger-Gleichung die Grundzustandseneigie

Hinweise
. . 02 290 10 ,0
Radial-Anteil des Laplace-Operators\, = — + =— = — —p2— |
P P or? + ror 12 8TT or
oo !
Ein nitzliches Integral: / ghe Ty =
0 /J”'H

(6 Punkte)

Storungstheorie Der Kern soll jetzt als homogen geladene Kugel mit dem RaBliasgenommen
werden. Im Fall desausgedehnteKerns ist die potentielle Energie

7,2

3
——— furr<R
V(r)= _Z62 X 2}%3 2R e
dmey —— furr > R.
,
b) Skizzieren Sie das Potential als Funktion des AbstanoiesKernmittelpunkt.

(6 Punkte)

c) Die durch die Kernausdehnung verursachte Korrektur dan@ustandsenergie ist indst
rungstheorie erster Ordnung gegeben durch

AEy = (ol [V(r) = Vo(r)] [0) -
Zeigen Sie, dass man

4 2
AE, = - 7% |Ey| (§>
5} Qo

erhalt.

Hinweis Weil R < v, gilt, kann (soll) bei der Berechnung des Integrals die Exptaké

funktion in der in Gleichung (1) angegebenen Wellenfunktiarch eine Konstante géhert
werden. (13 Punkte)
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4.8 Harmonischer Oszillator im elektrischen Feld (F2005f

Der Hamilton-Operator des eindimensionalen Oszilldigr = % + 2w&* mit Massemn und
Kreisfrequenzv kann durch Einfihrung der Stufenoperatoren

. 1 (£+iﬁ) ot 1 (m iﬁ)
a = ——= — — , A = —= JRN |,
V2 \zo Do V2 \zo Do

mit zo = /h/(mw) undp, = Vhmw = > auf die Form
Hy=hw (d'a+ 3)

transformiert werden, wobei die Stufenoperatoren dieavesthungsrelatiofa, a'] = 1 erfiillen.
Es bezeichnén) den normierten Eigenzustansiq!; recte Eigenzustandsvektor] voH, zu dem
EigenwertE,, = hw (n+ 1), n € {0,1,2,...}.

a) Zeigen Sie, dasgn) = /n|n — 1) unda'|n) = vn+1|n + 1) gilt. A
Hinweis: Zeigen Sie zuachst, dasé|n) undaf|n) wieder Eigenvektoren voR, sind, und
berechnen Sie die zugétgen Eigenwerte. (9 Punkte)

b) Driicken Sie die Operatoreh, p, 22 und p? durcha und a' aus, und berechnen Sie die
dazugebrigen Erwartungswerte im Grundzustand [mit dem Vek{y] (8 Punkte)

c) Zeigen Sie unter Benutzung der in Teilaufgabe b) erhatt&irgebnisse. dass das Produkt
AxAp der ,,Unschrfen” der Observablen Oftund Impulsp im Grundzustand minimal ist
im Sinne der Heisenberg-Unsitfierelation. (4 Punkte)

Wird der harmonische Oszillator einem konstanten elattiea FeldE ausgesetzt, so lautet der
entsprechende Hamiltonoperator

2
H=H—qbi=2"+ 722 Bz
2m 2
d) Inder Sbrungstheorie erster Ordnung ist die Energieverschieungh das elektrische Feld
durchAEY = (n|H|n) — (n|Ho|n) bestimmt. Zeigen Sie, dass die Energieverschiebung
AEY nicht vom elektrischen Feld ahhgt. (4 Punkte)

16Sjehe auch Aufgaben 4.3, 4.10rfdas Oszillator=PPotential und 4.11, 4.20 flen Einfluss eines elektrischen
Feldes
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4.9 Eindimensionales, periodisches-Potential (H2005)’

Ein Teilchen der Masse: bewege sich entlang derAchse in einer periodischen Anordnung
(Perioded) von anziehendet-Potentialen:

Viz)=V Z Sz —vd).

Der ParameteY beschreibt die Srke und das Vorzeichen dé&Potentiale.

a) Welches Vorzeichen vor entspricht einem anziehenden Potential? Welche physdtai
Dimension hat der Parametgr? (3 Punkte)

b) Leiten Sie aus der eindimensionalen Schinger-Gleichung die folgende Anschlussbedin-
gung fur die Ableitungen?’ () der Wellenfunktionl(z) an der Stelle einesPotentials der
StarkeV und Positior: her:

2m ~
(a+0%) — V(a+07) = R—Tvqf(a) .
Das SymboD* bezeichnet hier eine infinitesimal kleine, positivérige. (8 Punkte)

c) Die Grundzustandswellenfunktion des Teilchens iststeilllenfrei, periodisch und kann reell
gewahlt werden. Bedmden Sie kurz diese Aussagen. (4 Punkte)

d) Die Grundzustandswellenfunktion hiirfi” < 0 im offenen Intervall zwischen benachbar-
tend-Potentialen die Form

U(z) = Ag [exp(Ax) + exp(—Az)] .
Berechnen Sie die Grundzustandsenergie als Funktiorkvon (6 Punkte)

e) Skizzieren Sie die Atidngigkeit der Wellenfunktion des Grundzustandes von dsitiBo x
im Bereich—d < = < +d. (4 Punkte)

7Siehe auch Aufgaben 4.1, 4.21 und 4.22dass-Potential
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4.10 Dipolmatrixelemente (H2005%

In dieser Aufgabe sollen Dipolmatrixelementg,, = (n|z|m) untersucht werden, wobei die
Zus@nde bic!; recte Zustandsvektoren}:) und|m) Eigenzusinde fic!; recte Eigenvektoren]

des Hamilton-Operators
2

_ b
H—2M+V(x)

eines Teilchens der Mas3é in einem eindimensionalen Potentia(x) sind.

a) Zurachst werde ein harmonischer Oszillator Mitr) = 5 Mw?z? betrachtet. Geben Sie die
zugeldrigen Energieeigenweri@, an, und berechnen Sie die Dipolmatrixelemenig.
Hinweis Die Darstellung des Ortsoperators in Erzeugungs- und idMeitmgsoperatoren
a’ bzw. a lautetz = /h/(2Mw)(a + o). Die Wirkung auf die Energieeigenzaside
[sic!; recte Energieeigenvektorent) des harmonischen Oszillators ergibt sich aus =

Vnln —1)unda’|n) = V/n+1|n+1). (7 Punkte)

b) Zeigen Sie, dasdif jeden Eigenzustandit!; recte Eigenvektor]|n) des harmonischen
Oszillators die Beziehung

2M &
= 2 [tunl (Bu — Bu) =1
m=0

gilt, wobei £, die Eigenenergie des Zustands [mit dem Eigenvektorist. (9 Punkte)

c) Es wird nun ein unendlich tiefer Potentialtopf der Breitenit dem Potential

oo sonst

V(x):{o —a/2<z<a/2

betrachtet. Skizzieren Sie die Eigenfunktionen. Zwisclwetchen Zusinden kann es kein
von null verschiedenes Matrixelemeny,, geben? (9 Punkte)

8sjehe auch Aufgaben 4.3, 4.1ilrfdas Oszillator=PPotential und 4.1# tlas Kasten-Potential
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4.11 Kastenpotential im elektrischen Feld (F2008Y

Wir betrachten ein eindimensionales Kastenpotenzial méndlich hohen Barrieren bei = 0
und beix = L. Zusatzlich wirke ein schwaches elektrisches F&}d L. Der Hamilton-Operator
ist gegeben durch

H = Hy+ Hy,
K2 d2 0 O<xz< L
Hy= -2 % 4 vV(),V(z) =
0 om da2 (z),V (@) {+oo sonst
X
H1 ZBFOE.
\'/
A
F0=0 Fo;to
ot s

0 Xx L 0 x L
Wir betrachten zuachst den Fall ohne angelegtes elektrisches Feld (link& fig

a) Wie lauten die Randbedingungém €ine Wellenfunktion bei = 0 und beix = L?
(2 Punkte)

b) Berechnen Sie die Energie und normierte Wellenfunktia @aundzustandsty,, 19) und
des ersten angeregten Zustantls, (/;). Skizzieren Sie), und;. Welche Par#t haben die
Zus@nde bzgl. der Mitte des Kastens? Zeigen Sie, dassiyilt{(Ey)/Eo = 3. (9 Punkte)

Nunmehr betrachten wir den Fall mit angelegtem Feld (reElger).

c) Berechnen Sie nun mit Hilfe der@ungstheorie erster Ordnung die Energieverschiebung
AESY undAEY der ersten beiden Zustde durch das elektrische Feld. Allgemein gilt nach
dieser Theorie, dass die durch einér@hg H; induzierte Verschiebung eines statmoen
Zustands#ic! recte Zustands mit der Funktion},, gegeben ist durch

(8 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass die Energieverschiebm@gl) furn = 0,1 verschwindet, wenn man zu
H, eine geeignete Konstantédinzufugt (und entsprechend vdi, wieder abzieht). Welche

Paritait mussH, + ¢ dazu bzgl. der Mitte des Kastens besitzen? (6 Punkte)
Hinweise:
L .
L 2al
/ drsinar = = — M
0 2 4a
/L dz xrsin® (ax) = 1+2a°L% — 005(2805) —2aLsin(2al)
0 a

19Sjehe auch Aufgaben 4.10, 4.1 tlas Kasten-Potential und 4.3, 4.20 élen Einfluss eines elektrischen Feldes
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4.12 Eindimensionale Wellenfunktion (F2006)

Ein punktrmiges Teilchen der Masse befinde sich in einem eindimensionalen Kasten der Brei-
te2q im Intervall—a < = < a. Die Wande des Kastens seien undurchdringlich, das Wandpdtentia
sei also unendlich hoch. Das Teilchen werde durch die Weifstion ¢ (z) = A(z? — a?) fur

|z| < a beschrieben.

a) Berechnen Sie die Normierungskonstatte
Zur Kontrolle: A = 1, /12, (5 Punkte)

b) Wie grofR3 ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen imiwédl 0 < = < a/2 zu finden?
(5 Punkte)

c) Berechnen Sie die Fluktuationéxp des Impules und\x des Ortes des Teilchens in diesem
Zustand, undiberpiifen Sie ddfir die Heisenberg'sche Unsitierelation.
(10 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass der Erwartungswert der Energie desh@eitcnur(10 — 72) /72 ~ 1.32%
tber der Grundzustandsenergie liegt. (5 Punkte)



4.13 Freies quantenmechanisches Teilchen und Ehrenffiest-dm (H2006) 81

4.13 Freies quantenmechanisches Teilchen und Ehrenfest-Theorem
(H2006)

Das Ehrenfest-Theoreniif Observable, die nicht explizit von der Zeit @lgen, lautet

A(A) i
& ﬁ([H, Al). (1)

(Spitze Klammern steheruf den Erwartungswert in einem quantenmechanischen Zziytéfir
betrachten ein freies Teilchen der Massgedas sich nur entlang derAchse bewegen kann.

a) Verwenden Sie Gleichung (1), um die Erwartungswertepzand p? als Funktion vort zu
bestimmen (die Anfangswerte zur Zeit= 0 seien vorgegeben). Was folgt darais die
Zeitablangigkeit der Impulsunsénfe

(5 Punkte)

b) Betrachten Sie nun die gemischte FluktuatioaBgr

k= ((xp + px)) — 2(x)(p),

welche die Korrelation zwischen und p beschreibt. Bestimmen Sie die Zeitdiplgigkeit
von « fur das freie Teilchen mit Hilfe von Gleichung (1).

Zur Kontrolle: k = kg + %t. (10 Punkte)

c) Berechnen Sie schlieRlich auch die Zeitabgigkeit des Erwartungswertes voh Driicken
Sie die Ortsunsdcirfe
Az = +/(2%) — (z)?

zur Zeitt durchAz, Ap undx zur Zeitt = 0 aus. Was erd@t man fir gro3e Zeiten?
(10 Punkte)
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4.14 Interferenz im Schwerefeld (H2006)

Ein koharenter Teilchenstrahl aus (unaigigen) Teilchen der Masseund Energier lauft durch
einen Strahlteilef bei (z, z) = (0,0) und wird in 2 Teilstrahlen geteilt (siehe Figur).

i) Der erste Strahlithrt vonS senkrecht nach oben zu einem Refleli®pian der Stellgz, z) =
(0,¢,) und von dort horizontal weiter zu einem Detekioran der Stellgz, z) = (¢,,¢.).
Diesen Weg bezeichnen wir niit; .

i) Der zweite Strahl#ihrt vonS horizontal zu einem Reflektd?, an der Stelldz, z) = (¢,,0)
und anschlie3end senkrecht nach oben zum selben Defekidiesen Weg bezeichnen wir

Das Gravitationsfeld der Erdélfirt zu einer Phasenverschiebung zwischen den beidetrablen
am DetektorD, die sowohl vorY, als auch vorf, abhangt.

a) Berechnen Sie den Phasenunterschiedzwischen den beiden Strahlen an der St&llfir
E > mg(, unter der Annahme, dass die Wellenfunktion eines Teilclgeigeben ist durch

(WKB-Naherung) )
() = Aexp (1/ Z? : df’) :

Hieraus folgt der Phasenunterschied

Bo=1 [ 50—y [50)-ar

W, Wo

wobeip(r) der klassisch berechnete Teilchenimpuls eines Teilchensldssen und Ener-

gie £ im Schwerefeld ist.

Hilfe: Die Integrale entlang der vertikalen Wege brauchen nichgewertet zu werden.
(12 Punkte)

b) Nehmen wir nun an, dags > mg/. gilt. Zeigen Sie, dass dann der Phasenunterschied
proportional zur FicheA = /7,.¢. ist, die von den beiden Strahlen eingeschlossen wird.
(5 Punkte)

c) Berltzen Sie dieses Resultat, um den Abstand zwischen dendr@errMaxima zu berech-
nen, wenn wir’, konstant halten und, variieren. (8 Punkte)
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4.15 Wasserstoff-Atom im elektrischen Feld (F2007)

Bringt man ein Wasserstoff-Atom in ein homogenes elektasdfeld, so werden die Energienive-
aus verschoben. Im Folgenden soll dieser Efféktden Grundzustand untersucht werden, wobei
wir uns der Einfachheit halber auf die zwei Eigenfunktionen

1
¢a(747 197 90) = \/ﬁ exp(—?‘/ao)
0

und
1

32may

des Wasserstoff-Problems besafiken o, bezeichnet hier den Bohr'schen Radius. Der Spin bleibt
in dieser Aufgabe unbécksichtigt.

Up(r, 9, ) = r cos(V) exp(—7/2ayp)

ot

a) Durch welche Quantenzahlen kann man die statemZusinde des Wasserstoff-Problems
charakterisieren, und wie lauten die zugeben Eigenwertgleichungen? Geben Sie die zu
den Zustandsfunktionen, und, gelbrigen Werte dieser Quantenzahlen an, undinegen
Sie Ihre Antwort ohne Rechnung. Was ergibt sich insbesorfderdas Verkltnis der Eig-

energient, und £, der Zusénde mit den Funktionen, bzw. ¢,? (9 Punkte)
b) Berechnen Sie die vier Dipolmatrixelemeite, | |1, ), (Va|2z|¥s), (¥s]2|10e) und
(tho|2[10p). (9 Punkte)
Zur Kontrolle: (1, |z|1p) = % %ao.
TR n!
Hlnwels:/0 e Yy = ) (a>0).

c) Geben Sie die Matrixdarstellung des Hamilton-Operators
H = HH + 52’

in der Basis der beiden Zustandsftiongpundz, an. Hierbei sef/y; der Hamilton-Operator
des ungesirten Wasserstoff-Problems udddie Feldsarke des inz-Richtung gerichteten
elektrischen Feldes. Es istigstig, die Gol3ed = (v, |z|¢y)E einzutihren.

Bestimmen Sie die Energieeigenwerte V@nn der vorgegebenen Zweizustandsbasis.
Fur kleine Feldsirken,£ <« E,/ao, wird die Energie des Zustands mit der Funktignum

d2
-
| El

AE, =

abgesenkt. Welcher numerische Wert ergibt sietden Koeffizienten?
Wie nennt man den hier berechneten Effekt? (7 Punkte)
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4.16 Zwei-Niveau-System (F200%

Gegeben sei ein System mit einem zweifach entarteten Zhisténder Energielly = hwg. Die

Eigenvektoren werden als
1 0
= und =
o= (y) w100 (2)

angesetzt. In dieser Basis wird der Hamilton-Operator dete8ys also in der Form
10 10
Hy=F, = hw,

a) Geben Sie die Eigenvektorgf(t)) mit der Anfangsbedingunig; (0)) = |¢;) als Losungen
der zeitabhAngigen Schidinger-Gleichung als Funktion der Zeian. (3 Punkte)

dargestellt.

Die beiden Zusinde seien nun gekoppelt; der die Kopplung beschreibendeltda-Operator sei

0 A 01
le :hwl .
A0 10

b) Bestimmen Sie die Eigenwerfe, und die normierten Eigenvektoreép. ) von H = H, +
Hi. (11 Punkte)

C) Zum Zeitpunktt = 0 sei das System im Zustand mit dem Zustandsvektd)) = |¢1).
Geben Sigy(t)) als Funktion der Zeit an. (8 Punkte)

d) Geben Sie Wahrscheinlichkeit dafan, das System zum Zeitpunkt# 0 im Zustand mit
|¢2) zu finden, wenn es zum Zeitpunkt= 0 im Zustand mit(0)) = |¢;) gewesen ist.
(3 Punkte)

20sjehe auch Aufgabe 4.@if das Zwei-Niveau-System



